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Chapter 1

Uvod do slozitosti a vycislitelnosti

1.1 Vypocetni modely (Turingovy stroje, RAM)

™
Definition: TM
M =(Q,%,0,q0, F)
e () konetnd mnozina stavu
e 3 kone¢nd abeceda
¢ J:QxX—>QxXx{R,N,L}U L prechodové funkce ( L nedefinovany)
e (o € Q pocatecni stav
e F C @ pfijimajici stavy
1. Pocatecni stav: Hlava na levém symbolu vstupniho slova na pésce.

2. Krok: Podle § zménime stav, prepiSeme znak a posuneme hlavu.

3. Konec: Koncime kdyz je prechod nedefinovany, prijimame pokud je stav v F .

Definition: Jazyky TM
L(M) jazyk piijimavy M

M (w) | vypocet na w skonéf

M (w) 1 vypocet na w neskonéf

L je TM ¢asteéné rozhodnutelny /rekurzivné spocéetny , pokud
iM: L=L(M).

e L je TM rozhodnutelny/rekurzivni , pokud

IM: L=L(M) N Vwe X*: Mw)|.

Definition: Funkce TM

M pocita ¢astecnou funkci fps : ¥* — X* | kde f(w) | pokud M(w) | .
f je TM vyéislitelna pokud M , ktery ji pocita.

Example: Pvevod vicepdskového na jednopdskovy
e Y =Y U{H, -} xXF
e Pasky zarovname podle pozic hlav a dorovndvame po posunu hlav.

Example: Pievod oboustranného na jednostranny

Example: Pvevod vicehlavého na jednohlavého
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UTM
Definition: UTM

1. UTM : U na vstupu (M, x) simuluje praci M na x .
2. LU: Ly :={(M,x)| x € L(M)}
3. DIAG: DIAG := {(M)| (M) ¢ L(M)}

Theorem: Cdsteénd rozhodnutelnost LU

1. Ly € PD
2. DIAG ¢ PD
3. Ly ¢ DEC

Proof:

1. Z existence U .
2. Jinak dMp :

— (Mp) € DIAG <= (Mp) ¢ L(Mp) z definice DIAG.
— (Mp) € DIAG < (Mp) € L(Mp) z DIAG definice L(Mp) .

3. Jinak AMy, a lze ho pouzit pro rozhodovani DIAG

VM : (M) € DIAG <= > (M) ¢ L(M) <= (M,(M)) ¢ Ly .

RAM
Definition: RAM
e Registry {r;}ien kde r; € N a inicializované na 0 .
— [ri] obsah registru
= lra]] := [rppa]
e Program P = Iy, ..., I; kone¢nd posloupnost instrukei.
— LOAD, ADD, SUB, COPY, JNZ, READ, PRINT
e Pole Ay, ...A, ulozené jako A;[j] = 75 (pt1) -

e Proménné ulozené jako r;(p41) -

Definition: Jazyky RAM
e R ¢te slovo w = 0y,...05, jako posloupnost i1, ..., 7, zakoncenou 0 .
e R piijme w pokud R(w) | a R jako prvn{ napiSe 1 .
e R odmitne w pokud R(w) | a R napiSe nic nebo nezacne 1 .

1. L je RAM e¢éasteéné rozhodnutelny pokud 3R: L = L(R) .
2. L je RAM rozhodnutelny pokud 3R: L=L(R) A Yw e X*: R(w) | .

Definition: Funkce RAM
R pocita ¢astetnou aritmetickou f : N® — N pokud pro vstup x = 1, ..., Ty :
e f(z)l = R(z)l a R vypiSe f(z)
o fl)T = R(x)1T
R potita ¢astecnou f : ¥* — X | pokud pro vstup w = 0y, ...05, dany jako i1, ...,i,,0 :

o f(w)l=0j..05,,, = R(w)l|a R vypise j1,...Jm,0
o flw)t = R(w)?
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Prevody
Algorithm: R
1. Jednostrannou pasku nac¢teme do pole T ukonceného 0 .
q=0, h=0
Dokud 6(q,T[h]) # L : aktualizujeme T'[h], h, g podle § reprezentované jako posloupnost podminek.
Pokud g € F , vypiSeme 1 , jinak O .

DAl B o

VypiSeme obsah pésky.

Algorithm: M

Vstupni paska a vystupni paska: Cisla zapsand bindrné, oddélens znakem # .

RAM paska: Registry ry,,...,7,, pro iy < ... < i, reprezentujeme jako

(1) B|([ri, ) B #(i2) B|([rin]) B# - # (i) 8] ([r4,.]) B -

e Pomocna paska: Soucty, rozdily, nepiimé adresace, posuny etc.

Cislo instrukce si pamatujeme ve stavu.

Jedna instrukce R je posloupnost instrukei M .

1. Lokace registru s operandy.

2. Aritmetika s operandy.

3. Vypocet adres.

4. Uprava paméti (novy registr, iprava registr, posun pasky s paméti).

Vypis 1 jako prvni si pamatujeme ve stavu.

Konéime po posledni instrukei.

1.2 Zakladni tridy slozitosti a jejich vztahy
Zakladni tridy
Definition: SloZitost TM

e M pracuje v €ase f(n) pokud Vo € ", |z| =n: M na x konéi po < f(n) krocich.

e M pracuje v prostoru f(n) pokud Vo € X", || =n: M na z skonéi a pouzije < f(n) bunék pésky.
e N pracuje v Case f(n) pokud Vo € 3™ a V vypocet M na z konéi po < f(n) krocich.

e N pracuje v prostoru f(n) pokud Vaz € ™ a V vypocet M na x konéi a pouzije < f(n) bunék pésky.

Definition: T7idy sloZitosti

TIME (f(n)) jazyky piijimané TM v ¢ase O(f(n)) .

SPACE (f(n)) jazyky pfijimané TM v prostoru O(f(n)) .
NTIME (f(n)) jazyky prijmané NTM v case O(f(n)) .
NSPACE (f(n)) jazyky pfijimané NTM v prostoru O(f(n)) .

Observation: Inkluze

. TIME (f(n)) € SPACE (f(n))

. TIME (f(n)) € NTIME (f(n))

. SPACE (f(n)) € NSPACE (f(n))

.LCNL C P C NP C PSPACE C EXPTIME C NEXPTIME C EXPSPACE

n

~— —

=W NN =

Theorem:
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NTIME (f(n)) C SPACE (f(n))

Proof: Postupné prodluzujeme vétve NTM podle kterych simulujeme, dokud NTM nepfijme. Jinak odmitneme.

Corollary:
NP C PSPACE

Theorem: Savicova véta
f(n) >logon = NPSPACE (f(n)) C SPACE (f?(n)) .
Proof:
Algorithm: M’
1. :=1
2. Pokud Reachable (C§, Cace, cari) :
3.V konfiguraci C' s prostorem i + 1 :

4 Pokud Reachable (Cyp,*,C, ¢;) :
5. i=i+1

6. Zpét na 2.

7. Odmitni

Algorithm: Reachable

e Prostor O(f(n)) na konfiguraci a O(f(n)) na k
e Nejvys O(f(n)) instanci

. Pokud k=0

Pokud C; = Cs nebo C1,Cs € E , odpovéd ano

Jinak ne

. V konfiguraci C,,, v prostoru f(n) :

Pokud Reachable (Cy, Cy,, k — 1) a Reachable (C,,,Cy, k — 1) , odpovéd ano
. Odpovéd ne

e I~ I

Corollary:
NSPACE = PSPACE
Corollary:

e NLCP
e NSPACE C EXPTIME

NP
Definition: Verifikdtor
V pro L je V splaujici L = {z| Jy : V(z,y) piijme } :

e Pracuje v case n©(1)

e Predpokldddme y € n©M) |

Definition: NP

Jazyky s polynomidlnimi verifikatory.
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Theorem: Alternativni definice
NP = ey NTIME (nk)
Proof:
C Nedeterministicky volime znaky dukazu y .

O Posloupnost vétveni k pfijeti davaji certifikat.

Theorem: Cook-Levin
SAT je NP-iplny.
Proof:
e NP: Spliiujici ohodnoceni je certifikdt.
° Gplnost:
— Mame NTM pracujici v ¢ase n* s jedinym piijimajicim ¢; .
— Réadky délky n* jsou konfigurace M , stav zapsan pred pozici hlavy.

Radky v tableau velikosti n¥ x n* nésleduji podle prechodové funkce. Prechody jsou platné prave
kdyz jsou platnd vSechna okna 3 x 2 . Pfipustnd okna P .

— Prijimajici tableau obsahuje fadek s prijimajici konfiguraci.
— Symboly tableau S = QUX U {#} . Proménné z; ;s =1 <= T[i,jl=s.

— Formule ® = Pcell N Pstart A (Pmove/\apmcem .

Peell = i ; (( V. J/‘i,j,s> A (/\s;ét(_‘xi»j# v _‘xid,t)))

Pmove — /\ivj Splegaliyj
Paccept = \/z] Ti,5,q1
Plegal, ; = V(o1 56)eP @igisr A Tij1,sn A Tiji2,ss A Titd,jisa A Tit1,j41,s5 N Tik1,j+2,56)

1.3 Aproximacni algoritmy a schémata

Aproxmacni algoritmy
Definition: Optimalizaéni problém

(Z,F,f,9)

mnozina vstupu

VIeZIVSeF(I): f(I,5) — R tcelovd funkce

T:
o F:VIeTI: F(I)ptipustnd feseni
I
g : min / max

Definition: Aproximacni algoritmus
A je a -aproximaéni pro optimalizaéni problém pokud:

e Spocitd S € F(I) v polynomidlnim case
e VieZ: f(I,5)<ROPT(I) pro minimalizaci

Algorithm: Christofides
1. W liché vrcholy MST T .

2. M minimalni perfektni parovani na W .

3. Vratime pruchod T'w M .
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Observation: Christofides analijza

UVOD DO SLOZITOSTI A VYCISLITELNOSTI

e Handshaking lemma = perfektni parovani existuje.

e d(T) < OPT, d(M) + d(M,) < OPT

Algorithm: Rand-SAT

1. Nastavime proménné uniformné nahodné.

Observation: Rand-SAT analyza

e PlY;=1]=1-27">3

e OPT <> w; = 1OPT <Y w,E[Y;] =E[W]
Algorithm: Max-Cut
1. Vyfesime SDP

max § Y 5w (1 - Vij) :

2. Vybereme uniformné ndhodny r € S"~1 .
3. Vréatime {i| v;r >0} .

Observation: Max-Cut analjza

o Vz e (0,m): £>0.8781=5=z

e P[i,j rozdélené | = 071

Vii=1,V=0.

o E[W] =3 % > 0878 1m0 — 0878y 1

Aproximacni schémata
Definition: (FPTAS)

e PTAS: Mnozina (1 — €) -aproximaé¢nich algoritmu pro vSechna e > 0 .
e FPTAS: PTAS kde kazdy algoritmus bézi v ¢ase p(|I], 1) .

Algorithm: Knapsack pseudopoly

e Tabulka s fadky 0 <k <masloupci0<c¢<C=> ¢ .

e Aj(c) minimalni hmotnost batohu s pfedméty z [k] s cenou ¢ .

Apg(c) = min {Akl(c)

Ag(0) =0, Ao(1) =

e Bj(c) muze uklddat posledni pridany pfedmét.
o ¢* :=max{c: Ar(c) < H}
e O(nC)

Algorithm: Knapsack FPTAS

1. Odstranime predméty tézsi nez H
2. Cmax = Maxc;

3. M :=[2]

4. Vi€ n]: &= e

% Cmax

hy + Ak—l(c — Ck)

pokud ¢ > ¢y,
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5. Vyftesime dynamicky program

Observation: Analyjza
C<aMeOo(2) — 0@mb)eo(2)

¢(OPT) =3 icopr & = Xicopr {Cz%J = (ZieOPT Cl%) —n=c(OPT) - —n
@ c(A) =D caCi =D icaCi™y = C(A)me= > ¢(OPT) “max
o c(A) > (c(OPT) ci\ix — n) Gmax > ¢(OPT) — *2x > ¢(OPT) — €cmax > (1 — €)copr-

Cmax
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Chapter 2

Datové struktury

2.1 Vyhledavaci stromy ((a,b)-stromy, splay stromy).

(a,b) -stromy
Definition: (a,b -strom)
2<a, 2a—1<b
e Vnitini vrcholy maji a az b potomki.
e Kofen mé 2 az b potomku.

e Listy na stejné hladineé.

Lemma:
Hloubka s n klici je Q(logy n), O(log, n) .
Proof:
e Minimalni po¢ty vrchold po hladinéch 0, 1, 2a, 2a?, ... , minimalni poéty kli¢t v hladindch 1,a—1,a—1, ...

e A; minimalni pocet kli¢i na hloubku h . Inverzni funkce ddva maximalni hloubku. Minimum analogicky.
Ap =143,y 20" a—1) =2a""" —1

Definition: Operace

e Find: O(log, nlog,b) = O(lognllgg(g) € O(logn)

e Insert: 6(blog,n)

— Vkladame na nejhlubsi nalezenou vnitini hladinu.
— Pokud pretece, stépime. Prostiedni klic dame do rodi¢e a vrchol rozdélime. Piipadné rekurzime.

e Delete: 0(blog, n)

— Pfevedeme na mazani z nejhlubsi vnitini hladiny nahrazenim néslednikem.
— Pokud podtece, slucujeme. Pokud mame malého sourozence, slou¢ime se s nim a s klicem v rodici.

Pokud méame velké sourozence, vezmeme Kkli¢ z rodi¢e a do rodice dame kli¢ ze sourozence.
Theorem:
m insertu do prazdného (a,b) -stromu zméni O(m) vrchola.

Proof: Pocet $tépeni je nejvys takovy jako pocet vrcholu na konci.

Theorem:

m insertu a deletu do prazdného (a,2a) -stromu zméni O(m) vrchold.

11
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Proof:
e &=3" . f(k(v)),kde f(k(v)) je piispévek vrcholu v s k(v) klici.

2 k=a-2
1 k=a-1
e Zvolime f(k)=<¢0 .. aby:
2 k=2a-1
4 k=2a

— Konstantn{ zmény zpusobi konstantn{ zmény: |f(i) — f(i + 1)] € O(1) .

— Slucovéni zdarma: f(2a) > f(a) + f(a—1)+ O(1) .
— Stépeni zdarma: f(a —2) + f(a—1) > f(2a —2) + O(1) .

DATOVE STRUKTURY

e Insert piidd kli¢c O(1) a zméni potencidl o O(1) . Stépeni amortizované zdarma.

e Delete smaze klic O(1) a pujéf si nejvys jeden klic O(1) . Slucovéni amortizované zdarma.

Splay stromy
Definition: Splay operace
1. Zig: z: (C,y), y: (A,B) = z:(Ayy), y: (B,C).

2. Zig-zig: x: (A, B), y: (z,C), z: (y,D) — x:(A,y), y:(B,z2), z: (C,D) .
3. Zig-zag: v : (B, C), y: (A,x), z:(y,D) = x:(y.2), y: (4,B), z: (C,D)

Definition: Potencidl

Q=3 ey () pror(v) :=logy s(v) a s(v) =[T(v)] .

Definition: Operace

e Cestu z kofene nati¢tujeme rotacim. Ty se uamortizuji na O(logn) .
e Find: Splayujeme nejhlubsi nalezeny vrchol.

e Insert:

— Pokud vrchol neexistuje, ptidani listu [ zméni potencial na cesté vy, .., vy :
— Protoze s'(v;) = s(v;) +1 < s(vi—1) = r'(v;) <r(vi—1) , dostaneme

sSy=1,r(1)=0.

AP =7r'(1) + X ey r'(vi) —r(vi) < 7'(v1) —r(vk) € O(logn) .

e Delete:

— Smazani listu nebo smazani rodice jednoho vrcholu trivialni.

— Smazani rodi¢e dvou vrcholi: vyménime za minimum podstromu a pak smazeme.

Theorem:

Amortizovand cena splaye je < 3(r'(x) —r(z)) + 1 € O(logn)

Proof:

e V jedné rotaci se méni pouze rank rotovanych vrcholu.
* Zig: r'(y) <r'(z), r(y) > r(x)

A=7r'(x)—r(@)+r'(y) —r(y) +1 < 2r'(z) — 2r(x) + 1

r(z) +1'(z) = log s(x) + log s'(2) < 2log(s(z) + s'(2)) —2 < 2r'(z) — 2

A=r'(z) —r(@) +r'(y) —ry) +r'(2) —r(2) +2 < 3r'(z) -

3r(z) +2
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o Zig-zag: r(y),r(w) > r(z)

r'(w) —r'(y) = log s'(w) —log s'(y) < 2log(s'(w) + s'(y)) —2 < 2r'(x) — 2
A<y (z)—r(x)+r'(y) —r(y) +r'(w) —r(w) +2 < 3r'(z) — 3r(x)

e Nejvys jeden zig za splay.
3( Liep ri(@) = riea(@) + 1= 30 (@) = ro()) + 1

Corollary:
m splayu na n vrcholech trvd O((n + m)logn)

Proof:

Eie[m] Rz = E’ie[m] Ai + q)o — (I)m s
Zie[m] A; € O(mlogn) ,
Oy — D, € O(nlogn) .

2.2 Haldy (regularni, binomialni).

d -ary Fibonacci
Insert | O(logyn) 0(1)
Min | O(1) 0(1)
ExtractMin | O(dlog;n) O(logn)
Increase | O(dlogyn) O(logn)
Decrease | O(logyn) O(1)
Delete | O(dlogzn) O(logn)
Build | O(n) O(n)

d -regularni halda

Definition: Operace

Insert: Pfidame na konec a vybublame.

Delete: Prohodime s poslednim prvkem a zabublame.

Min: Hodnota kofene.

ExtractMin: Kofen prohodime s poslednim prvkem a zabublame.
e Increase: Zménime hodnotu a zabubldme.

e Decrease: Zménime hodnotu a vybubldme.

Binomicka halda
Definition: Binomicky strom

By, tddu k je koten s podstromy By, ..., Bx_1 .

Observation: Binomicky strom
1. Bj, mé 2" vrcholt, vysku k a max. stupen k .
2. By vytvorime tak, ze ddme Bj_1 dalsi By_1 jako posledni dité.
3. By je kostra k -hyperkostky.

Definition: Binomickd halda

Les T, ...,T; binomickych stromu spliiujicich:
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1. »(T;) < r(Tit1)
2. Kazdy vrchol obsahuje jediny prvek.

3. Kazdy strom ma haldové sefazeni.

Observation: Binomickd halda

1. 7(T;) <logn = <1+logn stromu

2. Pritomnost stromu podle bitu (n)s .

Definition: Reprezentace vrcholu

Prvek a priorita
Rank jako pocet déti
Pointer na prvni dité
Pointer na rodice

Pointery na dva vedlejsi sourozence (cyklicky).

A A

Stromy spojuje pseudokoren

Definition: Operace
e Merge: O(logn) Slévdme stromy od nejmensich.
— Jediny daného fadu rovnou do vysledné haldy.
— Dva stejného fadu slou¢ime pod mensi z kofenu.
— Pro tfi stejné slou¢ime dva z nich a tfeti rovnou do vysledné haldy.
e Insert: O(logn) Vytvoiime By a slou¢ime.
e Delete: O(logn) Decrease na —oo a ExtractMin.
e Min: O(logn) Najdeme nejmensi kofen.
e ExtractMin: O(logn)
— Najdeme minimalni kofen.

— Odstranime kofen, strom se rozpadne na haldu.
— Slou¢ime haldy.

e Increase: O(logn) Delete a insert.
e Decrease: O(logn) Vybubldvdme uvnit stromu.

e Build: O(n) amortizované

— Vklddame prvky po jednom.
— V pulce pripadi O(1) . Kazdé spojeni stromu odstrani jeden strom, takze umartizujeme.

Definition: Lazy operace

Merge: O(1) Pridame spoj.
Insert: O(1)
e Konsolidace: O(t + logn)

— Pripravime logn chlivka.
— Pridavame stromy do chlivki. Pokud je chlivek zabrany, spojime.
— Kazdé spojeni odstran{ strom, proto O(t) spojeni.

ExtractMin: O(t + logn)

1. Konsolidujeme
2. Najdeme minimalni kofen
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3. Odstranime kofen.
4. Merge s haldou.

e Build: O(n)

Definition: Lazy potencidl

® := pocet stromu v halddch.

Merge: O(1)
Insert: O(1)
Konsolidace: O(logn) protoze A® <logn —1t .

ExtractMin: O(logn) vyjma konsolidace.

Fibonacci halda

Definition: Decrease
e Pokud porusime vztah s rodi¢em, odrzizneme ho jako novy strom.
e Pokud rodi¢ neni kofen a je neoznaceny, oznacime.
e Pokud rodi¢ neni kofen a je oznaceny, odfizneme ho a pokracujeme na jeho rodice.
e Pokud smazeme kofen stromu, smazeme znacky déti.

e Proto kazdy nekofen ztrati nejvys jedno dité.

Observation: Fibonacctho éisla
m _ 145
1. F,, € 0(¢™) pro ¢ = =5 ~ 1.618
2. Fo+ ..+ Fx = Frio—1
Lemma:

Podstrom faddu k£ ma aspon Fyy; vrchold,
proto rank je O(logn) .
Proof:
e Indukci podle hloubky.

1. Listy maji rank 0 a jeden vrchol.

2.  — x1,...,xy déti u v pofadi pridani pod néj.
— T1,...,Tn jejich ranky.

Vi>2:r;,>i—2

x Nékteré ranky muzou chybét.

* Kdyz jsme pridavali z; , u mél aspon ¢ — 1 déti.

* Spojovani spojuje stejné ranky, takze x; mél rank aspon ¢ — 1 .

* Od té doby x; nebyl kofenem, ztratil nejvys jedno dité, proto ma rank aspon ¢ — 2 .
— 7 IP maji stromy aspon Fs, Fy, F3, ..., F}, vrcholu +1 za u .

Fo+Fy+Fs4. . +F+1>Fy+ ...+ Fo+1=Fj.

Observation: Analyjza
® := pocet stromu v haldach + dvojnasobek onacenych vrcholu.

ExtractMin: O(logn)
Cut: O(1)

— Bud nekaskddujeme a pFiddme +3 .
— Nebo kaskadujeme. Pridame +1 za novy strom a —2 za odznaceny vrchol.

Merge, Insert, Decrease: O(1)
Delete: Drahé.
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2.3 Hasovani, teSeni kolizi, univerzalni hasovani, vybér hasSovaci
funkce.
Definition: ¢ -univerzdlni rodina

Rodina H : U — [m] je ¢ -univerzélni,
pokud Va,y €U, v #y: Prenlh(z) =h(y)] < 5 .

Definition: (k,c¢ -nezdvisld rodina)
Rodina H : U — [m] je (k, ¢) -nezavisl4,
pokud Vzy, ...,z € U riznd a Viy, ...,ix € [m] :
Phey[h(xl) =0 A...A h(xk) = Zk] < # .

Lemma: K

e r>2km

o H:U — [r] je (k,c) -nezdvisld

H mod m je (k,2c) -nezdvisla.

Proof:

e Mdme nejvys [ L] < =L moimost{ pro kazdé z i1, ..., iy, .

mk

k k k
c r+m-—1 _ ¢ r+m—1 cC m ce r 2¢c
rk ( m ) — mk ( r ) < mk (1 + r ) < mk < mk

Hashovaci funkce
Definition: Linedrni hashovaci funkce

L:={hgpla € [plo\{0} A b€ [plo} pro hep(z) = (az+b mod p) mod m .
Observation: Linedrni hashovaci funkce

L je 1 -univerzalni.

Proof:
e Pro z # y a a,b jsou jednoznatné uréené r = axr +b mod p, s=ay+b mod p .
e Pro fixni 7 mame [2] —1 < ”%71 -1 = % gpatnych s . Celkem % Spatnych dvojic,

1

pravdépodobnost jedné .- .

Definition: Polynomidlni hashovaci funkce

Py = {h] t € Zg} pro hi(z) = Zie[k]o tiz" a Z, téleso.

Observation: Polynomidlni hashovaci funkce

o P je (k,1) -nezdvisla.

e Slozitost O(d)

o p>2km = P; modm je (k,2) -nezdvisla.
Proof:

e Méjme z1,...,2; € Zp rliznd a ay, ..., a, € Z, chlivky.

e Préveé jeden polynom stupné nejvys k spliuje Vi € [k] : h(z;) = a; . Proto pravdépodobnost z% .

Definition: Tabulaéni hashovdni

T [th} = [2™]: h(z) = ®ie[t]0 T;lx(ik : (i 4+ 1)k))
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e Vygenerujeme t tabulek Ty, ..., Ty_1 s 2F fadky a m sloupci.

e Pro aspon dvé tabulky je 3 -nezavisla rodina.

Definition: Skaldrni soucin
S={hypl te Zg, b€ Zy,} pro hyp(z) =tTz +b

Observation: Skaldrni soucin

e Sje (2,1) -nezéavisld.

e Slozitost O(d)

e p>4m = S mod m je (2,2) -nezdvisla.
Proof:

e Tz +b=y, "z +b=1y, di=21—20 = aTd=1y1 — 1

e Jj: dj#0 = a; = %(ylfygfa%djf)

1

e Proto mame nejvys p*~! fesenf z pF*+! funkei.

Reseni kolizi
Definition: Separované retézce

e Tabulka obsahuje z1, ..., x, . Vybirdme h uniformné ndhodné z ¢ -univerzalni rodiny.

17

e Netispésné hledani v piihrddce ovéif primérné < prvkia. Uspésné hleddni x; m4 slozitost jako insert x;

e Insert ovéii ze y jesté v prihradce neni.
e Find prohleda piihradku.
e Delete prohleda pfihradku.

Observation: Separované tetézce

Pro m € Q(n) mdme O(1) .

Definition: Kukacéi funkce

e Tabulky 77,75 a funkce hy : U — [m], ho : U — [m] .
e Lookup: x je v Ti[hy(z)] nebo v Talha(z)] .
o Insert:

— Vlozime z do Ti[h1(z)] .

— Pokud tam byl y , opakujeme postup s Talha(y)]
— Po timeoutu prehashujeme.

e Delete: Smazeme prvek v jednom z poli.

>~

Observation: Kukaccéi funkce

e c>0
em>(2+€en
o t=[6logn]

e hy, ho uniformné ndhodné z ¢ -nezdvislého systému

Insert s timeoutem ¢ md E[¢as] € O(1) .

Definition: Oteviend adresace
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V kazdé bunce jeden prvek.

Piistupova posloupnost f : U x [m] — [m)]

Insert: Postupné zkousi buniky a ulozi do prvni volné.
e Find: Postupné zkousi bunky dokud nenajde prvek nebo prazdnou.

e Delete: Pomnicky.
Definition: Linedrni priddvdni
e Priddvaci sekvence h(z) +4 mod m .
e WLOG n < % , maximalizuje pocet piistupi.

e Bloky B velikosti 2! na indexech podle stromu.

Observation: Linedrni priddvdni
18]

e Kriticky blok je z > % plny. P[B kriticky] < ()5 .

— X1, ..., T, vlozené prvky, X, ..., X,, indikdtory h(z;) € B
B B
- X=X, = E[X]=YE[X,]=nZl <15

1B

- Plx >281 < (&5

1 z Cernoffa.

e R cyklicky béh délky 2!Tt = jeden z By, ..., B3 nejlevéjsich bloki velikosti 2! v R je kriticky.
e Rbéhs h(z), |R| €[2172,2!73) = jeden z 12 blokii |B| = 2! , kde devéty obsahuje h(z) , je kriticky.
o P[|R| € [2!72,2!F3)] < P[néjaky kriticky] < 12P[specificky kriticky] < 12(%)%
Theorem: Linedrni priddvdni
o m=2"
en<=
e h:U — [m] uniformné ndhodnd
E[# pocet bunék navstiveny pii hleddni z] € O(1)
Proof:
e BUNO n = 2] . Béh R obsahuje h(z) .

E[|R] =E[|R| | |R] <3] P[IR| <3] + ¥, E[lR][|R] € [272,2%)|P[|R| € [2+2,277)]

<34+ 20,50 212(5)'T <3496 ,50i(5)8 € O(1)
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Nelinearni programovani

3.1 Vlastnosti konvexnich mnozin a konvexnich funkci.

Definition: Konvexita

e S C R"” je konvexni pokud Vz,y € S: Ty S .

e f: M — R je konvevni pokud ekvivalentné:

1. Vap,zp € M YA€ [0,1] 0 fOa1 + (1= Naz) < Af(@1) + (1 — A)f(2)
2. {(z,2) eR"™ . x € M, 2> f(z)} je konvexn{
3. f@2) — f(z1) > Vf(z1) (22 — 21)

4. Yz e M: V3f(x) =0
Observation: Konvexita

e Mnoziny uzaviené na prunik.

e Funkce uzaviené na soucet a skalovéni.
Theorem: Separaéni véta

1. C,D C R" konvexni, CN D =0 = oddélitelné.

2. Uzaviené a aspon jedna omezend =—> oddélitelné striktneé.

Theorem: Konvexni optimalizace
min f(x): € M pro f, M konvexni:

1. Lokalni optima jsou globalni.
2. Optimélni mnozina je konvexni.

3. f ryze konvevni = nejvys jedno optimum.

3.2 Zobecnéni konvexnich funkci.

Definition: Zobecnénd konvexita

f: M — R pro § # M konvexni je:
e Kvazikonvexni:
VA€ [0,1] Vo1, 20 € M+ f(Ax1 + (1 — Nae) < max(f(z1), f(x2))
o Explicitné Kvazikonvexni: kvazikonvexni a

VA€ [0,1] Vo, 20 € M, f(x1) # f(z2) : f(Az1 + (1 — Nz2) < max(f(z1), f(z2))
19
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e Pseudokonvexni:
Vai,x0 € M : Vf(x1)T (22 —21) >0 = f(x2) > f(11)

Theorem: Hierarchie

1. Konvexni = explicitné kvazikonvexni = kvazikonvexni.

2. Konvexni = pseudokonvexni = kvazikonvexni.

Proof:
L fAzr 4+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1 = A) f(22) < max(f(z1, f(z2))
2. Spor a MVT.

Theorem: Charakterizace sublevelem

f je kvazikonvexni <= Va € R: L, = {z| f(z) < a} je konvexni.

Theorem: Charakterizace gradientem
Diferenciovatelnd f je kvazikonvexni <= V1,15 : f(z1) > f(z2) = Vf(x1)T (22 — 1)
Proof:

—> Definice gradientu.
<= Spor a MVT.

Theorem: Globdlni optima
f explicitné kvazikonvexni = lokdlni optima jsou globalni optima
Proof:
e Prospor Jyax=Az*+ (1 -y
e Pak pro malé X plati f(z) < max(f(z*), f(y)) .
Theorem: MnoZina optim

[ kvazikonvexni == mnozina optim je L, konvexni.

3.3 Nutné a postacujici podminky optimality pro volné a vazané
extrémy uloh nelinearniho programovani.
Theorem: Podminky optimality
1. z* lokdlni minimum:

— f€Clna B(z*,¢) = Vf(x*)=0
— f€C?na B(z*,¢) = V2f(2*) =0

2. f€C?na B(z*¢),pak Vf(z*) =0 A V2f(2*) =0 = z* ostré lokdln{ minimum.

Theorem: Ezxplicitné kvazikonvexni podminka optimality

f(z) diferenciovatelnd, explicitné kvazikonvexnf,
pak x € M optimum pokud Vy € M\{x}: Vf(x)T(y—x)>0.

Theorem: Pseudokonvexni podminka optimality

f pseudokonvexni a Vf(x) =0 = 2 optimum.
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Theorem: Pseudokonvexni podminka optimality
f diferenciovatelna a pseudokonvexni,
pak x € M je optimum <= > Vye M : Vf(z)T(y—z)>0.
Lemma: Gordanova

Az < 0 fesitelnd < ATy =0, y = 0 nefesiteln4.

Lemma: Fritz John
x lokdln{ minimum == #d: Vf(x)Td<0 A Vie I(z): Vg(x)Td<0
Proof:
e 3d = 0>Vf(x)Td=1lim, o+ W = f(z+ ad) > f(z) pro malé « .
e To samé pro omezeni = spor s optimalitou.
Theorem: Fritz John
x lokdln{ optimum = Ju, A = 0:

L uVf(@)+Mg(z)=0
2. Mg(x)=0

Proof:

e Lemma a Gordanova véta.

Definition: KKT podminky
dA>0:
1. Vf(x) + ATg(z) =0
2. Mg(z)=0
Theorem: KKT LNZ

e x lokalni optimum
b {gi(x)}iel(x) LNZ

Pak plati KKT.

Theorem: KKT Slater

e x lokalni optimum

o [,{9i(7)}icr(x) konvexni
e 1 Slater point

Pak plati KKT.
Proof:
e 7 konvexity Vg;(x)(z® — z) < g;i(2°) — g(z) < 0 a obdobné pro f .
e Pro d = 2° — x z Gordanovy véty Vg(z)TA =0, (\, 1) = 0 a z Fritze-Johna pu # 0 .
Theorem: Postacujici KKT
e z € M splnuje KKT

e f pseudokonvexni
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e {9i(2)}icr(x) kvazikonvexni
Pak z je optimum.

Proof:

eycM = Vjel(z): gi(y) <0=gj(x) = Vg;(z)T(y—z) <0 z kvazikonvexity.

e Aplikujeme pseudokonvexitu na

V@) (y —2) = ~ATVg(@)T(y — @) = ~ e 10 M Va5 (@) (y — ) 2 0.

3.4 Kvadratické programovani.

Problem: Kwadratické programovadani

minz”Qx + ¢Tx . x € M pro M konvexni polyedr.

Theorem: TézZkost
maxz’Qz : x € M je NP-tézka.
Proof: Vyjadiime set partition:

max ||z|]? : oTz =0, x € [-1,1].

3.5 Semidefinitni programovani.

Problem: Semidefinitni programovdni
e P: f*:=minclz: Ag+ > 2;4; X0, A; symetrické
e D: d* :=maxtr(4pZ): Z=0,Vie[n]: ¢;+tr(4;Z2)=0
— L(2,2) =Tz +tr ((AO +3 xiAi)Z) = t1(A0Z) + X(c; + tr(A; Z))z;
tr(ApZ) Vie[n]: ¢+tr(4;2)=0

—0o0

— L(Z) =infyepn L(z, Z) = {

Example: Semidefinitni programy

o LP:

e Kuzelové QP:

e Vlastni cisla
Amax =minz: Iz>= A.

e Max-cut APX
Theorem: Slabd dualita
Zr0 = d*=LZ)< f*
Proof:
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e Pouzijeme A,B =0 = trAB >0. Protoze A= LLT a L' BL = 0, mame tr(AB) = tr(LT BL) > 0

e Pak 70 = VezeM: tr((Ao—i—inAi)Z) <0 = L(z,Z) < f(x) a proto
L(Z) =infyern Lz, Z) < infpep Lz, Z) < infpepr fx) = f* .

Corollary:

Z konvexity muzeme pouzit Slatera 3z € R™ : Ay + > a;4; <0 .

3.6 Dualita v nelinearnim programovani.

Definition: Dudlnt iloha

e P: f*=min f(z): g(z) <0, h(z) =0, x € D #(
o L, A\ ) = () + XTg(x) + 1 h(z)

o L(\u)=infep L(x, A\, 1)

e D:maxL(A\pu): A>0, peR"

Theorem: Slaba dualita

Proof:
e VA>O0VueR"Vre M :
L(z, A\, p) = f(z) + AT g(z) + p"h(z) < f(=)
e Proto
L(z,u) =infyep Lz, A\, p) <infpepr Lz, A, p) < f*

e Tedy VA>0VueR™: L\ pu) < f*

Theorem: Silnd dualita

e f,{gj};es konvexni
e {hi}ics linedrni
e D konvexni
e 1 Slater point

d* = f*

Proof:
e BUNO f* € R, h(z) = Az = 0 a A m& LNZ fadky.
e Mnoziny
A={(u,v,w)| Ve e D: u>g(zx), v>hx), w> f(z)}
B ={(0,0,s)] s < f*}
jsou konvexni a AN B = {(0,0, f*)} .

e Oddélime s \Tu + puTv +vw = a pro (A, 1, v) # 0 :

V(u,v,w) € A: Mu+ pTv+vw >«
Y(u,v,w) € B: Mu+pTv+rvw<a.
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e Pokud A <0, pak (g(x®) + v, h(z®), f(z*)) € A pro v > 0 neomezend, spor s > « . Obdobné v >0 .
e Pro (0,0, f*) € B plati vw = vf* < « a dosazenim

V(u,v,w) € A: vw>a>vf*,
tedy Vo € D : A\Tg(z) + pTh(z) + vf(z) > vf*.

Lu>0 = VeeD: f*<2g@)+ L + f(z)=Lv,2, %) ad* > L(2, &) > f*.

2.v=0 = VexeD: Nga)+puTh(z) >0 = Ng(r*)>0 = A=0Apu#0 = Vrc
D: pTh(z) > 0. Z linearity a u"h(z*) = 0 mame h(z) =0, ale 0 = " h(x) = p* (Az — b) je ve sporu
s linearitou.

Theorem: Analyjza citlivosti

Silnd dualita = f*(u,v) > £*(0,0) — A\)Tu — (u*)Tv,
kde f(u,v) =min f(x): g(x) <wu, h(z)=v, x € D .

Proof:

o f*=f"(0,0)= L\, p*) =d* =infeep f(z) + (N)"g(x) + (") h(z)

© Myo ©D = Yz € Myy: < fl)+(A) g2) + (u*) v

e Ale pak Vo € My, : < f(x) + AT + () Tv a £%(0,0) < f*(u,v) + (V) Tu+ (p*)Tv
Corollary:

Sllna dualita a f*(u,v) dlferenmovatelna
pak g0 f*(u,v) = —(A); a o= f*(u,0) = —(=p*); -
Example: Efektivni dloha bez duality
min2TQx + ¢Tx: ||z|| <1

e NP-tézké pro ||z||2 <1, jinak lehké.

3.7 Metody reSeni uloh na volny a vazany extrém, vcetné penal-
izacnich a bariérovych metod.

NEPODMINENA OPTIMALIZACE

Definition: Globdlni konvergence
Optimaliza¢ni metoda je globalné konvegrentni pokud

va® € R™ ¢ liminfr_oo ||V f(zi)|| =0 .

SPADOVE SMERY
Algorithm: Spddové sméry
{dove SmE T 9, — — 4V I(zk)
1. Vybereme spddovy smér dj aby dj, V f(x) < 0 nebo cosy, = T oo > 0

2. Vybereme oy minimalizaci jednorozmérné ®(a) := f(zy + ady) nebo aby f(zr + ardy) < f(xg) .

Algorithm: Nejvétsi spdd
di, = =V f(zy)

Observation: Nejvétsi spad

1. Globalné konvergentni
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2. Pomalé

Algorithm: Newtonova metoda

e 7 Taylorova rozvoje
Flan +d) = mi(d) = flar) +dTV f () + 3dTV2 f()d

e Pro V2f(x}) = 0 hleddme d pro a = 1 jako argminmy(d) . PoloZzenim derivace rovné nule

dy = —(V2f(xx)) " V() .

Observation: Newtonova metoda
1. Potfebujeme Hessian
2. Neni globalné konvergentni

3. Konverguje kvadraticky

Algorithm: Kwazinewtinovské metody

By, =~ V2 f(xy)

TRUST REGION

Algorithm: Trust region

e Aproximujeme f . Udrzujeme polomér Ay , ve kterém aproximaci véiime.

e Minimalizujeme aproximaci
argminmg(zg +d) : ||d|] < Ay .

Volime d := — B, 'V f(xx) pokud ||d|| < A, . (A)

— flen)—flzrtde)

e Pomeér redlné a modelované redukce py, : T (0) = ()

a) pr =1 = dobra shoda, zvétsujeme.
b
c

d

; /P)k ~ (0 = $patnd shoda, zmensujeme.
) pr <0 = f rostouci, zamitdme.

) Jinak nechdvéme

0. A>0, Ag € (0,A), pef0,1)

1. Vk>0:

2 Pokud py < i , pak Api1 = iAk

3. Jinak pokud py, > 2 a [|d|| = Ak , pak App1 = min2(Ag, A)
4 Jinak Apy1 = Ay

5. Pokud pr > p, pak xr41 = ) + di

6

. Jinak xp =y, .
KONJUGOVANE GRADIENTY
Algorithm: Konjugované gradienty

e Pro A >~ 0 fesfme Az = b , tedy min ||Az — b||3 .
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PODMINENA OPTIMALIZACE
AKTIVNI PODMINKY
Algorithm: Aktivni podminky

e Podobné simplexové metodeé.

e Pro K := {j € [m]| gi(z) = 0} fesime pomocnou tulohu

min f(x): h(z) =0, gx(z) =0.

Nové aktivni podminky pfidame do K .

Lokalni optimum x* splnuje KKT podminky

Vf(@*) + " Vh(z*) + AN Vg (a*) =0 .

Pokud A; > 0, pfiddme j do K , v opacném piipadé odstranime.

PENALIZACNI METODA
Algorithm: Penalizaéni metoda
e Resfme min f(z) : € M pro f spojitou a M # () uzavienou.

=0 zeM

S0 wgM a ¢ > 0 preformulujeme na min g(x) pro g(z) := f(z) +

e Pro penaliza¢ni funkci p(z) {
ep(x) .
e Muzeme c zvétSovat jako ¢ — oo .
Example: Penalizaéni funkce
e g(z) <0 — p(z):= max(0,g;(x))?
o h(z) =0 — p(a) =3 h;(x)?

Theorem: Penalizac¢ni metoda
Pokud optimum z* konverguji k z* , pak z* je optimum piivodni tlohy.

Proof:

e Prox*¢ M = 3Ik*VEk>k*: zp ¢ M, proto g(zg) — oo !

e Jinak d' € M : f(2') < f(z*) aVk € N: f(a') = g(2’) < g(z*) = f(z*) . Pro dost velké k pak

g9(a") < g(zp) !

BARIEROVE METODA
Algorithm: Bariérovd metoda

e Resfme min f(z): = € M pro f spojitou a M # ) souvislou a uzavrenou.

e Pro bariérovou funkci b(x) spliwujici b(z) — oo pro © — IM a ¢ > 0 pieformulujeme na min g(z) pro
g(a) = f(x) + -b(x) .
e Opét ¢, = 00 .

Example: Bariérové funkce
o g(z) <0 — b(z):=->" ﬁ nebo — ) log(—g;(z)) u interior point.
e X -0 — —logdetX
Theorem: Bariérovd metoda
Pokud optimum z* konverguji k z* , pak z* je optimum piivodni tlohy.

Proof: Jinak 32/ € M : f(2') < f(z*)a3z” € [M: f(z") < f(z*) . Pro dost velké k pak g(z") < g(z*) a
pro dost velké k také g(z”) < g(xy) -
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3.8 Jednorozmeérna optimalizace.

Problem: Line search

min f(z) pro f : R — R spojitou, ptipadné diferenciovatelnou.

Definition: Armijo-Golstein podminky
Predpokldddme f'(0) <0

1. Armijo: f(x)— f(0) < e f(0)x
2. Goldstein: AC a f(x) — f(0) > e2f'(0)x pro ez < €1

Algorithm: Armijiav test

1. pe€{2,10}, >0
2. Dokud plati podminka: z := Sx

x

3. Pokud podminka neplati: = :=

|

Definition: Wolfeho podminky
Piedpokldddame f/(0) < 0

1. Slaby Wolfe: AC a f'(x) > e2f'(0)
2. Silny Wolfe: AC a |f'(z)| > e2|f'(0)|

Algorithm: Newtonova metoda

e Iterativné hleddme koten f jako zp41 = af — ;,((”;’:)) . Pro minimalizaci chceme kofen derivace, tedy

xk+1 =T — ff”((-';l;)) .

e FEkvivalentné iterativné minimalizujeme aproximace druhého #ddu. Chceme

g(xr) = flen), o' (en) = ['(xx), 9" (2x) = ["(2r) -

Volime

g(x) = flag) + f'(zp) (@ — zp) + 57 () (x — z1)?
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Chapter 4

Vicekriterialni a celociselné
programovani

4.1 Ruzné pristupy k resSeni tuloh s vice kritérii.

TYP I: BEZ DODATECNE INFORMACE
GLOBALNI CILOVA FUNKCE

Definition: Globdlni cilovd funkce Za predpokladu F; := mingeps fi(2) > 0 Fesime

min || (L= LR e M

e p =1 Zachovéava linearitu a konvexitu.
e p = 2 Zachovava konvexitu.

e p = oo Maximum schovdme do podminek. Zachovava linearitu a konvexitu.
Theorem: Globdlni cilovd funkce
Pro z* optimum tlohy plati z* € £ pokud:

1.1<p<oo

2. p = oo a FeSeni je jednoznacné

Proof: Jinak 3z € M : f(z) S f(z*) a Vi€ [s]: L@=F < )= 5 4ohoii jedna ostra.

7 7
fi@)=F\P _ (fi@)-FA\P
L. Pak >0 7 < 7, je spor.
2. Pak max;c[q] f"(ﬁ;fﬂ < maxie[q] % je ve sporu s jednoznac¢nosti.

BENSONOVA METODA

Definition: Bensonova metoda
maxely: 0<y < f(2°) — f(z), x € M pro2® € M .

e Zachovavé linearitu a konvexitu.
o Testujeme eficientnost z° a hled4 jiné eficientni fegeni.

e Vizdy pifpustné pro (2°,0) .
Theorem: Bensonova metoda

1. 2% € £ <= optiméln{ hodnota je O .
2. (z*,y*) optimum = z* €&
3. Uloha neomezens na M konvexni —>
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a) EV =1
b) f(M) uzaviend = £ =)
Proof:
1. = Jinak 3(z,y): Ty >0, tedy y= f(2°) — f(z) 2 0a f(2°) = f(z) .
< Jinak 3z € M : f(z) S f(2°) a pro y := f(2°) — f(z) médme ey >0 .
2. Jinak 3z € M : f(x) S f(x*) aproy = f(2°) — f(z) = f(2°) — f(z*) = y* > 0 mame eTy > Ty .
3.a) — Jinak 32* optimum max,enr AT f(x) : @ € M pro A > 0 a z neomezenosti
Va>03r,y: 0<y=f(2") - f(z), ve€ M, eTy>a.

A (f (@)= f(z*) dostaneme

Amin

— Pro Apin = min A\; > 0 mame A7y > A\pine”y > Amine . Dosazenim o :=

AT(f(2%) = f(2)) > AT(f(2%) = f(z7)) , tedy AT f(z) < AT f(a¥) .

TYP II: INFORMACE PREDEM
VAZENY SOUCET (SKALARIZACE)
¢ -OMEZENI
Definition: ¢ -omezeni

e Dostaneme €y, ..., €, maxima.

o Mame My :={z e M|Vi#k: fi(z)<e}

Py, : min fi(z) : € My .

Theorem: ¢ -omezent

1. z* jednoznacéné optimum — z* €& .

2. Prox*eM: z*e€f <= deVk: x* optimum Py
Proof:

1. Jinak 3z e M : f(z) S f(z*) ax e M .

2. = Jinak 3z € My : fi(x) < fi(a*) , tedy x € M . Pro e := f(z*) méme f;(x) <e; = fi(z*) , tedy
f@) s flz7) .
< Jinak 3z e M : f(z) < f(z*), tedy Ik : fe(z) < fu(z*) axz e M .

LEXIKOGRAFICKA METODA
Algorithm: Lexikografickd metoda
Hleddme lexmingc s f(2) postupnym fesenim pro k € [s] :

1. k=0, My =M

2. Pokud z* optimum min,e s, f(x) je jednozna¢né, konec.

3. Jinak opakujeme s:

4. k=k+1

5. Mp={xe M|Vi<k: fi(z)< fi(z")}
Theorem: Lexikografickd metoda

Optimum je eficientni.

Proof:

e Jinak dx € M : f(x) S f(z*) a f(z) < f(z*) lexikograficky.



4.1. RUZNE PRISTUPY K RESENI ULOH S VICE KRITERII.

TYP III: INFORMACE V PRUBEHU.
STEM
Algorithm: STEM
1. Vie[s]:
2. F;:=mingepy fi(z) (predpokldddme F; > 0)
' = argmin, ey fi(x)

3
4. FP¥=maxje(y fi(2?)
)
6

FLrﬂdX —F,

Ai = Fqo

. Najdeme optimum (z*,y*)

7. Uzivatel vrati:

8. I C[s] pro fi(z*) vyhovujici

9. JCls], kde se fi(z*) muze zhorsit o Af;
10. Opakujeme s tlohou miny : x € M s:

1. Vi¢I: N(filz)—F) <y

12. Vie I\J: fi(z) < fi(z*)

13. ViedJ: fi(x) < filz*)+ Af;

ALGORITMY DIALOGU
Algorithm: Algoritmus dialogu

1. Uzivatel zada A\°, A1 > 0

2. Resfme min(A\°)7Cz: z € M

3. Resfme min(A\® +t(\' = \°))TCz: « € M pro t € [0,1]
4.  Postupné prochazime obory stability pro nova optima

5. Uzivatel muze zménit koncovy smér

TYP IV: INFORMACE PO SKONCENI.
VNITRNI A VNEJST APROXIMACE
Definition: Vnitini a vnéjsi aproximace

e Al vnitini aproximace Vy € f(£) 3z € Al : y S 2
e AY vnéjsi aproximace Vy € f(£) 32 € A°: 25y

Observation: Vnitini a vnéjsi aproximace

F(E) C AY+ RS NAT + RS

Example: Odhady
e Jedobodovy odhad: F jako A°

¢ Konvexni odhad: pro konvexni tilohy

— Pro A’ vezmeme konvexni obal bodii z £
— Pro A9 vezmeme teéné nadroviny k bodim z £

e Intervalova obalka: pomoci BB obalime boxy.

31
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NORMAL BOUNDARY INTERSECTION
Definition: CHIM
CHIM := conv{f(z'),..., f(z?)} pro f(z?) := argmin f;(z): x € M .
Algorithm: Normal boundary intersection
1. Vybereme (?7*7") bodi z CHIM rozdélenim [0, 1] na p é4st.
f(w2)f(a:1)>
F@)—fa") )
3. Najdeme primér na hranici x; := argmaxa : f(2') + ad = f(z), v € M .

2. Spocteme normalu jako v € Ker(

4. Nemusime dostat eficientni feSeni, Ize pouzit Bensonovu metodu.

4.2 Funkcional prifazeny k dané iiloze vektorového programovani.
Problem: Skalarizace
min A\ f(z): z € M
Theorem: Eficientni resent
Uszo Mort(A) € €
Proof:

e Jinak pro A = 0 a 2* € Mopr a 2* ¢ £ mame 3z : f(x) S f(z*) a AT f(z) < M f(z¥) .

Theorem: Vlastni eficientni reSeni
Uszo Morr(A) C €Y

Proof:

e Jinak pro A = 0 mame z* € Mopr a z* ¢ £V .

e Pro § := (s — 1)maxi,ji—; musi 3z € M Ji € [s] : filz) < fi(z*) aVk #i: fi(x*) — fi(z) >

B(fe(x) = fu(™)) .
o Pak Vk # i :
fi(a®) = filx) > (s = D3E(f(x) = fu(z™))

a proto

Dpps Nilfi(@7) = fi@)) > (5 = 1) Dpops A (@) = fi(2™))
Ailfi(a™) = fi@)) > gy A (fi() = fio(27))
M f(x*) > AT f(z) .

Observation: Inkluze

e Konvexni:

Unzo Mopr(A) = €Y C € € Uz Mopr()) -
¢ Ryze Konvexni:

Uszo Mort(A) = €Y C € = Uys Morr(A) -
e Linearni:

Uszo Mopr(\) =€V =€ CU,5 -
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4.3 Pareto-optimalni reseni.
Problem: Vicekriteridlni problém

min f(z): © € M pro M C R™ a min pro vSechny slozky.

Definition: Eficientni reSeni

e E={zeM|IyeM: fy) s f(x))
e &V ={rx e M| 3IB>0Viecls|]VyeM: fi(y < filx) = 3kecls]: frly) > fulz)a
fil@) = fily) < B(fe(y) — fr(2))

Observation: Eficientni eSeni

Lyef(l) <= Ri(ynf(M)=1{y}
2. f(€) Cof(M)

Theorem: Charakterizace eficientnich teseni
pEE = Vil file) =minfiy): ye M, Vh#i: fily) < fula)
Proof:

= Jinak i€ [s] Iy e M : fi(y) < fulx) N fi(y) < fi(x) , spor.
A

<~ Jinak Jy e M : fir(y) < fi(x) fily) < fi(x) je ve sporu s optimalitou tlohy i .

4.4 Ulohy linearni a nelinearni vektorové optimalizace.

Konvexni vicekriterialni programy

Problem: Konvexni vektorovy program
min f(z): x € M pro f, M konvexni.
Theorem: Konvexni eficientni reseni
£C U)\ZO Mopr (M)
Proof:

e Méjmez* €&, y*=f(z*)aK={yeR*|JreM: y> f(x)}.
KNR:(y*) ={y*}

D Trivialni
C Jinak 3y* #y € KNR, (y*) = FxeM: flzr)<ySy*jesporsz*ef.

Oddélime

a) Vye K: My > Ty~

b) Vy € Ry (y*) : My < ATy* .
e Zb) A>0ay* —e; €R*(y*) . Dosadime AT (y* —e;) < AXTy*a X >0.
Za)Vye K: My>\Ty* tedy Vo € M : N f(x) > M\ f(a*) .

Observation: Konvexni eficientni reSeni
A>0a Mopr(A) = {z*} jednozna¢né optimum = z* €&

Proof: Jinak 3z € M : f(x) S f(z*) = M f(2)AT f(a*) je spor.

Corollary: Ryzi konverita
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f ryze konvexni = & =J,5, Moprt())
Theorem: Geoffrion
eV = U,\>o MOPT(/\)
Proof:

D Uz vime ze skalarizace.

; —2*€&V = 3IB>0VzeMViecls]: fi(z)< fi(z*)
— Pak Jk € [s] : fi(x) > fi(z*) A fi(x*) — fi(z) < B(fe(z) — fru(x*)) . Neboli fi(x*) + Bfi(z*) <
fi(z) + Bfe(z*) .
— Pro fixni i méjme Fj(z) := (f’(z)f?f)fj(x) ; f;) konvexni funkeci.

— fxr € M : Fi(x) < F'(z*) jinak spor s prvnim bodem.
—yi=Fi(z*)a K'={y| 3z € M : F'(z) <y} konvexni.
— [K'n [R® =0 jinak 3z € M : Fi(z) <y <y’ pro y v pruniku.
— Oddélime

a) Yy e K s (X)Ty > (X)Ty"

b) By R (y') : (\)Ty < (A)Ty*
— Znormujeme na ef AP =1a X' >0z b).
Za)Vee M: \)TFi(z) > (\)TF(z*) tj

Zje[s] )\ijz(x) + Zj;éi A;ﬁfj(m) > Zje[s] )\;fl(x) + Zj;ﬁi )\;ﬁf](w*) )
Zj;ﬁi Azﬂfj(x) > Zj;ﬁi Azﬂfj(x*) .

Pies vSechna ¢
Zie[s] fz(x) + Zj;éi A;—ﬁfj(x) 2 Zie[s] fi(x*) + Ej;éi AiBfi(a”)
e (@) + S NBF() = T (14 5 A fi(@) =Ygy (L4 X500 BN i)
—Pro0 <A =143, BN dostaneme Yo € M :
W) fl@) = (W) f(a)
Theorem: Postacujici KKT podminky
eV = I\v>0:

1L ATVf(x*) +vTVg(z*) =0

2. vTg(z*) =0
Proof:

e v* &V = fesi min\Tf(z): g(z) <OproA>0.

Theorem: Postacujici KKT podminky
z* € M a spliuje KKT podminky:
1.A20,v>0
2. MV f(z*)+vTVg(z*) =0
3. vlg(x*) =0
Pak z* € £V .
Proof:

e Podle KKT podminek z* fesfi min AT f(z) : g(x) <0.
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Linearni vicekriterialni programovani
Problem: Linedrni vektorovy program

minCx: Ar=0b, >0.

Theorem: Vlastnosti eficientnich reSent
Prox® € M a (*): maxeTy: x € M, Cx+y=Cx2°, y>0:

1. 2° € & <= dloha m4 optimum (z°,0) .
2. (z*,y*) optimum tdlohy — 2* € &£ .
3. £ =0 <= tloha neomezend.
Proof:

1. = Jinak z a y Z 0 pifpustné v (*) a Cz < Ca? .

<= Jinak pro Cz S C2° méme y := C2® —Cz Z 0aely>0.
2. Jinak pro Cz S Cz* < C2® madme y = C2® — Cx Z C2° — Ca* = y* | tedy Ty > Ty .
3. = Omezena ma optimum, které je eficientni.

— % Jinak ! € £ a z Isermanna IN>0Vz € M : ATCz! < \TCz .

% 7 neomezenosti Ja € R I,y : v € M, Cx+y = Ca% €Ty > a . Pro Apin := min\; > 0
mame spor
M(C2° — Cz) = ATy > A
MNCx < ATCz° — Apinc

Theorem: Isermann

UA;S Mopt(A) =&

Proof:
C Z KKT podminek.
D — Proz% € £ méme

0=maxely: 2e M, y=Ca2° - Cz >0
— Plati b"u* + (C2°)Tv* = 0 pro optimum dudlu
minbTu + (C2%)Tv: ATu+CTv >0, v>e.

Pro v :=v* je u* optimum
minbTu: ATu> -CTv .
— Duaél
—min(v*)TCx: Az =b, >0
mé optimum 2 , protoze

(—CT’()*)Til'O — —(.’L’O)TCT’U* — bT’LL* .

Observation: Hleddni reSent

1. Pokud &€ # 0 , tak najdeme eficientni feseni z (*).
2. Aby skalarizace s A > 0 byla omezend, dual ATy < CT\, X\ > e musi mit feseni.

Theorem: Geometrie optim
£ je sjednoceni navazujicich stén M .
Proof:

e Mopr(A) je sténa M .

e Spojité posouvani A chodi mezi kuzely urcujici obory stability pro ruzné béze.
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4.5 Metody pro ziskani Pareto-optimalnich fesSeni.

4.6 Ulohy linearniho programovani s podminkami celociselnosti,
resp. s binarnimi proménnymi.
Problem: IP
e MILP maxclz: Ar <b, Ab,ceQ, CCn,VieC: v, €Z
o IP C = [n]
e bIP [ <z <u
e BP z € {0,1}"

Observation: MILP

Omezeny IP - BP0<z<u =— x;= ,Eli%uw 28 ((x:)2)k
UM / TUM
Theorem: M7
My :=conv M NZ" je konvexni polyedr.
Proof:

ezeM = z=>) av+Y Bh;
Q:={> a; +> Bjhjl a; >0, eTa=1, ; €[0,1]}
C={3Bjh;| B; = 0}
e M =Q+ C , chceme ukazat M; = Q; + C

C Médmexz € MNZ" = z—Y |Bjlhj = aui+> {Bi}th; € QNZ" . Proto xz € (Q; +C) a
M =conv(MNZ") C(Q;+C) .
DQ+CCM+C=M+C; C(M+C)p =M.

Definition: UM / TUM

e A 7™ je UM pokud Vmam subdeterminant je v {—1,0,1} .
o AcZ™™ je TUM pokud V subdeterminant je v {—1,0,1} .

Theorem: Hoffman / Kruskal

1. P:={a| Ax =0, © >0} pro A € Z™*™ tddu m je celoc¢iselny Vb € Z™ <= A je UM.
2. P:={z| Az <b, © >0} pro A € Z™*™ je celociselny Vb € Z™ <= A je TUM.

Proof:

1. = M¢jme x = y—f—A];lei > 0 pro B ptipustnou, y € Z" dost velky a b:= Agx = Agy+e; € Z™ . Pak
x doplnény nulama je vrchol, proto Ag'e; =2 —y € Z" . Tedy Az' € Z A det(Ap)det(Az") =
1 = det(AB) =1.
det(A;)

<= Pro z vrchol s bdzi B mame Agrp = b a x € Z" z Cramerova pravidla z; = dot(4)

2. Pouzijeme 1. na {z| Az + Iz’ =b, z,2’ > 0} , kterd je UM.

Theorem: UM / TUM

1. Neorientovana Ig je TUM <= G je bipartitni.
2. Orientovana Ig je TUM
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Proof:

1. = BUNO bez izolovanych vrcholi. Polyedr dany ATz = e, 2 > 0 je neprdzdny (%e) a omezeny (suma
iadki a’x = |V| pro a > 0) . Celoéiselny vrchol je feseni dévajici partity podle x; =0 .
<= Indukci podle velikosti podmatice.

a) Dvé jednicky v kazdém sloupci dajf stejné soucty radku podle partit a det =0 .
b) Pokud mame nékde jednu jednicku, pak Laplaceuv rozvoj a IP.
Theorem: Cook
IP je silné NP-tézké.
Proof:

1. Tézkost redukel SAT. (zV-y) w2z +(1—y)>1.
2. Pro ¢ slozitost zapisu fddku (A|b) . Pokud M NZ" # 0 , pak 3z* € Z" vrchol M se slozitost{ O(¢n?) .

METODY
Algorithm: l-metoda
e Tabulka: [ 70]
A b
e Inicializace: Pokud neplati Ry, ..., R, = 0, piiddme eT2 < L a provedeme na ném pivot.
e Iterace:
— Pro
k = argmin{R; o| Rio <0}, R := arglexmin{%mkd <0}

pivot

/o 1 /o p. By
R = —Rk,lRl’ R; = R; R R; .

~ R =0 A Ry <0 A Rrog<0 A Ry=Ry— 720 = Rj=Ro7=2R < Ro .
e Terminace:

1. Rpo<0 A Rk,ﬁ >0 — nefesitelné.
2. Ry > 0 = optimum.
3. Neomezenost s L = neomezena.

Algorithm: Prvni Gomoryho

1. Vyftesime relaxaci

2. Pokud feseni neni celociselné, pridame fez a opakujeme.
ARk en, = { Rk}

Theorem: Prvni Gomoryho

1. € H™
2. MNZ*C HT

Proof:

Algorithm: Druhy Gomoryho

1. Vyftesime relaxaci

2. Pokud feSeni neni celo¢iselné, pridame fez a opakujeme.
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{Ry.;} N; € C, {Rio} > {Rrj}
N = (R R e ey Fd 7 VRO "
Zij]vj { k,O} Pro 7v; Ry N; ¢ C, Ry >0
e (Reg) NG Riy <0

Theorem: Druhy Gomoryho
1. Proy<z+b, 2,y>0, 2R, yeZjey< ﬁﬁx—i— |b] pfipustna.

2. x* e H™
3. Mo CHT

Algorithm: Branch and Bound

1. Vyfesime relaxaci

2 Nemdame optimum = neexistuje.
3.  Optimum x € M¢ = konec.
4

. Jinak zvolime k € C, x, ¢ M¢ a rekurzime na:

My = {x e M|z, < |20}
My :={x € M|z > |29] + 1}

Observation: Branch and Bound

1. Vybér proménné: k := argmax;. ,.gz min(d; dh)

a) dy ={a}}, df =1 {a}}

b) di =df =|cil

¢) di ={aj}eil, dif = (1 —{a7})]ei
2. Rezy: Piidivdme fadek do tabulky:

= My dd 3 Ry jon; > {Rio}

- M2 da ZRk,ijj S {Rk,O} -1

4.7 Nelinearni optimalizac¢ni problémy s podminkami celoc¢iselnosti.

BENDERSOVA DEKOMPOZICE

Problem: Bendersova dekompozice
maxc ez +d'y: Az +By<b, >0, ycY #0.

e Oznacime
— P(y) : max{cTz| Az <b— By, = > 0}
— D(y) : min{(b — By)Tu| ATu>c, u>0}
— U = {u| ATu > ¢, u >0} # 0 jinak M neomezend nebo prazdna. Generatory vy, ..., vy, hi,...,hg

. Piedpoklddame (b — By)Th; > 0, jinak D(y) neomezend a P(y) nepifpustna.

e Piepiseme

maxyey {d"y + P(y)}
maxyey {d"y + D(y)}
max(d”y + min;epv (b — By)Tv;) : y €Y, Vje[H]: (b—By)Th; >0
maxz: y€Y, Vie [V]: 2<dly+ (b— By)Tv;, Vje[H]: (b—By)Th; >0
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e Resime *P; ;
maxz: Viel: z2<dy+ (b— By)Tv;, VjeJ: (b—By)Th; >0

Algorithm: Bendersova dekompozice
1. Vyi"eé PI)J .

— Optimum (y*, z*) .
— Neomezend (y*, z*) vrchol s neomezenou hranou
— Nepfipustnd = konec.

2. Vytes D(y*) .
— Neomezend s h* v v* | pridej do I, J a od zacatku.
— Optimum v* .

a) Pokud z* < dTy* + (b— By*)Tv* ,pak Vi € [V]: z* <dTy* + (b— By*)Tv; = 2z* hodnota
optima y* , * dopocitame.
b) Jinak pfidej do I .

LAGRANGEOVA DEKOMPOZICE

Problem: Lagrangeova relaxace

e Pmaxclz: Az <b, Dz <d, 0<ze€Z"
o Py,maxclz+uT(b—Az): z€Q

e LRminP,: u>0

Q:={xe€Z" Dx<d, x>0}.

Theorem: Lagrangeova relaxace

1. Vu>0: P<P,
2. (LR) = max{cTz| Az <b, x € convQ}
3. PXLR<R
4. @Q polyedr = LR=R
Proof:
1. Pifpustnd feseni v P jsou pifpustnd v P, a ¢’z < ¢’z +uT(b— Az) .

2. BUNO Q = conv{vy,...,voy} . Pak

minu > 0P, = min,>o max;cq v+ uT(b— Av;)) =minz: u>0, Vi € [q]: 2> cTv; +ul (b— Av;)
=max ) (e v)yi s €Ty =1,y >0, 30— Avi)y; >0
Definition: Subgradient
Subgradient v u* pro f: R™ — R konvexn{ je d € R"
spliujici Vu € R™ : f(u) > f(u*) +d¥ (u —u*) .
Theorem: Subgradient
x* optimum P(u*) = f(u) méd v u* subgradient b — Ax* .
Proof:

e Pro u > 0 chceme

max,»e[q](b — Av)Tu+ cTv; > (b — Ax*)Tu* + o + (b — Ax") T (u — u*) = (b — Ax*)Tu* + Tz
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Algorithm: Subgradient
1. Vyies P(u")

2. uFtl = max(u

3. k=k+1

¥ —ap(b— Axy),0) pro ap — o0 a Y ag — oo .



Chapter 5

Parametrické programovani a
intervalové metody

5.1 Parametricka skalarizace ve vicekriterialni optimalizaci a vz-
tah s eficientnimi rfesenimi, specialni vysledky pro konvexni a
linearni tlohy.

5.2 Intervalova soustava linearnich rovnic a nerovnic, rtzné typy
reSeni.
Definition: Intervalovd matice

o xA=[A Al ={AcR™"| A< A< A}
° AC::#, AA::¥
o Ay = A°— DAAD,

e b, :=b°+ Db?

o A% = {AcxA| A= AT}

Definition: MnoZina teSeni
Pro A, xb :
o X5 :={zeR" JAe€xA, Fbexb: Az <b}
e Y= :={zxeR" JAexA, Fbexb: Ax =b}
o X5 = {z cR"|VAc+A, Vbexb: Az <b}
o X5 :={r cR"|VAe A, Vbexb: Az =b}
Pro *A", xA>, *bv, xb7

o Y3 :={x e R"| VAY € xA” Wb" € xb” 347 € xA7 T e «b” : (A7 + AF)z = b7 + b7}

Theorem: Oettli-Prager a Gerlach

1. ¥= = {z € R*| |[A% — b°| < A®|z| + b2}
2. XS = {z € R"| A%z < A®|z| + b}

Corollary:
o xAxr =xb =~ xAx < xb AN xAx > *b
e Mnozina feSeni je konvexni polyedr v kazdém ortantu.

41
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Theorem: Rohn
Ss={reR'z=a" -z, Azt — Az~ <b, at, 2~ >0}
Theorem: Rohn

*xAx = xb, x > 0 silné Fesitelnd <= > Vs e {1}": Ascx=bs, >0

Theorem: Rohn
Sz = {z € R"| [A% — b < ((AF)2 — (AY)2)[x] + (b7)2 — (b7)2}

5.3 Vlastnosti intervalovych matic: regularita, vlastni ¢isla.

REGULARITA
Definition: Regularita

xA je reguldarni pokud VA € %A je reguldrni.

Theorem: Jansson
ProX #0:

1. %A regularni = X souvisld a kompaktni

2. *A neni regularni = kazdy komponenta souvislosti neomezend

Proof:

1. & = A~1b spojita funkce na kompaktu

2. — Pokud je kompoenta K omezend, mame A0 = b° s A° reguldrni a IA! singuldrni.
— Na usecce z A” do A' najdeme 0 < \* :=inf{\ € [0,1] : A()) singuldrni} .

x(A) je spojitd funkce A € [0, A*) , takze z(\) € K .

Najdeme posloupnost v [0, A*) — A* a podposloupnost aby z()\;) — z* € K . Pak

— Ze singularity A(\*) je mnoZina feSeni A(\*)z* = b° neomezend a v K !
Theorem: Postacujici podminka
Pokud A® = I,, a p(A%) , pak je *A regularni.
Proof:
e Pro A€ xA méme |A—1I,| = |A— Ax| < A , tedy p(A —I,) < p(A2) < 1.

Corollary: Beeck

p(|(A°)"1AR) <1 = #A regularni.

Theorem: Nutnd podminka
Ji€n]: (Aa|(A9)71])is >1 = xA nenf reguldrni.
Proof:

e Vezmeme x jako i -ty sloupec (A€) a pak *A(A°)~! = [I,, — AR[(A°)7Y, I, + A2|(A°)7] .
e Pak i -ty sloupec obsahuje nulu <= (Aa|(A°)7 ) >1.

Theorem: TézZkost

Test regularity *A je co-NP tézké i pro A° >0, A® =0, A° € Q™" a A® =eel .
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VLASTNI CISLA
Definition: Vliastni éisla

Ni(%A%) = {\;(A)] A € xA5}
Observation: Vliastni éisla

1. Kompaktni interval ze spojitosti vlastnich ¢isel.

2. Jeden nemuze byt ve vnitiku jiného.

Theorem: Viastni ¢isla
Ai(#A%) C [A(A°) = p(AR), Xi(A°) + p(AD)]
Proof:

e Podle Weylovy véty:
Pro B, C symetrické: )\L(B) + )\n(C) < )\Z(B + O) < /\Z(B) + )\1(0) .
e Pro A € xA mame

A(A) = A(A° + (A = A9) < A(A) + M(A - A9) < A (A%) + p(A — A4°) < A(A9) + p(|A — A°) <
Ai(A9) + p(AD) .

Theorem: Hertz

L X (*A%) = max,e 130 Ai(Ay )
2. A, (xA%) = minge 130 An(As.s)
Proof:
e Jinak JA € xA% : A\ (A) > maxgeqipn Ai(A_ss) , tedy Az = A\ (A)r prox #0a [|z|z =1.

e Pro s:= sgn(z) z Rayleigh-Ritz véty:

A1(A) = maxy, ||z)|,=1 2T Ax |

)\n(A) = minz: [|z||2=1 xTAx .
dostaneme spor

A1(14) = ITAI = Zi,je[n] xixin,j S Zi,je[n] Til (A—s,s)i,j = J:TA—S,SI S InaJXy: [y]l2=1 yTA—s,sy =
>\1(A—s,s) .

Theorem: TézZkost

Nasledujici testy jsou NP-tézké:

~ W e
> >l
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5.4 Deterministicka globalni optimalizace, horni a dolni odhady na
ucelovou funkci a optimalni hodnotu.

Problem: Globdlni optimalizace
f* :=min f(z) : pro h, g spojité:

e Vicel: hi(z)=0
e VjeJ: gi(x) <0

oxé*xo

Observation: TéZkost

e Resitelnost diofantickych rovnic p(z) = 0 je tézka.
e Resitelnost p(x)? — 3 sin(z;7)? = 0 je tézka.

e Proto minimalizace levé strany je tézka.

Algorithm: Branch and Bound

1. L:={x2%}, S=10

2. ¢ =00

3. While L # 0 :

4.  Vybereme *xx € L .

Kontrahujeme *x .

Pro x € *x pripustné aktualizujeme c* .
Pokud mauxaciA <e,pak S<—xzx.
Jinak L < —{*z;} < —xx .

. Vratime S

© ® N oo«

Observation: Kontrakce
e ZmenSujeme xx , aniz bychom odstranili glob4ln{ minima. MuZeme dostat *z = () .
e Piiddme f(z) < ¢* jako podminku.
1. Pokud xxz C M :

— Priddmé podminku Vf(z) =0 .
— Pokud V2 f(xz) neobsahuje PSD matici, vyhodfme *x .

2. Jinak pouzijeme KKT podminky a dostaneme ¢tvercovy systém 3A > 0, pu, x :

a) Vf(z)+M'Vg(z)+ pTVh(z) =0
b) Mg(z) =0
c)reM

3. Pouzijeme Newtoniiv nebo Krawczykiv kontraktor.

Observation: Déleni boxu

e Déleni boxu v ose k :

A

A
b) k := argmaxz? (vvf;f) (*a:))
¢) Lookahead

a) k:=argmaxx
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OBRAZ FUNKCE

Algorithm: Intervalovd aritmetika
e Priirozené intervalové rozsifeni nebo

e Pro polynomy pouzijeme Hornerovo schéma.

Algorithm: Test monoténnosti
e Spocteme obalku *f;(*x) a testujeme, jestli prekracuje nulu.
Algorithm: MVF
e ZMVT Va,z € +x 3z € xx: f(z) = f(a) + Vf(z)T(z — a) . Intervalové rozsiieni
f(xx) C f(a) + V= f(xa)T (xx —a) =3 fl (xx1, .o xap) (32 — a)
Pro a = 2° a V * f(xz) isotonni v inkluzi je MVT isotonni v inkluzi.

e Tésnéjsi obalku dostaneme po slozkach

f(@) = f({zi}icm—ry, an) + [, {@i}icpn—1), ) (@ — an)

f({xi}ie[nfﬂa {ai}ie[n]\[nfﬂ) + f;n71 ({xi}ie[nfﬂa Cn—1, an)(xn—l - an—l) + fa/:n ({xi}ie[nfl]a cn)(xn - an)

= f(@) + Xrepm fo. {@ite—1, crs {ait o)) (2 — ak)

proto

fGx) © fla) + Xpepn fo i1, cr, {ai} ) (ke — ak)

Algorithm: Slopes
e Protoze f(z) = f(a) + W(x —a) , definujeme
@t
Sy(w.a) = {f’(z‘)a r=a

e Intervalové rozsireni
flxx) C fla) + Sy(xx,a)(xx —a) .

e Muzeme aplikovat aritmetickd pravidla pro vypocet Sy (z,a)

OBALKY NELINEARNICH SYSTEMU

Algorithm: Intervalovd linearizace
e ZMVT Va,x € xx Ic € xx Vo € xx: f(x) = f(a) + Vf(2)T (x — a) . Intervalové rozsiteni Vo € x
f@) € fla) + Vf(x2)(z —a),
takze obalujeme linedrn{ intervalovou funkei. Pro z* € *z kofen 0 € f(2°) + Vf(xz)T (z* — a)

0€ f(a)+ Vf(x2) (2" —a)

Algorithm: Newtoniiv kontraktor
N(xz,2%) :=0{z e R"| JA € V f(xz) : A(z —2°) = —f(a")}
e Najdeme obdlku *y pro Vf(xz)y = —f(2°) a vrétime N(xz,2°) = 20 + xy .

Algorithm: Krawczykiv kontraktor
K(xz,2° C) == 20 — Cf(2°) + (I,, — OV f(xz)(xx — 2°))
e Casto C =~ Vf(z0)~ 1.
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OBALKY PODMINEK

Algorithm: Branch and Prune

Algorithm: Contraint propagation

HORNI ODHADY

e Bez rovnic: Libovolné feseni.

e S rovnicemi: Zafixujeme n — |I| proménnych napi podle nejmensiho gradientu. Na ¢tvercovy systém
h(z) = 0 aplikujeme intervalovou Newtonovou metodu.

DOLNI ODHADY
Algorithm: Konvexni underestimator pro bilinedrni funkce
e Pro y € *y, z € xz mdme yz > max{yz +yz — yz, Yz +yz — Yz}
e Muzeme pouzit pro zyz = zy’ .
Algorithm: Konvexni underestimator pro obecné funkce
e Pro f(z) € C? a parametry « definujeme g(z) := f(x) + (zr — 2)TDo(z — 7) .
e Hleddme a aby V2f(xx) + 2D, = 0 nebo jednoduseji 3 aby V2 f(xx) + 281, = 0 .
e Polozime 3 := —1), (V2 f(xz)) .
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