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Chapter 1

Úvod do složitosti a vyč́ıslitelnosti

1.1 Výpočetńı modely (Turingovy stroje, RAM)

TM

Definition: TM

M = (Q,Σ, δ, q0, F )

• Q konečná množina stav̊u

• Σ konečná abeceda

• δ : Q× Σ → Q× Σ× {R,N,L} ∪ ⊥ přechodová funkce ( ⊥ nedefinovaný)

• q0 ∈ Q počátečńı stav

• F ⊆ Q přij́ımaj́ıćı stavy

1. Počátečńı stav: Hlava na levém symbolu vstupńıho slova na pásce.

2. Krok: Podle δ změńıme stav, přeṕı̌seme znak a posuneme hlavu.

3. Konec: Konč́ıme když je přechod nedefinovaný, přij́ımáme pokud je stav v F .

Definition: Jazyky TM

• L(M) jazyk přij́ımavý M

• M(w) ↓ výpočet na w skonč́ı

• M(w) ↑ výpočet na w neskonč́ı

• L je TM částečně rozhodnutelný/rekurzivně spočetný , pokud

∃M : L = L(M) .

• L je TM rozhodnutelný/rekurzivńı , pokud

∃M : L = L(M) ∧ ∀w ∈ Σ∗ : M(w) ↓ .

Definition: Funkce TM

M poč́ıtá částečnou funkci fM : Σ∗ → Σ∗ , kde f(w) ↓ pokud M(w) ↓ .
f je TM vyč́ıslitelná pokud ∃M , který j́ı poč́ıtá.

Example: Převod v́ıcepáskového na jednopáskový

• Σ′ := Σ ∪ {H,−} × Σk

• Pásky zarovnáme podle pozic hlav a dorovnáváme po posunu hlav.

Example: Převod oboustranného na jednostranný

Example: Převod v́ıcehlavého na jednohlavého
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UTM

Definition: UTM

1. UTM : U na vstupu ⟨M,x⟩ simuluje práci M na x .

2. LU: LU := {⟨M,x⟩| x ∈ L(M)}
3. DIAG: DIAG := {⟨M⟩| ⟨M⟩ /∈ L(M)}

Theorem: Částečná rozhodnutelnost LU

1. LU ∈ PD

2. DIAG /∈ PD

3. LU /∈ DEC

Proof:

1. Z existence U .

2. Jinak ∃MD :

– ⟨MD⟩ ∈ DIAG ⇐⇒ ⟨MD⟩ /∈ L(MD) z definice DIAG.

– ⟨MD⟩ ∈ DIAG ⇐⇒ ⟨MD⟩ ∈ L(MD) z DIAG definice L(MD) .

3. Jinak ∃MU a lze ho použ́ıt pro rozhodováńı DIAG

∀M : ⟨M⟩ ∈ DIAG ⇐= > ⟨M⟩ /∈ L(M) ⇐⇒ ⟨M, ⟨M⟩⟩ /∈ LU .

RAM

Definition: RAM

• Registry {ri}i∈N kde ri ∈ N a inicializované na 0 .

– [ri] obsah registru

– [[ri]] := [r[ri]]

• Program P = I0, ..., Il konečná posloupnost instrukćı.

– LOAD, ADD, SUB, COPY, JNZ, READ, PRINT

• Pole A1, ...Ap uložené jako Ai[j] = ri+j(p+1) .

• Proměnné uložené jako ri(p+1) .

Definition: Jazyky RAM

• R čte slovo w = σi1 ...σin jako posloupnost i1, ..., in zakončenou 0 .

• R přijme w pokud R(w) ↓ a R jako prvńı naṕı̌se 1 .

• R odmı́tne w pokud R(w) ↓ a R naṕı̌se nic nebo nezačne 1 .

1. L je RAM částečně rozhodnutelný pokud ∃R : L = L(R) .

2. L je RAM rozhodnutelný pokud ∃R : L = L(R) ∧ ∀w ∈ Σ∗ : R(w) ↓ .

Definition: Funkce RAM

R poč́ıtá částečnou aritmetickou f : Nn → N pokud pro vstup x = x1, ..., xn :

• f(x) ↓ =⇒ R(x) ↓ a R vyṕı̌se f(x)

• f(x) ↑ =⇒ R(x) ↑

R poč́ıtá částečnou f : Σ∗ → Σ , pokud pro vstup w = σi1 ...σin daný jako i1, ..., in, 0 :

• f(w) ↓= σj1 ...σjm =⇒ R(w) ↓ a R vyṕı̌se j1, ...jm, 0

• f(w) ↑ =⇒ R(w) ↑
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Převody

Algorithm: R

1. Jednostrannou pásku načteme do pole T ukončeného 0 .

2. q = 0, h = 0

3. Dokud δ(q, T [h]) ̸= ⊥ : aktualizujeme T [h], h, q podle δ reprezentované jako posloupnost podmı́nek.

4. Pokud q ∈ F , vyṕı̌seme 1 , jinak 0 .

5. Vyṕı̌seme obsah pásky.

Algorithm: M

• Vstupńı páska a výstupńı páska: Č́ısla zapsaná binárně, oddělená znakem # .

• RAM páska: Registry ri1 , ..., rim pro i1 < ... < im reprezentujeme jako

(i1)B |([ri1 ])B#(i2)B |([ri2 ])B#...#(im)B |([rim ])B .

• Pomocná páska: Součty, rozd́ıly, nepř́ımá adresace, posuny etc.

• Č́ıslo instrukce si pamatujeme ve stavu.

• Jedna instrukce R je posloupnost instrukćı M .

1. Lokace registr̊u s operandy.

2. Aritmetika s operandy.

3. Výpočet adres.

4. Úprava paměti (nový registr, úprava registr, posun pásky s pamět́ı).

• Výpis 1 jako prvńı si pamatujeme ve stavu.

• Konč́ıme po posledńı instrukci.

1.2 Základńı tř́ıdy složitosti a jejich vztahy

Základńı tř́ıdy

Definition: Složitost TM

• M pracuje v čase f(n) pokud ∀x ∈ Σn, |x| = n : M na x konč́ı po ≤ f(n) kroćıch.

• M pracuje v prostoru f(n) pokud ∀x ∈ Σn, |x| = n : M na x skonč́ı a použije ≤ f(n) buněk pásky.

• N pracuje v čase f(n) pokud ∀x ∈ Σn a ∀ výpočet M na x konč́ı po ≤ f(n) kroćıch.

• N pracuje v prostoru f(n) pokud ∀x ∈ Σn a ∀ výpočet M na x konč́ı a použije ≤ f(n) buněk pásky.

Definition: Tř́ıdy složitosti

• TIME (f(n)) jazyky přij́ımané TM v čase O(f(n)) .

• SPACE (f(n)) jazyky přij́ımané TM v prostoru O(f(n)) .

• NTIME (f(n)) jazyky přijmané NTM v čase O(f(n)) .

• NSPACE (f(n)) jazyky přij́ımané NTM v prostoru O(f(n)) .

Observation: Inkluze

1. TIME (f(n)) ⊆ SPACE (f(n))

2. TIME (f(n)) ⊆ NTIME (f(n))

3. SPACE (f(n)) ⊆ NSPACE (f(n))

4. L ⊆ NL ⊆ P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ EXPTIME ⊆ NEXPTIME ⊆ EXPSPACE

Theorem:
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NTIME (f(n)) ⊆ SPACE (f(n))

Proof: Postupně prodlužujeme větve NTM podle kterých simulujeme, dokud NTM nepřijme. Jinak odmı́tneme.

Corollary:

NP ⊆ PSPACE

Theorem: Savičova věta

f(n) ≥ log2 n =⇒ NPSPACE (f(n)) ⊆ SPACE (f2(n)) .

Proof:

Algorithm: M ′

1. i = 1

2. Pokud Reachable (Cx
0 , Cacc, cM i) :

3. ∀ konfiguraci C s prostorem i+ 1 :

4. Pokud Reachable (C0,
x , C, ci) :

5. i = i+ 1

6. Zpět na 2.

7. Odmı́tni

Algorithm: Reachable

• Prostor O(f(n)) na konfiguraci a O(f(n)) na k

• Nejvýš O(f(n)) instanćı

1. Pokud k = 0

2. Pokud C1 = C2 nebo C1, C2 ∈ E , odpověď ano

3. Jinak ne

4. ∀ konfiguraci Cm v prostoru f(n) :

6. Pokud Reachable (C1, Cm, k − 1) a Reachable (Cm, C2, k − 1) , odpověď ano

7. Odpověď ne

Corollary:

NSPACE = PSPACE

Corollary:

• NL ⊆ P

• NSPACE ⊆ EXPTIME

NP

Definition: Verifikátor

V pro L je V splňuj́ıćı L = {x| ∃y : V (x, y) přijme } :

• Pracuje v čase nO(1) .

• Předpokládáme y ∈ nO(1) .

Definition: NP

Jazyky s polynomiálńımi verifikátory.
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Theorem: Alternativńı definice

NP =
⋃

k∈N NTIME (nk)

Proof:

⊆ Nedeterministicky voĺıme znaky d̊ukazu y .

⊇ Posloupnost větveńı k přijet́ı dávaj́ı certifikát.

Theorem: Cook-Levin

SAT je NP-úplný.

Proof:

• NP: Splňuj́ıćı ohodnoceńı je certifikát.

• Úplnost:

– Máme NTM pracuj́ıćı v čase nk s jediným přij́ımaj́ıćım q1 .

– Řádky délky nk jsou konfigurace M , stav zapsán před pozićı hlavy.

– Řádky v tableau velikosti nk × nk následuj́ı podle přechodové funkce. Přechody jsou platné právě
když jsou platná všechna okna 3× 2 . Př́ıpustná okna P .

– Přij́ımaj́ıćı tableau obsahuje řádek s přij́ımaj́ıćı konfiguraćı.

– Symboly tableau S = Q ∪ Σ ∪ {#} . Proměnné xi,j,s = 1 ⇐⇒ T [i, j] = s .

– Formule φ = φcell ∧ φstart ∧ φmove∧φaccept .

φcell =
∧

i,j

((∨
s xi,j,s

)
∧
(∧

s̸=t(¬xi,j,s ∨ ¬xi,j,t)
))

φmove =
∧

i,j φlegali,j

φaccept =
∨

i,j xi,j,q1

φlegali,j =
∨

(s1,...,s6)∈P (xi,j,s1 ∧ xi,j+1,s2 ∧ xi,j+2,s3 ∧ xi+1,j,s4 ∧ xi+1,j+1,s5 ∧ xi+1,j+2,s6)

1.3 Aproximačńı algoritmy a schémata

Aproxmačńı algoritmy

Definition: Optimalizačńı problém

(I,F , f, g)

• I : množina vstup̊u

• F : ∀I ∈ I : F (I) př́ıpustná řešeńı

• f : ∀I ∈ I ∀S ∈ F (I) : f(I, S) → R účelová funkce

• g : min / max

Definition: Aproximačńı algoritmus

A je α -aproximačńı pro optimalizačńı problém pokud:

• Spoč́ıtá S ∈ F (I) v polynomiálńım čase

• ∀I ∈ I : f(I, S) ≤ ROPT(I) pro minimalizaci

Algorithm: Christofides

1. W liché vrcholy MST T .

2. M minimálńı perfektńı párováńı na W .

3. Vrát́ıme pr̊uchod T ⊎M .



8 CHAPTER 1. ÚVOD DO SLOŽITOSTI A VYČÍSLITELNOSTI

Observation: Christofides analýza

• Handshaking lemma =⇒ perfektńı párováńı existuje.

• d(T ) ≤ OPT, d(M1) + d(M2) ≤ OPT

Algorithm: Rand-SAT

1. Nastav́ıme proměnné uniformně náhodně.

Observation: Rand-SAT analýza

• P [Yj = 1] = 1− 2−l ≥ 1
2

• OPT ≤
∑

wj =⇒ 1
2 OPT ≤

∑
wjE[Yj ] = E[W ]

Algorithm: Max-Cut

1. Vyřeš́ıme SDP

max 1
2

∑
E wi,j(1− Vi,j) : Vi,i = 1, V ⪰ 0 .

2. Vybereme uniformně náhodný r ∈ Sn−1 .

3. Vrát́ıme {i| vir ≥ 0} .

Observation: Max-Cut analýza

• ∀x ∈ (0, π) : x
π ≥ 0.878 1−cos x

2

• P [i, j rozdělené ] =
θi,j
π

• E[W ] =
∑ θi,j

π ≥ 0.878
∑ 1−cos θi,j

2 = 0.878
∑ 1−Vi,j

2 .

Aproximačńı schémata

Definition: (FPTAS)

• PTAS: Množina (1− ϵ) -aproximačńıch algoritmů pro všechna ϵ > 0 .

• FPTAS: PTAS kde každý algoritmus běž́ı v čase p(|I|, 1
ϵ ) .

Algorithm: Knapsack pseudopoly

• Tabulka s řádky 0 ≤ k ≤ n a sloupci 0 ≤ c ≤ C =
∑

ci .

• Ak(c) minimálńı hmotnost batohu s předměty z [k] s cenou c .

Ak(c) = min

{
hk +Ak−1(c− ck) pokud c ≥ ck

Ak−1(c)

A0(0) = 0, A0(1) = ... = A0(C) = ∞

• Bk(c) může ukládat posledńı přidaný předmět.

• c∗ := max{c : Ak(c) ≤ H}
• O(nC)

Algorithm: Knapsack FPTAS

1. Odstrańıme předměty těžš́ı než H

2. cmax = max ci

3. M := ⌈n
ϵ ⌉

4. ∀i ∈ [n] : c̃i = ⌊ci M
cmax

⌋
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5. Vyřeš́ıme dynamický program

Observation: Analýza

C̃ ≤ nM ∈ O
(

n2

ϵ

)
=⇒ O(nC̃) ∈ O

(
n3

ϵ

)
• c̃(OPT) =

∑
i∈OPT c̃i =

∑
i∈OPT

⌊
ci

M
cmax

⌋
≥
(∑

i∈OPT ci
M

cmax

)
− n = c(OPT) M

cmax
− n

• c(A) =
∑

i∈A ci ≥
∑

i∈A c̃i
cmax

M = c̃(A) cmax

M ≥ c̃(OPT) cmax

M

• c(A) ≥
(
c(OPT) M

cmax
− n

)
cmax

M ≥ c(OPT)− ncmax
n
ϵ

≥ c(OPT)− ϵcmax ≥ (1− ϵ)cOPT.
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Chapter 2

Datové struktury

2.1 Vyhledávaćı stromy ((a,b)-stromy, splay stromy).

(a, b) -stromy

Definition: (a, b -strom)

2 ≤ a, 2a− 1 ≤ b

• Vnitřńı vrcholy maj́ı a až b potomk̊u.

• Kořen má 2 až b potomk̊u.

• Listy na stejné hladině.

Lemma:

Hloubka s n kĺıči je Ω(logb n), O(loga n) .

Proof:

• Minimálńı počty vrchol̊u po hladinách 0, 1, 2a, 2a2, ... , minimálńı počty kĺıč̊u v hladinách 1, a−1, a−1, ...

• Ah minimálńı počet kĺıč̊u na hloubku h . Inverzńı funkce dává maximálńı hloubku. Minimum analogicky.

Ah = 1 +
∑

i∈[h−1] 2a
i−1(a− 1) = 2ah−1 − 1

Definition: Operace

• Find: O(loga n log2 b) = O(log n log b
log a ) ∈ O(log n)

• Insert: θ(b loga n)

– Vkládáme na nejhlubš́ı nalezenou vnitřńı hladinu.

– Pokud přeteče, štěṕıme. Prostředńı kĺıč dáme do rodiče a vrchol rozděĺıme. Př́ıpadně rekurźıme.

• Delete: θ(b loga n)

– Převedeme na mazáńı z nejhlubš́ı vnitřńı hladiny nahrazeńım následńıkem.

– Pokud podteče, slučujeme. Pokud máme malého sourozence, slouč́ıme se s ńım a s kĺıčem v rodiči.
Pokud máme velké sourozence, vezmeme kĺıč z rodiče a do rodiče dáme kĺıč ze sourozence.

Theorem:

m insert̊u do prázdného (a, b) -stromu změńı O(m) vrchol̊u.

Proof: Počet štěpeńı je nejvýš takový jako počet vrchol̊u na konci.

Theorem:

m insert̊u a delet̊u do prázdného (a, 2a) -stromu změńı O(m) vrchol̊u.

11
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Proof:

• Φ =
∑

v ̸=r f(k(v)) , kde f(k(v)) je př́ıspěvek vrcholu v s k(v) kĺıči.

• Zvoĺıme f(k) =



2 k = a− 2

1 k = a− 1

0 ...

2 k = 2a− 1

4 k = 2a

aby:

– Konstantńı změny zp̊usob́ı konstantńı změny: |f(i)− f(i+ 1)| ∈ O(1) .

– Slučováńı zdarma: f(2a) ≥ f(a) + f(a− 1) +O(1) .

– Štěpeńı zdarma: f(a− 2) + f(a− 1) ≥ f(2a− 2) +O(1) .

• Insert přidá kĺıč O(1) a změńı potenciál o O(1) . Štěpeńı amortizovaně zdarma.

• Delete smaže kĺıč O(1) a p̊ujč́ı si nejvýš jeden kĺıč O(1) . Slučováńı amortizovaně zdarma.

Splay stromy

Definition: Splay operace

1. Zig: x : (C, y), y : (A,B) → x : (A, y), y : (B,C) .

2. Zig-zig: x : (A,B), y : (x,C), z : (y,D) → x : (A, y), y : (B, z), z : (C,D) .

3. Zig-zag: x : (B,C), y : (A, x), z : (y,D) → x : (y, z), y : (A,B), z : (C,D)

Definition: Potenciál

Φ :=
∑

u∈V r(v) pro r(v) := log2 s(v) a s(v) = |T (v)| .

Definition: Operace

• Cestu z kořene naúčtujeme rotaćım. Ty se uamortizuj́ı na O(log n) .

• Find: Splayujeme nejhlubš́ı nalezený vrchol.

• Insert:

– Pokud vrchol neexistuje, přidáńı listu l změńı potenciál na cestě v1, .., vk : s′(l) = 1, r′(l) = 0 .

– Protože s′(vi) = s(vi) + 1 ≤ s(vi−1) =⇒ r′(vi) ≤ r(vi−1) , dostaneme

∆Φ = r′(l) +
∑

i∈[k] r
′(vi)− r(vi) ≤ r′(v1)− r(vk) ∈ O(log n) .

• Delete:

– Smazáńı listu nebo smazáńı rodiče jednoho vrcholu triviálńı.

– Smazáńı rodiče dvou vrchol̊u: vyměńıme za minimum podstromu a pak smažeme.

Theorem:

Amortizovaná cena splaye je ≤ 3(r′(x)− r(x)) + 1 ∈ O(log n)

Proof:

• V jedné rotaci se měńı pouze rank rotovaných vrchol̊u.

• Zig: r′(y) ≤ r′(x), r(y) ≥ r(x)

A = r′(x)− r(x) + r′(y)− r(y) + 1 ≤ 2r′(x)− 2r(x) + 1

• Zig-zig: r′(y) ≤ r′(x), r(y) ≥ r(x), r(z) = r′(x)

r(x) + r′(z) = log s(x) + log s′(z) ≤ 2 log(s(x) + s′(z))− 2 ≤ 2r′(x)− 2

A = r′(x)− r(x) + r′(y)− r(y) + r′(z)− r(z) + 2 ≤ 3r′(x)− 3r(x) + 2
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• Zig-zag: r(y), r(w) ≥ r(x)

r′(w)− r′(y) = log s′(w)− log s′(y) ≤ 2 log(s′(w) + s′(y))− 2 ≤ 2r′(x)− 2

A ≤ r′(x)− r(x) + r′(y)− r(y) + r′(w)− r(w) + 2 ≤ 3r′(x)− 3r(x)

• Nejvýš jeden zig za splay.

3
(∑

i∈[k] ri(x)− ri−1(x)
)
+ 1 = 3(rk(x)− r0(x)) + 1

Corollary:

m splaẙu na n vrcholech trvá O((n+m) log n)

Proof: ∑
i∈[m] Ri =

∑
i∈[m] Ai +Φ0 − Φm ,∑

i∈[m] Ai ∈ O(m log n) ,

Φ0 − Φm ∈ O(n log n) .

2.2 Haldy (regulárńı, binomiálńı).

d -ary Fibonacci
Insert O(logd n) O(1)
Min O(1) O(1)

ExtractMin O(d logd n) O(log n)
Increase O(d logd n) O(log n)
Decrease O(logd n) O(1)

Delete O(d logd n) O(log n)
Build O(n) O(n)

d -regulárńı halda

Definition: Operace

• Insert: Přidáme na konec a vybubláme.

• Delete: Prohod́ıme s posledńım prvkem a zabubláme.

• Min: Hodnota kořene.

• ExtractMin: Kořen prohod́ıme s posledńım prvkem a zabubláme.

• Increase: Změńıme hodnotu a zabubláme.

• Decrease: Změńıme hodnotu a vybubláme.

Binomická halda

Definition: Binomický strom

Bk řádu k je kořen s podstromy B0, ..., Bk−1 .

Observation: Binomický strom

1. Bk má 2k vrchol̊u, výšku k a max. stupeň k .

2. Bk vytvoř́ıme tak, že dáme Bk−1 daľśı Bk−1 jako posledńı d́ıtě.

3. Bk je kostra k -hyperkostky.

Definition: Binomická halda

Les T1, ..., Tl binomických stromů splňuj́ıćıch:
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1. r(Ti) < r(Ti+1)

2. Každý vrchol obsahuje jediný prvek.

3. Každý strom má haldové seřazeńı.

Observation: Binomická halda

1. r(Ti) ≤ log n =⇒ ≤ 1 + log n stromů

2. Přitomnost stromů podle bit̊u ⟨n⟩2 .

Definition: Reprezentace vrcholu

1. Prvek a priorita

2. Rank jako počet dět́ı

3. Pointer na prvńı d́ıtě

4. Pointer na rodiče

5. Pointery na dva vedleǰśı sourozence (cyklicky).

6. Stromy spojuje pseudokořen

Definition: Operace

• Merge: O(log n) Sléváme stromy od nejmenš́ıch.

– Jediný daného řádu rovnou do výsledné haldy.

– Dva stejného řádu slouč́ıme pod menš́ı z kořen̊u.

– Pro tři stejné slouč́ıme dva z nich a třet́ı rovnou do výsledné haldy.

• Insert: O(log n) Vytvoř́ıme B0 a slouč́ıme.

• Delete: O(log n) Decrease na −∞ a ExtractMin.

• Min: O(log n) Najdeme nejmenš́ı kořen.

• ExtractMin: O(log n)

– Najdeme minimálńı kořen.

– Odstrańıme kořen, strom se rozpadne na haldu.

– Slouč́ıme haldy.

• Increase: O(log n) Delete a insert.

• Decrease: O(log n) Vybubláváme uvnitř stromu.

• Build: O(n) amortizovaně

– Vkládáme prvky po jednom.

– V p̊ulce př́ıpad̊u O(1) . Každé spojeńı stromů odstrańı jeden strom, takže umartizujeme.

Definition: Lazy operace

• Merge: O(1) Přidáme spoj.

• Insert: O(1)

• Konsolidace: O(t+ log n)

– Připrav́ıme log n chĺıvk̊u.

– Přidáváme stromy do chĺıvk̊u. Pokud je chĺıvek zabraný, spoj́ıme.

– Každé spojeńı odstrańı strom, proto O(t) spojeńı.

• ExtractMin: O(t+ log n)

1. Konsolidujeme

2. Najdeme minimálńı kořen



2.2. HALDY (REGULÁRNÍ, BINOMIÁLNÍ). 15

3. Odstrańıme kořen.

4. Merge s haldou.

• Build: O(n)

Definition: Lazy potenciál

Φ := počet stromů v haldách.

• Merge: O(1)

• Insert: O(1)

• Konsolidace: O(log n) protože ∆Φ ≤ log n− t .

• ExtractMin: O(log n) vyjma konsolidace.

Fibonacci halda

Definition: Decrease

• Pokud poruš́ıme vztah s rodičem, održ́ızneme ho jako nový strom.

• Pokud rodič neńı kořen a je neoznačený, označ́ıme.

• Pokud rodič neńı kořen a je označený, odř́ızneme ho a pokračujeme na jeho rodiče.

• Pokud smažeme kořen stromu, smažeme značky dět́ı.

• Proto každý nekořen ztrat́ı nejvýš jedno d́ıtě.

Observation: Fibonacciho č́ısla

1. Fn ∈ θ(φn) pro φ = 1+
√
5

2 ≈ 1.618

2. F0 + ..+ Fk = Fk+2 − 1

Lemma:

Podstrom řádu k má aspoň Fk+1 vrchol̊u,
proto rank je O(log n) .

Proof:

• Indukćı podle hloubky.

1. Listy maj́ı rank 0 a jeden vrchol.

2. – x1, ..., xn děti u v pořad́ı přidáńı pod něj.

– r1, ..., rn jejich ranky.

– ∀i ≥ 2 : ri ≥ i− 2

∗ Některé ranky můžou chybět.
∗ Když jsme přidávali xi , u měl aspoň i− 1 dět́ı.
∗ Spojováńı spojuje stejné ranky, takže xi měl rank aspoň i− 1 .
∗ Od té doby xi nebyl kořenem, ztratil nejvýš jedno d́ıtě, proto má rank aspoň i− 2 .

– Z IP maj́ı stromy aspoň F2, F2, F3, ..., Fk vrchol̊u +1 za u .

F2 + F2 + F3 + ...+ Fk + 1 ≥ F0 + ...+ Fk + 1 = Fk+2 .

Observation: Analýza

Φ := počet stromů v haldách + dvojnásobek onačených vrchol̊u.

• ExtractMin: O(log n)

• Cut: O(1)

– Buď nekaskádujeme a přidáme +3 .

– Nebo kaskádujeme. Přidáme +1 za nový strom a −2 za odznačený vrchol.

• Merge, Insert, Decrease: O(1)

• Delete: Drahé.
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2.3 Hašováńı, řešeńı koliźı, univerzálńı hašováńı, výběr hašovaćı
funkce.

Definition: c -univerzálńı rodina

Rodina H : U → [m] je c -univerzálńı,
pokud ∀x, y ∈ U , x ̸= y : Ph∈H[h(x) = h(y)] ≤ c

m .

Definition: (k, c -nezávislá rodina)

Rodina H : U → [m] je (k, c) -nezávislá,
pokud ∀x1, ..., xk ∈ U r̊uzná a ∀i1, ..., ik ∈ [m] :

Ph∈H[h(x1) = i1 ∧ ... ∧ h(xk) = ik] ≤ c
mk .

Lemma: K

• r ≥ 2km

• H : U → [r] je (k, c) -nezávislá

H mod m je (k, 2c) -nezávislá.

Proof:

• Máme nejvýš ⌈ r
m⌉ ≤ r+m−1

m možnost́ı pro každé z i1, ..., ik .

c
rk

(
r+m−1

m

)k
= c

mk

(
r+m−1

r

)k
≤ c

mk

(
1 + m

r

)k
≤ ce

mk
r

mk ≤ 2c
mk

Hashovaćı funkce

Definition: Lineárńı hashovaćı funkce

L := {ha,b|a ∈ [p]0\{0} ∧ b ∈ [p]0} pro ha,b(x) = (ax+ b mod p) mod m .

Observation: Lineárńı hashovaćı funkce

L je 1 -univerzálńı.

Proof:

• Pro x ̸= y a a, b jsou jednoznačně určené r = ax+ b mod p, s = ay + b mod p .

• Pro fixńı r máme ⌈ p
m⌉ − 1 ≤ p+m−1

m − 1 = p−1
m špatných s . Celkem p(p−1)

m špatných dvojic,
pravděpodobnost jedné 1

m .

Definition: Polynomiálńı hashovaćı funkce

Pk := {ht| t ∈ Zd
p} pro ht(x) =

∑
i∈[k]0

tix
i a Zp těleso.

Observation: Polynomiálńı hashovaćı funkce

• Pk je (k, 1) -nezávislá.

• Složitost O(d)

• p ≥ 2km =⇒ Pk mod m je (k, 2) -nezávislá.

Proof:

• Mějme x1, ..., xk ∈ Zp r̊uzná a a1, ..., ak ∈ Zp chĺıvky.

• Právě jeden polynom stupně nejvýš k splňuje ∀i ∈ [k] : h(xi) = ai . Proto pravděpodobnost 1
pk .

Definition: Tabulačńı hashováńı

T : [2kt] → [2m] : h(x) =
⊗

i∈[t]0
Ti[x⟨ik : (i+ 1)k⟩]
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• Vygenerujeme t tabulek T0, ..., Tt−1 s 2k řádky a m sloupci.

• Pro aspoň dvě tabulky je 3 -nezávislá rodina.

Definition: Skalárńı součin

S = {ht,b| t ∈ Zd
p, b ∈ Zp} pro ht,b(x) = tTx+ b

Observation: Skalárńı součin

• S je (2, 1) -nezávislá.

• Složitost O(d)

• p ≥ 4m =⇒ S mod m je (2, 2) -nezávislá.

Proof:

• aTx1 + b = y1, aTx+ b = y2, d := x1 − x2 =⇒ aT d = y1 − y2

• ∃j : dj ̸= 0 =⇒ aj =
1
dj
(y1 − y2 − aT

j
dj)

• Proto máme nejvýš pk−1 řešeńı z pk+1 funkćı.

Řešeńı koliźı

Definition: Separované řetězce

• Tabulka obsahuje x1, ..., xn . Vyb́ıráme h uniformně náhodně z c -univerzálńı rodiny.

• Neúspěšné hledáńı v přihrádce ověř́ı pr̊uměrně cn
m prvk̊u. Úspěšné hledáńı xi má složitost jako insert xi

.

• Insert ověř́ı že y ještě v přihrádce neńı.

• Find prohledá přihrádku.

• Delete prohledá přihrádku.

Observation: Separované řetězce

Pro m ∈ Ω(n) máme O(1) .

Definition: Kukačč́ı funkce

• Tabulky T1, T2 a funkce h1 : U → [m], h2 : U → [m] .

• Lookup: x je v T1[h1(x)] nebo v T2[h2(x)] .

• Insert:

– Vlož́ıme x do T1[h1(x)] .

– Pokud tam byl y , opakujeme postup s T2[h2(y)] .

– Po timeoutu přehashujeme.

• Delete: Smažeme prvek v jednom z poĺı.

Observation: Kukačč́ı funkce

• ϵ > 0

• m ≥ (2 + ϵ)n

• t = ⌈6 log n⌉
• h1, h2 uniformně náhodně z t -nezávislého systému

Insert s timeoutem t má E[čas] ∈ O(1) .

Definition: Otevřená adresace
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• V každé buňce jeden prvek.

• Př́ıstupová posloupnost f : U × [m] → [m]

• Insert: Postupně zkouš́ı buňky a ulož́ı do prvńı volné.

• Find: Postupně zkouš́ı buňky dokud nenajde prvek nebo prázdnou.

• Delete: Pomńıčky.

Definition: Lineárńı přidáváńı

• Přidávaćı sekvence h(x) + i mod m .

• WLOG n ≤ m
3 , maximalizuje počet př́ıstup̊u.

• Bloky B velikosti 2t na indexech podle stromu.

Observation: Lineárńı přidáváńı

• Kritický blok je z > 2
3 plný. P [B kritický] ≤ ( e4 )

|B|
3 .

– x1, ..., xn vložené prvky, X1, ..., Xn indikátory h(xi) ∈ B

– X =
∑

Xi =⇒ E[X] =
∑

E[Xi] = n |B|
m ≤ |B|

3

– P [X > 2 |B|
3 ] < ( e4 )

|B|
3 z Černoffa.

• R cyklický běh délky 2t+1 =⇒ jeden z B0, ..., B3 nejlevěǰśıch blok̊u velikosti 2t v R je kritický.

• R běh s h(x), |R| ∈ [2t+2, 2t+3) =⇒ jeden z 12 blok̊u |B| = 2t , kde devátý obsahuje h(x) , je kritický.

• P [|R| ∈ [2t+2, 2t+3)] ≤ P [nějaký kritický] ≤ 12P [specifický kritický] ≤ 12( e4 )
|B|
3

Theorem: Lineárńı přidáváńı

• m = 2k

• n ≤ m
3

• h : U → [m] uniformně náhodná

E[# počet buněk navšt́ıvený při hledáńı x] ∈ O(1)

Proof:

• BÚNO n = ⌊m
3 ⌋ . Běh R obsahuje h(x) .

E[|R|] = E[|R| | |R| ≤ 3] P [|R| ≤ 3] +
∑

t≥0 E[|R| | |R| ∈ [2t+2, 2t+3)]P [|R| ∈ [2t+2, 2t+3)]

≤ 3 +
∑

t≥0 2
t+312( e4 )

|B|
3 ≤ 3 + 96

∑
i≥0 i(

e
4 )

i
3 ∈ O(1)
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Nelineárńı programováńı

3.1 Vlastnosti konvexńıch množin a konvexńıch funkćı.

Definition: Konvexita

• S ⊆ Rn je konvexńı pokud ∀x, y ∈ S : xy ∈ S .

• f : M → R je konvevńı pokud ekvivalentně:

1. ∀x1, x2 ∈ M ∀λ ∈ [0, 1] : f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

2. {(x, z) ∈ Rn+1 : x ∈ M, z ≥ f(x)} je konvexńı

3. f(x2)− f(x1) ≥ ∇f(x1)
T (x2 − x1)

4. ∀x ∈ M : ∇2f(x) ⪰ 0

Observation: Konvexita

• Množiny uzavřené na pr̊unik.

• Funkce uzavřené na součet a škálováńı.

Theorem: Separačńı věta

1. C,D ⊆ Rn konvexńı, C ∩D = ∅ =⇒ oddělitelné.

2. Uzavřené a aspoň jedna omezená =⇒ oddělitelné striktně.

Theorem: Konvexńı optimalizace

min f(x) : x ∈ M pro f,M konvexńı:

1. Lokálńı optima jsou globálńı.

2. Optimálńı množina je konvexńı.

3. f ryze konvevńı =⇒ nejvýš jedno optimum.

3.2 Zobecněńı konvexńıch funkćı.

Definition: Zobecněná konvexita

f : M → R pro ∅ ≠ M konvexńı je:

• Kvazikonvexńı:

∀λ ∈ [0, 1] ∀x1, x2 ∈ M : f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ max(f(x1), f(x2))

• Explicitně Kvazikonvexńı: kvazikonvexńı a

∀λ ∈ [0, 1] ∀x1, x2 ∈ M, f(x1) ̸= f(x2) : f(λx1 + (1− λ)x2) < max(f(x1), f(x2))

19
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• Pseudokonvexńı:

∀x1, x2 ∈ M : ∇f(x1)
T (x2 − x1) ≥ 0 =⇒ f(x2) ≥ f(x1)

Theorem: Hierarchie

1. Konvexńı =⇒ explicitně kvazikonvexńı =⇒ kvazikonvexńı.

2. Konvexńı =⇒ pseudokonvexńı =⇒ kvazikonvexńı.

Proof:

1. f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≤ max(f(x1, f(x2))

2. Spor a MVT.

Theorem: Charakterizace sublevelem

f je kvazikonvexńı ⇐⇒ ∀α ∈ R : Lα = {x| f(x) ≤ α} je konvexńı.

Theorem: Charakterizace gradientem

Diferenciovatelná f je kvazikonvexńı ⇐⇒ ∀x1, x2 : f(x1) ≥ f(x2) =⇒ ∇f(x1)
T (x2 − x1)

Proof:

=⇒ Definice gradientu.

⇐= Spor a MVT.

Theorem: Globálńı optima

f explicitně kvazikonvexńı =⇒ lokálńı optima jsou globálńı optima

Proof:

• Pro spor ∃y a x = λx∗ + (1− λ)y .

• Pak pro malé λ plat́ı f(x) ≤ max(f(x∗), f(y)) .

Theorem: Množina optim

f kvazikonvexńı =⇒ množina optim je Lf(x) konvexńı.

3.3 Nutné a postačuj́ıćı podmı́nky optimality pro volné a vázané
extrémy úloh nelineárńıho programováńı.

Theorem: Podmı́nky optimality

1. x∗ lokálńı minimum:

– f ∈ C1 na B(x∗, ϵ) =⇒ ∇f(x∗) = 0

– f ∈ C2 na B(x∗, ϵ) =⇒ ∇2f(x∗) ⪰ 0

2. f ∈ C2 na B(x∗, ϵ) , pak ∇f(x∗) = 0 ∧ ∇2f(x∗) ≻ 0 =⇒ x∗ ostré lokálńı minimum.

Theorem: Explicitně kvazikonvexńı podmı́nka optimality

f(x) diferenciovatelná, explicitně kvazikonvexńı,
pak x ∈ M optimum pokud ∀y ∈ M\{x} : ∇f(x)T (y − x) > 0 .

Theorem: Pseudokonvexńı podmı́nka optimality

f pseudokonvexńı a ∇f(x) = 0 =⇒ x optimum.
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Theorem: Pseudokonvexńı podmı́nka optimality

f diferenciovatelná a pseudokonvexńı,
pak x ∈ M je optimum ⇐= > ∀y ∈ M : ∇f(x)T (y − x) > 0 .

Lemma: Gordanova

Ax < 0 řešitelná ⇐⇒ AT y = 0, y ≩ 0 neřešitelná.

Lemma: Fritz John

x lokálńı minimum =⇒ ∄d : ∇f(x)T d < 0 ∧ ∀i ∈ I(x) : ∇gi(x)
T d < 0

Proof:

• ∃d =⇒ 0 > ∇f(x)T d = lima→0+
f(x−αd)−f(x)

α =⇒ f(x+ αd) > f(x) pro malé α .

• To samé pro omezeńı =⇒ spor s optimalitou.

Theorem: Fritz John

x lokálńı optimum =⇒ ∃µ, λ ≩ 0 :

1. µ∇f(x) + λT g(x) = 0

2. λT g(x) = 0

Proof:

• Lemma a Gordanova věta.

Definition: KKT podmı́nky

∃λ ≥ 0 :

1. ∇f(x) + λT g(x) = 0

2. λT g(x) = 0

Theorem: KKT LNZ

• x lokálńı optimum

• {gi(x)}i∈I(x) LNZ

Pak plat́ı KKT.

Theorem: KKT Slater

• x lokálńı optimum

• f, {gi(x)}i∈I(x) konvexńı

• ∃ Slater point

Pak plat́ı KKT.

Proof:

• Z konvexity ∇gi(x)(x
s − x) ≤ gi(x

s)− g(x) < 0 a obdobně pro f .

• Pro d = xs − x z Gordanovy věty ∇g(x)Tλ = 0, (λ, µ) ≩ 0 a z Fritze-Johna µ ̸= 0 .

Theorem: Postačuj́ıćı KKT

• x ∈ M splňuje KKT

• f pseudokonvexńı
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• {gi(x)}i∈I(x) kvazikonvexńı

Pak x je optimum.

Proof:

• y ∈ M =⇒ ∀j ∈ I(x) : gj(y) ≤ 0 = gj(x) =⇒ ∇gj(x)
T (y − x) ≤ 0 z kvazikonvexity.

• Aplikujeme pseudokonvexitu na

∇f(x)T (y − x) = −λT∇g(x)T (y − x) = −
∑

j∈I(x) λj∇gj(x)
T (y − x) ≥ 0 .

3.4 Kvadratické programováńı.

Problem: Kvadratické programováńı

minxTQx+ qTx : x ∈ M pro M konvexńı polyedr.

Theorem: Těžkost

maxxTQx : x ∈ M je NP-těžká.

Proof: Vyjádř́ıme set partition:

max ||x||2 : αTx = 0, x ∈ [−1, 1] .

3.5 Semidefinitńı programováńı.

Problem: Semidefinitńı programováńı

• P: f∗ := min cTx : A0 +
∑

xiAi ⪯ 0, Ai symetrické

• D: d∗ := max tr(A0Z) : Z ⪰ 0, ∀i ∈ [n] : ci + tr(AiZ) = 0

– L(x, Z) := cTx+ tr
((

A0 +
∑

xiAi

)
Z
)
= tr(A0Z) +

∑
(ci + tr(AiZ))xi

– L(Z) = infx∈Rn L(x, Z) =

{
tr(A0Z) ∀i ∈ [n] : ci + tr(AiZ) = 0

−∞

Example: Semidefinitńı programy

• LP: A1,∗x− b1 ... 0
. . .

0 ... Am,∗x− bm

 ⪯ 0

• Kuželové QP:

||x||2 ≤ z ⇐⇒
(
zIn 0
0 z − 1

2x
Tx

)
≈
(
zIn x
xT z

)
⪰ 0

• Vlastńı č́ısla

λmax = min z : Iz ⪰ A .

• Max-cut APX

Theorem: Slabá dualita

Z ⪰ 0 =⇒ d∗ = L(Z) ≤ f∗

Proof:
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• Použijeme A,B ⪰ 0 =⇒ trAB ≥ 0 . Protože A = LLT a LTBL ⪰ 0 , máme tr(AB) = tr(LTBL) ≥ 0
.

• Pak Z ⪰ 0 =⇒ ∀x ∈ M : tr
((

A0 +
∑

xiAi

)
Z
)
≤ 0 =⇒ L(x, Z) ≤ f(x) a proto

L(Z) = infx∈Rn L(x, Z) ≤ infx∈M L(x, Z) ≤ infx∈M f(x) = f∗ .

Corollary:

Z konvexity můžeme použ́ıt Slatera ∃x ∈ Rn : A0 +
∑

xiAi ≺ 0 .

3.6 Dualita v nelineárńım programováńı.

Definition: Duálńı úloha

• P: f∗ = min f(x) : g(x) ≤ 0, h(x) = 0, x ∈ D ̸= ∅
• L(x, λ, µ) = f(x) + λT g(x) + µTh(x)

• L(λ, µ) = infx∈D L(x, λ, µ)

• D: maxL(λ, µ) : λ ≥ 0, µ ∈ Rn

Theorem: Slabá dualita

d∗ ≤ f∗

Proof:

• ∀λ ≥ 0 ∀µ ∈ Rn ∀x ∈ M :

L(x, λ, µ) = f(x) + λT g(x) + µTh(x) ≤ f(x)

• Proto

L(x, µ) = infx∈D L(x, λ, µ) ≤ infx∈M L(x, λ, µ) ≤ f∗

• Tedy ∀λ ≥ 0 ∀µ ∈ Rn : L(λ, µ) ≤ f∗

Theorem: Silná dualita

• f, {gj}j∈J konvexńı

• {hi}i∈I lineárńı

• D konvexńı

• ∃ Slater point

d∗ = f∗

Proof:

• BÚNO f∗ ∈ R, h(x) = Ax = 0 a A má LNZ řádky.

• Množiny

A = {(u, v, w)| ∀x ∈ D : u ≥ g(x), v ≥ h(x), w ≥ f(x)}
B = {(0, 0, s)| s < f∗}

jsou konvexńı a A ∩B = {(0, 0, f∗)} .

• Odděĺıme s λTu+ µT v + νw = α pro (λ, µ, ν) ̸= 0 :

∀(u, v, w) ∈ A : λTu+ µT v + νw ≥ α

∀(u, v, w) ∈ B : λTu+ µT v + νw ≤ α .
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• Pokud λ < 0 , pak (g(xs) + γ, h(xs), f(xs)) ∈ A pro γ > 0 neomezená, spor s ≥ α . Obdobně ν ≥ 0 .

• Pro (0, 0, f∗) ∈ B plat́ı νw = νf∗ ≤ α a dosazeńım

∀(u, v, w) ∈ A : νw ≥ α ≥ νf∗ ,

tedy ∀x ∈ D : λT g(x) + µTh(x) + νf(x) ≥ νf∗ .

1. ν > 0 =⇒ ∀x ∈ D : f∗ ≤ λT

ν g(x) + µT

ν + f(x) = L(ν, λ
ν ,

µ
ν ) a d∗ ≥ L(λν ,

µ
ν ) ≥ f∗ .

2. ν = 0 =⇒ ∀x ∈ D : λT g(x) + µTh(x) ≥ 0 =⇒ λT g(xs) ≥ 0 =⇒ λ = 0 ∧ µ ̸= 0 =⇒ ∀x ∈
D : µTh(x) ≥ 0 . Z linearity a µTh(xs) = 0 máme h(x) = 0 , ale 0 = µTh(x) = µT (Ax− b) je ve sporu
s linearitou.

Theorem: Analýza citlivosti

Silná dualita =⇒ f∗(u, v) ≥ f∗(0, 0)− (λ∗)Tu− (µ∗)T v ,
kde f(u, v) = min f(x) : g(x) ≤ u, h(x) = v, x ∈ D .

Proof:

• f∗ = f∗(0, 0) = L(λ∗, µ∗) = d∗ = infx∈D f(x) + (λ∗)T g(x) + (µ∗)Th(x)

• Mu,v ⊆ D =⇒ ∀x ∈ Mu,v : ≤ f(x) + (λ∗)T g(x) + (µ∗)T v

• Ale pak ∀x ∈ Mu,v : ≤ f(x) + (λ∗)T + (µ∗)T ν a f∗(0, 0) ≤ f∗(u, v) + (λ∗)Tu+ (µ∗)T v

Corollary:

Silná dualita a f∗(u, v) diferenciovatelná,
pak ∂

∂ui
f∗(u, v) = −(λ∗)i a

∂
∂vj

f∗(u, v) = −(−µ∗)j .

Example: Efektivńı úloha bez duality

minxTQx+ qTx : ||x|| ≤ 1

• NP-těžké pro ||x||2 ≤ 1 , jinak lehké.

3.7 Metody řešeńı úloh na volný a vázaný extrém, včetně penal-
izačńıch a bariérových metod.

NEPODMÍNĚNÁ OPTIMALIZACE

Definition: Globálńı konvergence

Optimalizačńı metoda je globálně konvegrentńı pokud
∀x0 ∈ Rn : lim infk→∞ ||∇f(xk)|| = 0 .

SPÁDOVÉ SMĚRY

Algorithm: Spádové směry

1. Vybereme spádový směr dk aby dTk∇f(xk) < 0 nebo cos θk = − dT
k ∇f(xk)

||dk|| ||∇f(xk)|| > 0 .

2. Vybereme αk minimalizaćı jednorozměrné Φ(α) := f(xk + αdk) nebo aby f(xk + αkdk) < f(xk) .

Algorithm: Největš́ı spád

dk = −∇f(xk)

Observation: Největš́ı spád

1. Globálně konvergentńı
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2. Pomalé

Algorithm: Newtonova metoda

• Z Taylorova rozvoje

f(xk + d) ≈ mk(d) := f(xk) + dT∇f(xk) +
1
2d

T∇2f(xk)d

• Pro ∇2f(xk) ≻ 0 hledáme d pro α = 1 jako argminmk(d) . Položeńım derivace rovné nule

dk = −
(
∇2f(xk)

)−1∇f(xk) .

Observation: Newtonova metoda

1. Potřebujeme Hessián

2. Neńı globálně konvergentńı

3. Konverguje kvadraticky

Algorithm: Kwazinewtinovské metody

Bk ≈ ∇2f(xk)

TRUST REGION

Algorithm: Trust region

• Aproximujeme f . Udržujeme poloměr ∆k , ve kterém aproximaci věř́ıme.

• Minimalizujeme aproximaci

argminmk(xk + d) : ||d|| ≤ ∆k .

Voĺıme d := −B−1
k ∇f(xk) pokud ||d|| ≤ ∆k . (A)

• Poměr reálné a modelované redukce ρk := f(xk)−f(xk+dk)
mk(0)−mk(dk)

.

a) ρk ≈ 1 =⇒ dobrá shoda, zvětšujeme.

b) ρk ≈ 0 =⇒ špatná shoda, zmenšujeme.

c) ρk < 0 =⇒ f rostoućı, zamı́táme.

d) Jinak necháváme

0. ∆ > 0, ∆0 ∈ (0,∆), µ ∈ [0, 1
4 )

1. ∀k ≥ 0 :

2. Pokud ρk < 1
4 , pak ∆k+1 = 1

4∆k

3. Jinak pokud ρk > 3
4 a ||dk|| = ∆k , pak ∆k+1 = min 2(∆k,∆)

4. Jinak ∆k+1 = ∆k

5. Pokud ρk > µ , pak xk+1 = xk + dk

6. Jinak xk = xk .

KONJUGOVANÉ GRADIENTY

Algorithm: Konjugované gradienty

• Pro A ≻ 0 řeš́ıme Ax = b , tedy min ||Ax− b||22 .
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PODMÍNĚNÁ OPTIMALIZACE

AKTIVNÍ PODMÍNKY

Algorithm: Aktivńı podmı́nky

• Podobné simplexové metodě.

• Pro K := {j ∈ [m]| gi(xk) = 0} řeš́ıme pomocnou úlohu

min f(x) : h(x) = 0, gK(x) = 0 .

• Nové aktivńı podmı́nky přidáme do K .

• Lokálńı optimum x∗ splňuje KKT podmı́nky

∇f(x∗) + µT∇h(x∗) + λT∇gK(x∗) = 0 .

• Pokud λj ≥ 0 , přidáme j do K , v opačném př́ıpadě odstrańıme.

PENALIZAČNÍ METODA

Algorithm: Penalizačńı metoda

• Řeš́ıme min f(x) : x ∈ M pro f spojitou a M ̸= ∅ uzavřenou.

• Pro penalizačńı funkci p(x)

{
= 0 x ∈ M

> 0 x /∈ M
a c > 0 přeformulujeme na min g(x) pro g(x) := f(x) +

cp(x) .

• Můžeme c zvětšovat jako ck → ∞ .

Example: Penalizačńı funkce

• g(x) ≤ 0 → p(x) :=
∑

max(0, gj(x))
2

• h(x) = 0 → p(x) :=
∑

hj(x)
2

Theorem: Penalizačńı metoda

Pokud optimum xk konverguj́ı k x∗ , pak x∗ je optimum p̊uvodńı úlohy.

Proof:

• Pro x∗ /∈ M =⇒ ∃k∗ ∀k ≥ k∗ : xk /∈ M , proto g(xk) → ∞ !

• Jinak ∃x′ ∈ M : f(x′) < f(x∗) a ∀k ∈ N : f(x′) = g(x′) < g(x∗) = f(x∗) . Pro dost velké k pak
g(x′) < g(xk) !

BARIÉROVÉ METODA

Algorithm: Bariérová metoda

• Řeš́ıme min f(x) : x ∈ M pro f spojitou a M ̸= ∅ souvislou a uzavřenou.

• Pro bariérovou funkci b(x) splňuj́ıćı b(x) → ∞ pro x → ∂M a c > 0 přeformulujeme na min g(x) pro
g(x) = f(x) + 1

ck
b(x) .

• Opět ck → ∞ .

Example: Bariérové funkce

• g(x) ≤ 0 → b(x) := −
∑

1
gj(x)

nebo −
∑

log(−gj(x)) u interior point.

• X ⪰ 0 → − log detX

Theorem: Bariérová metoda

Pokud optimum xk konverguj́ı k x∗ , pak x∗ je optimum p̊uvodńı úlohy.

Proof: Jinak ∃x′ ∈ M : f(x′) < f(x∗) a ∃x′′ ∈
∫
M : f(x′′) < f(x∗) . Pro dost velké k pak g(x′′) < g(x∗) a

pro dost velké k také g(x′′) < g(xk) .
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3.8 Jednorozměrná optimalizace.

Problem: Line search

min f(x) pro f : R → R spojitou, př́ıpadně diferenciovatelnou.

Definition: Armijo-Golstein podmı́nky

Předpokládáme f ′(0) < 0

1. Armijo: f(x)− f(0) ≤ ϵ1f
′(0)x

2. Goldstein: AC a f(x)− f(0) ≥ ϵ2f
′(0)x pro ϵ2 < ϵ1

Algorithm: Armij̊uv test

1. β ∈ {2, 10}, x > 0

2. Dokud plat́ı podmı́nka: x := βx

3. Pokud podmı́nka neplat́ı: x := x
β

Definition: Wolfeho podmı́nky

Předpokládáme f ′(0) < 0

1. Slabý Wolfe: AC a f ′(x) ≥ ϵ2f
′(0)

2. Silný Wolfe: AC a |f ′(x)| ≥ ϵ2|f ′(0)|

Algorithm: Newtonova metoda

• Iterativně hledáme kořen f jako xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

. Pro minimalizaci chceme kořen derivace, tedy

xk+1 = xk − f ′(xk)
f ′′(xk)

.

• Ekvivalentně iterativně minimalizujeme aproximace druhého řádu. Chceme

g(xk) = f(xk), g′(xk) = f ′(xk), g′′(xk) = f ′′(xk) .

Voĺıme

g(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +
1
2f

′′(xk)(x− xk)
2 .



28 CHAPTER 3. NELINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ



Chapter 4

Vı́cekriteriálńı a celoč́ıselné
programováńı

4.1 Různé př́ıstupy k řešeńı úloh s v́ıce kritérii.

TYP I: BEZ DODATEČNÉ INFORMACE

GLOBÁLNÍ CÍLOVÁ FUNKCE

Definition: Globálńı ćılová funkce Za předpokladu Fi := minx∈M fi(x) > 0 řeš́ıme

min ||
(

f1(x)−F1

F1
, ..., fs(x)−Fs

Fs

)
||p : x ∈ M .

• p = 1 Zachovává linearitu a konvexitu.

• p = 2 Zachovává konvexitu.

• p = ∞ Maximum schováme do podmı́nek. Zachovává linearitu a konvexitu.

Theorem: Globálńı ćılová funkce

Pro x∗ optimum úlohy plat́ı x∗ ∈ E pokud:

1. 1 ≤ p < ∞
2. p = ∞ a řešeńı je jednoznačné

Proof: Jinak ∃x ∈ M : f(x) ≨ f(x∗) a ∀i ∈ [s] : fi(x)−Fi

Fi
≤ fi(x

∗)−Fi

Fi
a aspoň jedna ostrá.

1. Pak
∑

i∈[s]

(
fi(x)−Fi

Fi

)p
<
(

fi(x
∗)−Fi

Fi

)p
je spor.

2. Pak maxi∈[s]
fi(x)−Fi

Fi
≤ maxi∈[s]

fi(x
∗)−Fi

Fi
je ve sporu s jednoznačnost́ı.

BENSONOVA METODA

Definition: Bensonova metoda

max eT y : 0 ≤ y ≤ f(x0)− f(x), x ∈ M pro x0 ∈ M .

• Zachovává linearitu a konvexitu.

• Testujeme eficientnost x0 a hledá jiné eficientńı řešeńı.

• Vždy př́ıpustné pro (x0, 0) .

Theorem: Bensonova metoda

1. x0 ∈ E ⇐⇒ optimálńı hodnota je 0 .

2. (x∗, y∗) optimum =⇒ x∗ ∈ E
3. Úloha neomezená na M konvexńı =⇒

29
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a) EV = ∅
b) f(M) uzavřená =⇒ E = ∅

Proof:

1. =⇒ Jinak ∃(x, y) : eT y > 0 , tedy y = f(x0)− f(x) ≩ 0 a f(x0) ≩ f(x) .

⇐= Jinak ∃x ∈ M : f(x) ≨ f(x0) a pro y := f(x0)− f(x) máme eT y > 0 .

2. Jinak ∃x ∈ M : f(x) ≨ f(x∗) a pro y := f(x0)− f(x) ≩ f(x0)− f(x∗) = y∗ ≥ 0 máme eT y > eT y0 .

3. a) – Jinak ∃x∗ optimum maxx∈M λT f(x) : x ∈ M pro λ > 0 a z neomezenosti

∀α > 0 ∃x, y : 0 ≤ y = f(x0)− f(x), x ∈ M, eT y > α .

– Pro λmin = minλi > 0 máme λT y ≥ λmine
T y > λminα . Dosazeńım α := λT (f(x0)−f(x∗))

λmin
dostaneme

λT (f(x0)− f(x)) > λT (f(x0)− f(x∗)) , tedy λT f(x) < λT f(x∗) .

TYP II: INFORMACE PŘEDEM

VÁŽENÝ SOUČET (SKALARIZACE)

ϵ -OMEZENÍ

Definition: ϵ -omezeńı

• Dostaneme ϵ1, ..., ϵs maxima.

• Máme Mk := {x ∈ M | ∀i ̸= k : fi(x) ≤ ϵi}

Pk : min fk(x) : x ∈ Mk .

Theorem: ϵ -omezeńı

1. x∗ jednoznačné optimum =⇒ x∗ ∈ E .

2. Pro x∗ ∈ M : x∗ ∈ E ⇐⇒ ∃ϵ ∀k : x∗ optimum Pk

Proof:

1. Jinak ∃x ∈ M : f(x) ≨ f(x∗) a x ∈ Mk .

2. =⇒ Jinak ∃x ∈ Mk : fk(x) < fk(x
∗) , tedy x ∈ M . Pro ϵ := f(x∗) máme fi(x) ≤ ei = fi(x

∗) , tedy
f(x) ≨ f(x∗) .

⇐= Jinak ∃x ∈ M : f(x) ≨ f(x∗) , tedy ∃k : fk(x) < fk(x
∗) a x ∈ Mk .

LEXIKOGRAFICKÁ METODA

Algorithm: Lexikografická metoda

Hledáme lexminx∈M f(x) postupným řešeńım pro k ∈ [s] :

1. k = 0, M1 = M

2. Pokud xk optimum minx∈Mk
f(x) je jednoznačné, konec.

3. Jinak opakujeme s:

4. k = k + 1

5. Mk = {x ∈ M | ∀i < k : fi(x) ≤ fi(x
i)}

Theorem: Lexikografická metoda

Optimum je eficientńı.

Proof:

• Jinak ∃x ∈ M : f(x) ≨ f(x∗) a f(x) < f(x∗) lexikograficky.
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TYP III: INFORMACE V PRŮBĚHU.

STEM

Algorithm: STEM

1. ∀i ∈ [s] :

2. Fi := minx∈M fi(x) (předpokládáme Fi > 0 )

3. xi := argminx∈M fi(x)

4. Fmax
i := maxj∈[s] fi(x

j)

5. λi :=
Fmax

i −Fi

Fi||Ci,∗||

6. Najdeme optimum (x∗, y∗)

min y : x ∈ M, ∀i ∈ [s] : λi(fi(x)− Fi) ≤ y .

7. Uživatel vrát́ı:

8. I ⊂ [s] pro fi(x
∗) vyhovuj́ıćı

9. J ⊂ [s] , kde se fi(x
∗) může zhoršit o ∆fj

10. Opakujeme s úlohou min y : x ∈ M s:

11. ∀i /∈ I : λi(fi(x)− Fi) ≤ y

12. ∀i ∈ I\J : fi(x) ≤ fi(x
∗)

13. ∀i ∈ J : fi(x) ≤ fi(x
∗) + ∆fi

ALGORITMY DIALOGU

Algorithm: Algoritmus dialogu

1. Uživatel zadá λ0, λ1 > 0

2. Řeš́ıme min(λ0)TCx : x ∈ M

3. Řeš́ıme min(λ0 + t(λ1 − λ0))TCx : x ∈ M pro t ∈ [0, 1]

4. Postupně procháźıme obory stability pro nová optima

5. Uživatel může změnit koncový směr

TYP IV: INFORMACE PO SKONČENÍ.

VNITŘNÍ A VNĚJŠÍ APROXIMACE

Definition: Vnitřńı a vnějš́ı aproximace

• AI vnitřńı aproximace ∀y ∈ f(E) ∃z ∈ AI : y ≨ z

• AO vněǰśı aproximace ∀y ∈ f(E) ∃z ∈ A0 : z ≨ y

Observation: Vnitřńı a vnějš́ı aproximace

f(E) ⊆ A0 + Rs
+ ∩AI +Rs

−

Example: Odhady

• Jedobodový odhad: F jako A0

• Konvexńı odhad: pro konvexńı úlohy

– Pro AI vezmeme konvexńı obal bod̊u z E
– Pro AO vezmeme tečné nadroviny k bod̊um z E

• Intervalová obálka: pomoćı BB obaĺıme boxy.
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NORMAL BOUNDARY INTERSECTION

Definition: CHIM

CHIM := conv{f(x1), ..., f(x2)} pro f(xi) := argmin fi(x) : x ∈ M .

Algorithm: Normal boundary intersection

1. Vybereme
(
p+s−1
s−1

)
bod̊u z CHIM rozděleńım [0, 1] na p část́ı.

2. Spočteme normálu jako v ∈ Ker

(
f(x2)−f(x1)

...
f(xs)−f(x1)

)
.

3. Najdeme pr̊uměr na hranici xi := argmaxα : f(xi) + αd = f(x), x ∈ M .

4. Nemuśıme dostat eficientńı řešeńı, lze použ́ıt Bensonovu metodu.

4.2 Funkcionál přǐrazený k dané úloze vektorového programováńı.

Problem: Skalarizace

minλT f(x) : x ∈ M

Theorem: Eficientńı řešeńı ⋃
λ≩0 MOPT(λ) ⊆ E

Proof:

• Jinak pro λ ≩ 0 a x∗ ∈ MOPT a x∗ /∈ E máme ∃x : f(x) ≨ f(x∗) a λT f(x) < λT f(x∗) .

Theorem: Vlastńı eficientńı řešeńı ⋃
λ≩0 MOPT(λ) ⊆ EV

Proof:

• Jinak pro λ ≩ 0 máme x∗ ∈ MOPT a x∗ /∈ EV .

• Pro β := (s − 1)maxi,j
λi

λj
muśı ∃x ∈ M ∃i ∈ [s] : fi(x) < fi(x

∗) a ∀k ̸= i : fi(x
∗) − fi(x) >

β(fk(x)− fk(x
∗)) .

• Pak ∀k ̸= i :

fi(x
∗)− fi(x) > (s− 1)λk

λi
(fk(x)− fk(x

∗))

a proto ∑
k ̸=i λi(fi(x

∗)− fi(x)) > (s− 1)
∑

k ̸=i λk(fk(x)− fk(x
∗))

λi(fi(x
∗)− fi(x)) >

∑
k ̸=i λj(fk(x)− fk(x

∗))

λT f(x∗) > λT f(x) .

Observation: Inkluze

• Konvexńı: ⋃
λ≩0 MOPT(λ) = EV ⊆ E ⊆

⋃
λ≥0 MOPT(λ) .

• Ryze Konvexńı: ⋃
λ≩0 MOPT(λ) = EV ⊆ E =

⋃
λ≥0 MOPT(λ) .

• Lineárńı: ⋃
λ≩0 MOPT(λ) = EV = E ⊆

⋃
λ≥0 .
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4.3 Pareto-optimálńı řešeńı.

Problem: Vı́cekriteriálńı problém

min f(x) : x ∈ M pro M ⊆ Rm a min pro všechny složky.

Definition: Eficientńı řešeńı

• E = {x ∈ M | ∄y ∈ M : f(y) ≨ f(x))

• EV = {x ∈ M | ∃β > 0 ∀i ∈ [s] ∀y ∈ M : fi(y) < fi(x) =⇒ ∃k ∈ [s] : fk(y) > fk(x) a
fi(x)− fi(y) ≤ β(fk(y)− fk(x))

Observation: Eficientńı řešeńı

1. y ∈ f(E) ⇐⇒ Rs
−(y) ∩ f(M) = {y}

2. f(E) ⊆ ∂f(M)

Theorem: Charakterizace eficientńıch řešeńı

x ∈ E ⇐⇒ ∀i ∈ [s] : fi(x) = min fi(y) : y ∈ M, ∀k ̸= i : fk(y) ≤ fk(x)

Proof:

=⇒ Jinak ∃i ∈ [s] ∃y ∈ M : fk(y) ≤ fk(x) ∧ fi(y) < fi(x) , spor.

⇐= Jinak ∃y ∈ M : fk(y) ≤ fk(x) ∧ fi(y) < fi(x) je ve sporu s optimalitou úlohy i .

4.4 Úlohy lineárńı a nelineárńı vektorové optimalizace.

Konvexńı v́ıcekriteriálńı programy

Problem: Konvexńı vektorový program

min f(x) : x ∈ M pro f,M konvexńı.

Theorem: Konvexńı eficientńı řešeńı

E ⊆
⋃

λ≥0 MOPT(λ)

Proof:

• Mějme x∗ ∈ E , y∗ = f(x∗) a K = {y ∈ Rs| ∃x ∈ M : y ≥ f(x)} .

• K ∩ Rs
−(y

∗) = {y∗}

⊇ Triviálńı

⊆ Jinak ∃y∗ ̸= y ∈ K ∩R−
s (y

∗) =⇒ ∃x ∈ M : f(x) ≤ y ≨ y∗ je spor s x∗ ∈ E .

• Odděĺıme

a) ∀y ∈ K : λT y ≥ λT y∗

b) ∀y ∈ R−
s (y

∗) : λT y ≤ λT y∗ .

• Z b) λ ≥ 0 a y∗ − ei ∈ Rs
−(y

∗) . Dosad́ıme λT (y∗ − ei) ≤ λT y∗ a λi ≥ 0 .

• Z a) ∀y ∈ K : λT y ≥ λT y∗ tedy ∀x ∈ M : λT f(x) ≥ λT f(x∗) .

Observation: Konvexńı eficientńı řešeńı

λ ≥ 0 a MOPT(λ) = {x∗} jednoznačné optimum =⇒ x∗ ∈ E

Proof: Jinak ∃x ∈ M : f(x) ≨ f(x∗) =⇒ λT f(x)λT f(x∗) je spor.

Corollary: Ryźı konvexita
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f ryze konvexńı =⇒ E =
⋃

λ≥0 MOPT(λ)

Theorem: Geoffrion

EV =
⋃

λ>0 MOPT(λ)

Proof:

⊇ Už v́ıme ze skalarizace.

⊆ – x∗ ∈ EV =⇒ ∃β ≥ 0 ∀x ∈ M ∀i ∈ [s] : fi(x) < fi(x
∗)

– Pak ∃k ∈ [s] : fk(x) > fk(x
∗) ∧ fi(x

∗)− fi(x) ≤ β(fk(x)− fk(x
∗)) . Neboli fi(x

∗) + βfk(x
∗) ≤

fi(x) + βfk(x
∗) .

– Pro fixńı i mějme F i
j (x) :=

(
fi(x) + βfj(x) i ̸= j

fi(x) i = j

)
konvexńı funkci.

– ∄x ∈ M : F i(x) < F i(x∗) jinak spor s prvńım bodem.

– yi = F i(x∗) a Ki = {y| ∃x ∈ M : F i(x) ≤ y} konvexńı.

–
∫
Ki ∩

∫
Rs

− = ∅ jinak ∃x ∈ M : F i(x) ≤ y ≤ yi pro y v pr̊uniku.

– Odděĺıme

a) ∀y ∈ Ki : (λi)T y ≥ (λi)T y∗

b) ∄y ∈ Rs
−(y

i) : (λi)T y ≤ (λi)T y∗

– Znormujeme na eTλi = 1 a λi ≥ 0 z b).

– Z a) ∀x ∈ M : (λi)TF i(x) ≥ (λi)TF i(x∗) tj∑
j∈[s] λ

i
jfi(x) +

∑
j ̸=i λ

i
jβfj(x) ≥

∑
j∈[s] λ

i
jfi(x) +

∑
j ̸=i λ

i
jβfj(x

∗) ,∑
j ̸=i λ

i
jβfj(x) ≥

∑
j ̸=i λ

i
jβfj(x

∗) .

– Přes všechna i ∑
i∈[s] fi(x) +

∑
j ̸=i λ

i
jβfj(x) ≥

∑
i∈[s] fi(x

∗) +
∑

j ̸=i λjβfj(x
∗)∑

i∈[s] fi(x) +
∑

i ̸=j λ
j
iβfi(x) =

∑
i∈[s](1 +

∑
j ̸=i βλ

j
i )fi(x) ≥

∑
i∈[s](1 +

∑
j ̸=i βλ

i
j)fi(x

∗)

– Pro 0 < λ∗
i := 1 +

∑
j ̸=i βλ

j
i dostaneme ∀x ∈ M :

(λ∗)T f(x) ≥ (λ∗)T f(x∗) .

Theorem: Postačuj́ıćı KKT podmı́nky

x∗ ∈ EV =⇒ ∃λ, ν ≥ 0 :

1. λT∇f(x∗) + νT∇g(x∗) = 0

2. νT g(x∗) = 0

Proof:

• x∗ ∈ EV =⇒ řeš́ı minλT f(x) : g(x) ≤ 0 pro λ ≥ 0 .

Theorem: Postačuj́ıćı KKT podmı́nky

x∗ ∈ M a splňuje KKT podmı́nky:

1. λ ≩ 0, ν ≥ 0

2. λT∇f(x∗) + νT∇g(x∗) = 0

3. νT g(x∗) = 0

Pak x∗ ∈ EV .

Proof:

• Podle KKT podmı́nek x∗ řeš́ı minλT f(x) : g(x) ≤ 0 .
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Lineárńı v́ıcekriteriálńı programováńı

Problem: Lineárńı vektorový program

minCx : Ax = b, x ≥ 0 .

Theorem: Vlastnosti eficientńıch řešeńı

Pro x0 ∈ M a (*): max eT y : x ∈ M, Cx+ y = Cx0, y ≥ 0 :

1. x0 ∈ E ⇐⇒ úloha má optimum (x0, 0) .

2. (x∗, y∗) optimum úlohy =⇒ x∗ ∈ E .

3. E = ∅ ⇐⇒ úloha neomezená.

Proof:

1. =⇒ Jinak x a y ≩ 0 př́ıpustné v (*) a Cx ≨ Cx0 .

⇐= Jinak pro Cx ≨ Cx0 máme y := Cx0 − Cx ≩ 0 a eT y > 0 .

2. Jinak pro Cx ≨ Cx∗ ≤ Cx0 máme y = Cx0 − Cx ≩ Cx0 − Cx∗ = y∗ , tedy eT y > eT y∗ .

3. =⇒ Omezená má optimum, které je eficientńı.

⇐= ∗ Jinak x1 ∈ E a z Isermanna ∃λ > 0 ∀x ∈ M : λTCx1 ≤ λTCx .
∗ Z neomezenosti ∃α ∈ R ∃x, y : x ∈ M, Cx + y = Cx0, eT y > α . Pro λmin := minλi > 0
máme spor

λT (Cx0 − Cx) = λT y > λminα
λTCx < λTCx0 − λminα

Theorem: Isermann ⋃
λ≩S MOPT(λ) = E

Proof:

⊆ Z KKT podmı́nek.

⊇ – Pro x0 ∈ E máme

0 = max eT y : x ∈ M, y = Cx0 − Cx ≥ 0

– Plat́ı bTu∗ + (Cx0)T v∗ = 0 pro optimum duálu

min bTu+ (Cx0)T v : ATu+ CT v ≥ 0, v ≥ e .

– Pro v := v∗ je u∗ optimum

min bTu : ATu ≥ −CT v .

– Duál

−min(v∗)TCx : Ax = b, x ≥ 0

má optimum x0 , protože

(−CT v∗)Tx0 = −(x0)TCT v∗ = bTu∗ .

Observation: Hledáńı řešeńı

1. Pokud E ̸= ∅ , tak najdeme eficientńı řešeńı z (*).

2. Aby skalarizace s λ > 0 byla omezená, duál AT y ≤ CTλ, λ ≥ e muśı mı́t řešeńı.

Theorem: Geometrie optim

E je sjednoceńı navazuj́ıćıch stěn M .

Proof:

• MOPT(λ) je stěna M .

• Spojité posouváńı λ chod́ı mezi kužely určuj́ıćı obory stability pro r̊uzné báze.
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4.5 Metody pro źıskáńı Pareto-optimálńıch řešeńı.

4.6 Úlohy lineárńıho programováńı s podmı́nkami celoč́ıselnosti,
resp. s binárńımi proměnnými.

Problem: IP

• MILP max cTx : Ax ≤ b, A, b, c ∈ Q, C ⊆ [n], ∀i ∈ C : xi ∈ Z
• IP C = [n]

• bIP l ≤ x ≤ u

• BP x ∈ {0, 1}n

Observation: MILP

Omezený IP → BP 0 ≤ x ≤ u =⇒ xi =
∑⌈log u⌉

k=0 2k(⟨xi⟩2)k

UM / TUM

Theorem: MI

MI := convM ∩ Zn je konvexńı polyedr.

Proof:

• x ∈ M =⇒ x =
∑

αivi +
∑

βjhj

Q := {
∑

αivi +
∑

βjhj | αi ≥ 0, eTα = 1, βj ∈ [0, 1]}
C := {

∑
βjhj | βj ≥ 0}

• M = Q+ C , chceme ukázat MI = QI + C

⊆ Máme x ∈ M ∩ Zn =⇒ x −
∑

⌊βj⌋hj =
∑

αivi +
∑

{βj}hj ∈ Q ∩ Zn . Proto x ∈ (QI + C) a
MI = conv(M ∩ Zn) ⊆ (QI + C) .

⊇ QI + C ⊆ MI + C = MI + CI ⊆ (M + C)I = MI .

Definition: UM / TUM

• A ∈ Zm×n je UM pokud ∀mxm subdeterminant je v {−1, 0, 1} .

• A ∈ Zm×n je TUM pokud ∀ subdeterminant je v {−1, 0, 1} .

Theorem: Hoffman / Kruskal

1. P := {x| Ax = b, x ≥ 0} pro A ∈ Zm×n řádu m je celoč́ıselný ∀b ∈ Zm ⇐⇒ A je UM.

2. P := {x| Ax ≤ b, x ≥ 0} pro A ∈ Zm×n je celoč́ıselný ∀b ∈ Zm ⇐⇒ A je TUM.

Proof:

1. =⇒ Mějme x = y+A−1
B ei ≥ 0 pro B př́ıpustnou, y ∈ Zn dost velký a b := ABx = ABy+ ei ∈ Zn . Pak

x doplněný nulama je vrchol, proto A−1
B ei = x− y ∈ Zn . Tedy A−1

B ∈ Z ∧ det(AB) det(A
−1
B ) =

1 =⇒ det(AB) = 1 .

⇐= Pro x vrchol s báźı B máme ABxB = b a x ∈ Zn z Cramerova pravidla xi =
det(Ai)
det(A) .

2. Použijeme 1. na {x| Ax+ Ix′ = b, x, x′ ≥ 0} , která je UM.

Theorem: UM / TUM

1. Neorientovaná IG je TUM ⇐⇒ G je bipartitńı.

2. Orientovaná IG je TUM
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Proof:

1. =⇒ BÚNO bez izolovaných vrchol̊u. Polyedr daný ATx = e, x ≥ 0 je neprázdný ( 12e) a omezený (suma
řádk̊u aTx = |V | pro a > 0) . Celoč́ıselný vrchol je řešeńı dávaj́ıćı partity podle xi = 0 .

⇐= Indukćı podle velikosti podmatice.

a) Dvě jedničky v každém sloupci daj́ı stejné součty řádk̊u podle partit a det = 0 .
b) Pokud máme někde jednu jedničku, pak Laplace̊uv rozvoj a IP.

Theorem: Cook

IP je silně NP-těžké.

Proof:

1. Těžkost redukćı SAT. (x ∨ ¬y) → x+ (1− y) ≥ 1 .

2. Pro φ složitost zápisu řádku (A|b) . Pokud M ∩Zn ̸= ∅ , pak ∃x∗ ∈ Zn vrchol MI se složitost́ı O(φn2) .

METODY

Algorithm: l-metoda

• Tabulka:
[ −c 0
−I 0
A b

]
• Inicializace: Pokud neplat́ı R1, ..., Rn ≻ 0 , přidáme eTx ≤ L a provedeme na něm pivot.

• Iterace:

– Pro

k = argmin{Ri,0| Ri,0 < 0}, Rl := arglexmin{ Rj

|Rk,j | |Rk,j < 0}

pivot

R′
l :=

1
−Rk,l

Rl, R′
j := Rj − Rk,j

Rk,l
Rl .

– Rl ≻ 0 ∧ Rk,l < 0 ∧ Rk,0 < 0 ∧ R′
0 = R0 − Rk,0

Rk,lRl
=⇒ R′

0 = R0
Rk,0

Rk,l
Rl ≺ R0 .

• Terminace:

1. Rk,0 < 0 ∧ Rk,0 ≥ 0 =⇒ neřešitelné.

2. R0 ≥ 0 =⇒ optimum.

3. Neomezenost s L =⇒ neomezená.

Algorithm: Prvńı Gomoryho

1. Vyřeš́ıme relaxaci

2. Pokud řešeńı neńı celoč́ıselné, přidáme řez a opakujeme.∑
{Rk,j}xNj

= {Rk,j}

Theorem: Prvńı Gomoryho

1. x∗ ∈ H−

2. M ∩ Zn ⊆ H+

Proof:

Algorithm: Druhý Gomoryho

1. Vyřeš́ıme relaxaci

2. Pokud řešeńı neńı celoč́ıselné, přidáme řez a opakujeme.
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∑
γjxNj = {Rk,0} pro γj :=


{Rk,j} Nj ∈ C, {Rk,0} ≥ {Rk,j}
{Rk,0}

1−{Rk,0} (1− {Rk,j}) Nj ∈ C, {Rk,0} < {Rk,j}
Rk,j Nj /∈ C, Rk,j ≥ 0
{Rk,0}

1−{Rk,0} (−Rk,j) Nj /∈ C, Rk,j < 0

Theorem: Druhý Gomoryho

1. Pro y ≤ x+ b, x, y ≥ 0, x ∈ R, y ∈ Z je y ≤ 1
1−{b}x+ ⌊b⌋ př́ıpustná.

2. x∗ ∈ H−

3. MC ⊆ H+

Algorithm: Branch and Bound

1. Vyřeš́ıme relaxaci

2. Nemáme optimum =⇒ neexistuje.

3. Optimum x ∈ MC =⇒ konec.

4. Jinak zvoĺıme k ∈ C, xk /∈ MC a rekurźıme na:

M1 := {x ∈ M | xk ≤ ⌊x0
k⌋}

M2 := {x ∈ M | xk ≥ ⌊x0
k⌋+ 1}

Observation: Branch and Bound

1. Výběr proměnné: k := argmaxi: x∗
i /∈Z min(d−i , d

+
i )

a) d−i = {x∗
i }, d+i = 1− {x∗

i }
b) d−i = d+i = |ci|
c) d−i = {x∗

i }|ci|, d+i = (1− {x∗
i })|c1|

2. Řezy: Přidáváme řádek do tabulky:

– M1 dá
∑

Rk,jxNj ≥ {Rk,0}
– M2 dá

∑
Rk,jxNj ≤ {Rk,0} − 1

4.7 Nelineárńı optimalizačńı problémy s podmı́nkami celoč́ıselnosti.

BENDERSOVA DEKOMPOZICE

Problem: Bendersova dekompozice

max cTx+ dT y : Ax+By ≤ b, x ≥ 0, y ∈ Y ̸= ∅ .

• Označ́ıme

– P (y) : max{cTx| Ax ≤ b−By, x ≥ 0}
– D(y) : min{(b−By)Tu| ATu ≥ c, u ≥ 0}
– U := {u| ATu ≥ c, u ≥ 0} ≠ ∅ jinak M neomezená nebo prázdná. Generátory v1, ..., vV , h1, ..., hH

. Předpokládáme (b−By)Thj ≥ 0 , jinak D(y) neomezená a P (y) nepř́ıpustná.

• Přeṕı̌seme

maxy∈Y {dT y + P (y)}
maxy∈Y {dT y +D(y)}

max(dT y +mini∈[V ](b−By)T vi) : y ∈ Y, ∀j ∈ [H] : (b−By)Thj ≥ 0

max z : y ∈ Y, ∀i ∈ [V ] : z ≤ dT y + (b−By)T vi, ∀j ∈ [H] : (b−By)Thj ≥ 0
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• Řeš́ıme ∗Pi,j

max z : ∀i ∈ I : z ≤ dT y + (b−By)T vi, ∀j ∈ J : (b−By)Thj ≥ 0

Algorithm: Bendersova dekompozice

1. Vyřeš PI,J .

– Optimum (y∗, z∗) .

– Neomezená (y∗, z∗) vrchol s neomezenou hranou

– Nepř́ıpuštná =⇒ konec.

2. Vyřeš D(y∗) .

– Neomezená s h∗ v v∗ , přidej do I, J a od začátku.

– Optimum v∗ .

a) Pokud z∗ ≤ dT y∗+(b−By∗)T v∗ , pak ∀i ∈ [V ] : z∗ ≤ dT y∗+(b−By∗)T vi =⇒ z∗ hodnota
optima y∗ , x∗ dopoč́ıtáme.

b) Jinak přidej do I .

LAGRANGEOVA DEKOMPOZICE

Problem: Lagrangeova relaxace

• P max cTx : Ax ≤ b, Dx ≤ d, 0 ≤ x ∈ Zn

• Pu max cTx+ uT (b−Ax) : x ∈ Q

• LR minPu : u ≥ 0

• Q := {x ∈ Zn| Dx ≤ d, x ≥ 0} .

Theorem: Lagrangeova relaxace

1. ∀u ≥ 0 : P ≤ Pu

2. (LR) = max{cTx| Ax ≤ b, x ∈ convQ}
3. P ≤ LR ≤ R

4. Q polyedr =⇒ LR = R

Proof:

1. Př́ıpustná řešeńı v P jsou př́ıpustná v Pu a cTx ≤ cTx+ uT (b−Ax) .

2. BÚNO Q = conv{v1, ..., vV } . Pak

minu ≥ 0Pu = minu≥0 maxi∈[q] c
T vi + uT (b−Avi) = min z : u ≥ 0, ∀i ∈ [q] : z ≥ cT vi + uT (b−Avi)

= max
∑

i∈[q](c
T vi)yi : eT y = 1, y ≥ 0,

∑
i∈[q](b−Avi)yi ≥ 0

Definition: Subgradient

Subgradient v u∗ pro f : Rn → R konvexńı je d ∈ Rn

splňuj́ıćı ∀u ∈ Rn : f(u) ≥ f(u∗) + dT (u− u∗) .

Theorem: Subgradient

x∗ optimum P (u∗) =⇒ f(u) má v u∗ subgradient b−Ax∗ .

Proof:

• Pro u ≥ 0 chceme

maxi∈[q](b−Avi)
Tu+ cT vi ≥ (b−Ax∗)Tu∗ + cTx∗ + (b−Ax∗)T (u− u∗) = (b−Ax∗)Tu∗ + cTx∗
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Algorithm: Subgradient

1. Vyřeš P (uk)

2. uk+1 = max(uk − αk(b−Axk), 0) pro αk → ∞ a
∑

αk → ∞ .

3. k = k + 1



Chapter 5

Parametrické programováńı a
intervalové metody

5.1 Parametrická skalarizace ve v́ıcekriteriálńı optimalizaci a vz-
tah s eficientńımi řešeńımi, speciálńı výsledky pro konvexńı a
lineárńı úlohy.

5.2 Intervalová soustava lineárńıch rovnic a nerovnic, r̊uzné typy
řešeńı.

Definition: Intervalová matice

• ∗A = [A,A] = {A ∈ Rm×n| A ≤ A ≤ A}

• Ac := A+A
2 , A∆ := A−A

2

• As,t := Ac −DsA
∆Dt

• bs := bc +Dsb
∆

• ∗AS := {A ∈ ∗A| A = AT }

Definition: Množina řešeńı

Pro ∗A, ∗b :

• Σ≤ := {x ∈ Rn| ∃A ∈ ∗A, ∃b ∈ ∗b : Ax ≤ b}
• Σ= := {x ∈ Rn| ∃A ∈ ∗A, ∃b ∈ ∗b : Ax = b}
• Σ≤

S := {x ∈ Rn| ∀A ∈ ∗A, ∀b ∈ ∗b : Ax ≤ b}
• Σ=

S := {x ∈ Rn| ∀A ∈ ∗A, ∀b ∈ ∗b : Ax = b}

Pro ∗A∀, ∗A∃, ∗b∀, ∗b∃ :

• Σ∀∃ := {x ∈ Rn| ∀A∀ ∈ ∗A∀ ∀b∀ ∈ ∗b∀ ∃A∃ ∈ ∗A∃ ∃b∃ ∈ ∗b∃ : (A∀ +A∃)x = b∀ + b∃}

Theorem: Oettli-Prager a Gerlach

1. Σ= = {x ∈ Rn| |Acx− bc| ≤ A∆|x|+ b∆}
2. Σ≤ = {x ∈ Rn| Acx ≤ A∆|x|+ b}

Corollary:

• ∗Ax = ∗b ≈ ∗Ax ≤ ∗b ∧ ∗Ax ≥ ∗b
• Množina řešeńı je konvexńı polyedr v každém ortantu.

41
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Theorem: Rohn

Σ≤
S = {x ∈ Rn| x = x+ − x−, Ax+ −Ax− ≤ b, x+, x− ≥ 0}

Theorem: Rohn

∗Ax = ∗b, x ≥ 0 silně řešitelná ⇐= > ∀s ∈ {1}n : As,ex = bs, x ≥ 0

Theorem: Rohn

Σ∀∃ = {x ∈ Rn| |Acx− bc| ≤ ((A∃)∆ − (A∀)∆)|x|+ (b∃)∆ − (b∀)∆}

5.3 Vlastnosti intervalových matic: regularita, vlastńı č́ısla.

REGULARITA

Definition: Regularita

∗A je regulárńı pokud ∀A ∈ ∗A je regulárńı.

Theorem: Jansson

Pro Σ ̸= ∅ :

1. ∗A regulárńı =⇒ Σ souvislá a kompaktńı

2. ∗A neńı regulárńı =⇒ každý komponenta souvislosti neomezená

Proof:

1. x = A−1b spojitá funkce na kompaktu

2. – Pokud je kompoenta K omezená, máme A0x0 = b0 s A0 regulárńı a ∃A1 singulárńı.

– Na úsečce z A0 do A1 najdeme 0 < λ∗ := inf{λ ∈ [0, 1] : A(λ) singulárńı} .

– x(λ) je spojitá funkce λ ∈ [0, λ∗) , takže x(λ) ∈ K .

– Najdeme posloupnost v [0, λ∗) → λ∗ a podposloupnost aby x(λi) → x∗ ∈ K . Pak

A(λ∗)x∗ = limi→∞ A(λi) limi→∞ x(λi) = limA(λi)x(λi) = b0 .

– Ze singularity A(λ∗) je množina řešeńı A(λ∗)x∗ = b0 neomezená a v K !

Theorem: Postačuj́ıćı podmı́nka

Pokud Ac = In a ρ(A∆) , pak je ∗A regulárńı.

Proof:

• Pro A ∈ ∗A máme |A− In| = |A−A∆| ≤ A∆ , tedy ρ(A− In) ≤ ρ(A∆) < 1 .

Corollary: Beeck

ρ(|(Ac)−1|A∆) < 1 =⇒ ∗A regulárńı.

Theorem: Nutná podmı́nka

∃i ∈ [n] : (A∆|(Ac)−1|)i,i ≥ 1 =⇒ ∗A neńı regulárńı.

Proof:

• Vezmeme x jako i -tý sloupec (Ac) a pak ∗A(Ac)−1 = [In −A∆|(Ac)−1|, In +A∆|(Ac)−1|] .
• Pak i -tý sloupec obsahuje nulu ⇐⇒ (A∆|(Ac)−1|)i,i ≥ 1 .

Theorem: Těžkost

Test regularity ∗A je co-NP těžké i pro Ac ≥ 0, Ac ≻ 0, Ac ∈ Qn×n a A∆ = eeT .
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VLASTNÍ ČÍSLA

Definition: Vlastńı č́ısla

λi(∗AS) := {λi(A)| A ∈ ∗AS}

Observation: Vlastńı č́ısla

1. Kompaktńı interval ze spojitosti vlastńıch č́ısel.

2. Jeden nemůže být ve vnitřku jiného.

Theorem: Vlastńı č́ısla

λi(∗AS) ⊆ [λi(A
c)− ρ(A∆), λi(A

c) + ρ(A∆)]

Proof:

• Podle Weylovy věty:

Pro B,C symetrické: λi(B) + λn(C) ≤ λi(B + C) ≤ λi(B) + λ1(C) .

• Pro A ∈ ∗A máme

λi(A) = λi(A
c + (A−Ac)) ≤ λi(A

c) + λ1(A−Ac) ≤ λi(A
c) + ρ(A−Ac) ≤ λi(A

c) + ρ(|A−Ac|) ≤
λi(A

c) + ρ(A∆) .

Theorem: Hertz

1. λ1(∗AS) = maxs∈{1}n λi(A−s,s)

2. λn(∗A
S) = mins∈{1}n λn(As,s)

Proof:

• Jinak ∃A ∈ ∗AS : λ1(A) > maxs∈{1}n λi(A−s,s) , tedy Ax = λ1(A)x pro x ̸= 0 a ||x||2 = 1 .

• Pro s := sgn(x) z Rayleigh-Ritz věty:

λ1(A) = maxx: ||x||2=1 x
TAx ,

λn(A) = minx: ||x||2=1 x
TAx .

dostaneme spor

λ1(A) = xTAx =
∑

i,j∈[n] xixjAi,j ≤
∑

i,j∈[n] xixj(A−s,s)i,j = xTA−s,sx ≤ maxy: ||y||2=1 y
TA−s,sy =

λ1(A−s,s) .

Theorem: Těžkost

Následuj́ıćı testy jsou NP-těžké:

1. λ1(∗AS) > 0

2. λ1(∗AS) ≥ 0

3. λn(∗A
S) < 0

4. λn(∗A
S) ≤ 0
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5.4 Deterministická globálńı optimalizace, horńı a dolńı odhady na
účelovou funkci a optimálńı hodnotu.

Problem: Globálńı optimalizace

f∗ := min f(x) : pro h, g spojité:

• ∀i ∈ I : hi(x) = 0

• ∀j ∈ J : gj(x) ≤ 0

• x ∈ ∗x0

Observation: Těžkost

• Řešitelnost diofantických rovnic p(x) = 0 je těžká.

• Řešitelnost p(x)2 −
∑

sin(xiπ)
2 = 0 je těžká.

• Proto minimalizace levé strany je těžká.

Algorithm: Branch and Bound

1. L := {∗x0}, S = ∅
2. c∗ := ∞
3. While L ̸= ∅ :

4. Vybereme ∗x ∈ L .

5. Kontrahujeme ∗x .

6. Pro x ∈ ∗x př́ıpustné aktualizujeme c∗ .

7. Pokud maxx∆
i ≤ ϵ , pak S < − ∗ x .

8. Jinak L < −{∗xi} < − ∗ x .

9. Vrát́ıme S

Observation: Kontrakce

• Zmenšujeme ∗x , aniž bychom odstranili globálńı minima. Můžeme dostat ∗x = ∅ .

• Přidáme f(x) ≤ c∗ jako podmı́nku.

1. Pokud ∗x ⊆ M :

– Přidámě podmı́nku ∇f(x) = 0 .

– Pokud ∇2f(∗x) neobsahuje PSD matici, vyhod́ıme ∗x .

2. Jinak použijeme KKT podmı́nky a dostaneme čtvercový systém ∃λ ≥ 0, µ, x :

a) ∇f(x) + λT∇g(x) + µT∇h(x) = 0

b) λT g(x) = 0

c) x ∈ M

3. Použijeme Newton̊uv nebo Krawczyk̊uv kontraktor.

Observation: Děleńı boxu

• Děleńı boxu v ose k :

a) k := argmaxx∆
i

b) k := argmaxx∆
i

(
∇f(x)
∇xi

(∗x)
)∆

c) Lookahead
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OBRAZ FUNKCE

Algorithm: Intervalová aritmetika

• Přirozené intervalové rozš́ı̌reńı nebo

• Pro polynomy použijeme Hornerovo schéma.

Algorithm: Test monotónnosti

• Spočteme obálku ∗f ′
xi
(∗x) a testujeme, jestli překračuje nulu.

Algorithm: MVF

• Z MVT ∀a, x ∈ ∗x ∃x ∈ ∗x : f(x) = f(a) +∇f(x)T (x− a) . Intervalové rozš́ı̌reńı

f(∗x) ⊆ f(a) +∇ ∗ f(∗x)T (∗x− a) =
∑

f ′
xi
(∗x1, ..., ∗xn)(∗xi − a) .

Pro a = xc a ∇ ∗ f(∗x) isotonńı v inkluzi je MVT isotonńı v inkluzi.

• Těsněǰśı obálku dostaneme po složkách

f(x) = f({xi}i∈[n−1], an) + f ′
xn
({xi}i∈[n−1], cn)(xn − an)

=
f({xi}i∈[n−2], {ai}i∈[n]\[n−2])+f ′

xn−1
({xi}i∈[n−2], cn−1, an)(xn−1−an−1)+f ′

xn
({xi}i∈[n−1], cn)(xn−an)

...

= f(x) +
∑

k∈[n] f
′
xk
({xi}k−1, ck, {ai}[n]\[k])(xk − ak)

proto

f(∗x) ⊆ f(a) +
∑

k∈[n] f
′
xk
({∗xi}k−1, ck, {ai}[n]\[k])(∗xk − ak)

Algorithm: Slopes

• Protože f(x) = f(a) + f(x)−f(x)
x−a (x− a) , definujeme

Sf (x, a) :=

{
f(x)−f(a)

x−a x ̸= a

f ′(x) x = a
.

• Intervalové rozš́ı̌reńı

f(∗x) ⊆ f(a) + Sf (∗x, a)(∗x− a) .

• Můžeme aplikovat aritmetická pravidla pro výpočet Sf (x, a)

OBÁLKY NELINEÁRNÍCH SYSTÉMŮ

Algorithm: Intervalová linearizace

• Z MVT ∀a, x ∈ ∗x ∃c ∈ ∗x ∀x ∈ ∗x : f(x) = f(a) +∇f(x)T (x− a) . Intervalové rozš́ı̌reńı ∀x ∈ x

f(x) ⊆ f(a) +∇f(∗x)T (x− a) ,

takže obalujeme lineárńı intervalovou funkćı. Pro x∗ ∈ ∗x kořen 0 ∈ f(x0) +∇f(∗x)T (x∗ − a)

0 ∈ f(a) +∇f(∗x)T (x∗ − a)

Algorithm: Newton̊uv kontraktor

N(∗x, x0) := □{x ∈ Rn| ∃A ∈ ∇f(∗x) : A(x− x0) = −f(x0)}

• Najdeme obálku ∗y pro ∇f(∗x)y = −f(x0) a vrát́ıme N(∗x, x0) = x0 + ∗y .

Algorithm: Krawczyk̊uv kontraktor

K(∗x, x0, C) := x0 − Cf(x0) + (In − C∇f(∗x)(∗x− x0))

• Často C ≈ ∇f(x0)−1 .
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OBÁLKY PODMÍNEK

Algorithm: Branch and Prune

Algorithm: Contraint propagation

HORNÍ ODHADY

• Bez rovnic: Libovolné řešeńı.

• S rovnicemi: Zafixujeme n− |I| proměnných např podle nejmenš́ıho gradientu. Na čtvercový systém
h(x) = 0 aplikujeme intervalovou Newtonovou metodu.

DOLNÍ ODHADY

Algorithm: Konvexńı underestimator pro bilineárńı funkce

• Pro y ∈ ∗y, z ∈ ∗z máme yz ≥ max{yz + yz − yz, yz + yz − yz}
• Můžeme použ́ıt pro xyz = xy′ .

Algorithm: Konvexńı underestimator pro obecné funkce

• Pro f(x) ∈ C2 a parametry α definujeme g(x) := f(x) + (x− x)TDα(x− x) .

• Hledáme α aby ∇2f(∗x) + 2Dα ⪰ 0 nebo jednodušeji β aby ∇2f(∗x) + 2βIn ⪰ 0 .

• Polož́ıme β := − 1
2λn(∇2f(∗x)) .
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