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3. června 2026

Verze 1
Verze 2: Minimálńı kostry: Cleanup a pozn., že algoritmy z GA2 netřeba umět.
Verze 3: LCA: Oprava časové složitosti makrostuktury. Karger-Stein: Mysĺım, že v́ım jak imple-
mentovat vážené hrany.
Verze 4: Karger-Stein: Fix typo. Tranzitivńı uzávěr: Doplněn rozděl a panuj algoritmus.
Verze 5: Minimálńı kostry: Kontr. bor̊uvka z paralelńıch hran nechá vždy nejlehč́ı, ne nejtěžš́ı.
Nadpis

”
O následuj́ıćıch algoritmech stač́ı jen vědět“ rightarrow

”
Stač́ı jen vědět, že následuj́ıćı alg.

existuj́ı“. Fredman-Tarjan je lin. pro ∃k : m ∈ Ω(n log(k) n). Union-Find: Má složitost O(α(m,n)),
ne O(α(n, n)), odebráno TODO.

Tento dokument jsem sepsal zat́ımco jsem se učil na státnicový okruh Grafové algoritmy. Snaž́ım
se zde shrnout všechnu látku z magisterských Diskrétńıch model̊u i bakalářské Obecné informatiky,
s kterou jsem se potkal a mysĺım si, že spadá do tohoto okruhu. Je toho opravdu hodně. Už jsem
výběr trochu prořezal – odsunul jsem některé věci do druhé sekce. Pravděpodobně se ale ani všechno
z prvńı sekce nebudu učit. Každopádně doufám, že tento výčet poslouž́ı mně i ostatńım jako dobrý
startovńı bod při učeńı se na státnice. Hodně štěst́ı!

1 O čem se dá mluvit

1.1 Pokročilé algoritmy pro nejkratš́ı cesty

Pozn.: V tomhle podtématu předpokládáme no negative cycles.

Algoritmus: Bellman-Ford-Moore O(nm), ale umı́ se vypořádat s negativńımi hranami

Věta: Dijkstra nikdy znovu neotevře uzavřený vrchol a zav́ırá vrcholy v pořad́ı, kde neklesá d(s, v).

Pozn.: Dijkstra udělá O(n)× Insert, O(n)× ExtractMin a O(m)× Decrease

DS Insert ExtractMin Decrease Dijkstra
Pole 1 n 1 O(n2)

Bin. halda log n logn logn O((m+ n) logn)
d-reg. halda O(logn/ log d) O(d · logn/ log d) O(log n/ log d) O((m+ dn) logn/ log d)
m
n -reg. halda O(m log n/ log m

n )
Fibbonacci O(1) O(log n) O(1) O(m+ n log n)

Délky ≤ L O(1) O(logL/ log logL) O(1) O
(
m+ n · logL

log logL

)
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Pozn.: Posledńı halda pracuje na celých č́ıslech. Dá se rozš́ıřit i na neceloč́ıselné hodnoty, ale pak
muśım uvažovat L′ := L/λ,∀e : λ ≤ l(e) ≤ L

Pozn.: Na d := m
n jsme přǐsli tak, že jsme chtěli, aby oba členy (m · zlomek+n · zlomek) byly stejné

(to je asymptoticky opt.).
Efektivně se složitost pak volně pohybuje mezi polem a bin. haldou. Medvěd ř́ıká, že v praxi je to

lepš́ı, než Fibonacciho halda (v té se prý skrývaj́ı ošklivé konstanty).

Pozn.: Relaxačńı algoritmy jako Dijkstra a Bellman-Ford řeš́ı single-source-shortest-paths. Medvěd:
Vlastně se nev́ı, jak využ́ıt toho, že reálně chceme řešit point-to-point-shortest-path k vylepšeńı
asymptotiky. Ale máme heuristiky!

Heuristika: Zastav, když uzavřeš ćılový vrchol

Heuristika: Prohledávej ze zdroje i z ćıle najednou (je třeba dokázat)

Definice: Potenciál φ : V → R+
0

Definice: Reduced length lφ(uv) := l(uv) + φ(u)− φ(v)

Pozorováńı: Reduced délka cesty P se zteleskopuje na l(P ) +φ(u)−φ(v). Tedy nejkraťśı cesta je
nejkraťśı i po redukováńı délek.

Definice: Feasible potenciál ∀e : lφ(e) ≥ 0

Věta: Pokud no negative cycles, existuje feasible potenciál (pomoćı extra vrcholu a BFM)

Pozn.: S t́ımhle potenciálem lze pustit Dijkstru i na grafy s negativńımi hranami.

Algoritmus: A* ψ(v) := dolńı odhad na d(v, t). Zav́ıráme vždy vrchol s nejmenš́ım h(v) + ψ(v)
(h(v) je délka dosud nalezené nejkraťśı cesty do v).

Věta: A* je ekvivalentńı s Dijkstrou s potenciálem −ψ

1.2 Tranzitivńı uzávěr

Pozn.: Zařazuji sem i all-pairs-shortest-paths, protože ty dva problémy úzce souviśı.

Pozorováńı: Taky bychom mohli prostě n-krát iterovat a dostat z Fibonacciho Dijkstry O(mn +
n2 log n) APSP (ale FW je lehč́ı na implementaci) a z BFSka O(mn) tranz. uzávěr.

Algoritmus: Floyd-Warshal Dk
i,j := i, j vzdálenost pokud povoĺıme jen vi, vj , v1, . . . , vk

O(n3) time, O(n2) space.

Pozn.: FW se dá modifikovat, aby nejen našel vzdálenosti, ale také našel ty cesty.

Pozn.: Floyd-Warshal se dá použ́ıt pro řešeńı jiných problém̊u. Např. neǰsiřš́ı cesta, nejpravděpodobněǰśı
cesta, konstrukce gramatiky pro daný konečný automat.

Trik je v tom nahradit operace. Třeba u neǰsirš́ı cesty má neexistuj́ıćı walk hodnotu −∞, prázdný
walk hodnotu +∞, walk o jedné hraně prostě š́ıřku té hrany, množina dvou walk̊u maximum š́ıřek
těch walk̊u, konkatenace dvou walk̊u minimum š́ıřek.

Pokud bychom chtěli být fancy, uchopili bychom to jako homomorfismy z nějaké obecné algebry
walk̊u. Tak se to kinda vykládá na GA1. Ale to jde pro účely státnic asi moc do hloubky.

Definice: (⊕,⊗)-produkt matic. Necht’ ⊕ je komutativńı a asociativńı a ⊗ je asociativńı.

Cij :=
⊕
k

Aik ⊗Bkj

Algoritmus: (∨,∧)-produkt matic dává O(nω log n) tranz. uzávěr.
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Pozn.: (min,+)-produkt matic by dával APSP vzdálenosti, ale protože min nemá inverz, nelze
použ́ıt ty nejchytřeǰśı algoritmy násobeńı matic, a tak z̊ustáváme na O(n3/ logn) násobeńı, s č́ımž
FW nepřekonáme.

Algoritmus: Rozděl a panuj zrychleńı tranz. uzávěru

• O(nω)

• Rozděĺıme vstupńı matici sousednosti a výstupńı matici dosažitelnosti na čtyři podmatice a
ukážeme, že je vlastně potřeba spoč́ıtat na každé úrovni rekurze jen dva podproblémy, ne čtyři.

• Pak dominantńı je kořen stromu rekurze, kde nejv́ıce času zabere násobeńı (konstantně mnoha)
matic → O(nω).

Myšlenky algoritmu: Seidel̊uv algoritmus O(nω log n) full APSP, ale jen pro unweighted

1.3 Toky v śıt́ıch

Algoritmus: Tokové z bakaláře

• Ford-Fulkerson O(nm2) (ale muśıme hledat nejkraťśı (neváženou) cestu, také se tomu ř́ıká
Edmonds-Karp̊uv algoritmus)

• Dinic O(n2m)

• Goldberg O(n2m), asi stač́ı znát jenom základńı princip. Hvězdou je tady Dinic.

Algoritmus: Dinic s Link/cut stromy O(nm · log n) Prý rychlé i v praxi.

Analýza: Dinic na jednotkových vahách

• O(m3/2)

• Θ(
√
n ·m) pro min(degin(v), degout(v)) ≤ 1

• Θ(n2/3 ·m) pro non-multigrafy

(pro ty Θ jsme si ukazovali jenom O d̊ukaz)

Algoritmus: Varianty Dinice pro celoč́ıselné kapacity ≤ C

• O(nm+ n2C)

• O(nm · logC)

Pozn.: Neprobrané algoritmy:

• 3 indians (varianta Dinice) O(n3)

• Orlin O(nm) (to překonává 3 indy, ty celoč́ıselné algoritmy a link-cut trees, ne? leda že oni
jsou praktičtěǰśı)

• V roce 2022 O(m1+ϵ), ∀ϵ ≥ 0
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1.4 Řezy

Pozn.: Pozor na rozd́ıl mezi libovolným (mysĺım, že se mu ř́ıká globálńı) řezem a st-řezem.
U globálńıho řezu uvažujeme neorientovaný nevážený graf (Ale Karger-Stein lze upravit pro

vážený graf – složitost neńı závislá na počtu hran, tak prostě použij multihrany, popř. reálná č́ısla
jako počty hran. Mysĺım, že algoritmus s t́ımhle v poho bude fungovat.)

Věta: Velikost maximálńıho toku = velikost minimálńıho st řezu.

Algoritmus: Globálńı řez pomoćı tokového algoritmu najdu tak, že si zafixuji jeden vrchol s a pak
najdu minimálńı st řez pro každé t.

Algoritmus: Globálńı separátor (vrcholová souvislost) pomoćı tokového algoritmu: Rozděĺım si
každý vrchol na dva. Ale ted’ jsem si mohl jako s zafixovat jeden z vrchol̊u separátoru! Takže zkouš́ım
r̊uzné volby s, dokud nenajdu separátor menš́ı než počet s, které jsem dosud vyzkoušel.

Algoritmus: Contract

1. Dokud n > l:

2. Vybereneme hranu e ∈ E rovnoměrně náhodně

3. Zkontrahujeme hranu e, smyčky odstrańıme, para. hrany ponecháme

• Řez pak najdeme bruteforcem

• Celou věc iterujeme – tomu Wikipedie ř́ıká
”
Karger̊uv algoritmus“.

Myšlenky analýzy: Karger

• Řez neznič́ıme s pvd. c/n2, kde c je závislé na l. S iterováńım a e−x ≥ 1 − x máme pvd.

úspěchu 1− e−cK/n2

. Pro K ∈ Ω(n2 log n) stlač́ıme pvd. neúspěchu pod libovolný polynom.

• Graf reprezentujeme matićı sousednosti, kde prvky jsou počty paralelńıch hran.

• Kontrakce běž́ı v O(n), zkontrahováńı až do l zvládneme v O(n2), takže celkem O(n4 log n)
pro inverzně polymiálńı pvd. neúspěchu.

Algoritmus: MinCut

1. Pokud n ≤ 7, najdeme řez hrubou silou

2. l := ⌈n/
√
2 + 1⌉

3. C1 := MinCut(Contract(G, l))

4. C2 := MinCut(Contract(G, l))

5. Vrát́ıme menš́ı z C1, C2

• Celý Karger-Stein je pak iterováńı MinCut.

Myšlenky analýzy: Karger-Stein

• Problém se zmenšuje o
√
2, takže O(log n) vrstev rekurze

• Nakonec se dobereme k O(n2 log n) runtimu MinCut

• Poč́ıtáme pvd. úspěchu na podproblému na i-té vrstvě jako rekurenci.

• Celkově O(n2 log3 n) pro inverzně poly. pvd. neúspěchu.
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1.5 Link/cut stromy

Datová struktura: Heavy-light dekompozice (HLD)

• Máme váhy bud’ na hranách nebo na vrcholech

• Queries přes cesty (např. minimum)

• Bodové (hrana/vrchol) a cestové updaty (např.
”
přičti δ všude po cestě“)

• Těžká hrana je ta, na které viśı v́ıc jak p̊ulka podstromu.

• Základńı vlastnosti:

1. Z každého vrcholu dol̊u vede nejvýše jedna těžká hrana.

2. Každý vrchol nálež́ı do přesně jedné těžké cesty.

3. Každá cesta z kořenu do listu obsahuje nejvýše log n lehkých hran.

• Intervalové stromy nad heavy paths → path ops v O(log2 n) worst-case (ale tohle Link/Cut
stromy překonaj́ı).

• Pokud nechceme umět updatovat ani strukturu ani váhy, m̊užeme si nav́ıc k intervalovým
strom̊um předpoč́ıtat suffixy a odpov́ıdat v O(logn).

Datová struktura: Link/cut stromy

• Dynamická varianta HLD (tedy ted’ uvažujeme les).

• Interface: Parent(v), Root(v), Cut(v), Link(u, v), Cost(v), PathCost(u, v), SetCost(v),

PathUpdate(v, delta), Evert(v) (ten udělá z v kořen)

• Jakmile přejdeme na link/cut stromy z HLD, časové složitosti jsou amortizované (existuje i
worst-case verze, ale Medvěd ji neukazoval) – O(logn)

• A taky už hranám neř́ıkáme těžké a lehké, ale tlusté a tenké.

• A taky už neplat́ı vlastnost 3.

• A taky použ́ıváme splay stromy mı́sto intervalových strom̊u.

• Interface operace využ́ıvaj́ı interńı operaci Expose(v) – z v udělá prvńı (nejnǐzš́ı) vrchol tlusté
cesty do kořene.

Myšlenky analýzy: Operace na Link/cut stromech v amort. O(logn) Analýza je založená na
analýze splay strom̊u. s(v) je tentokrát počet descendants včetně těch dosažitelných tenkými hra-
nami. r(v) := log s(v) jako u splay strom̊u. Naučil bych se asi akorát tolik, aby mi dávalo smysl,
jak jsou implementované operace.

Algoritmus: Dinic s Link/cut stromy O(nm · log n) Prý rychlé i v praxi.
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Zdroje

Lecture Notes on Data Structures extra chapter "50. Graph data structures"

https://kam.mff.cuni.cz/~mares/video/ls2324/ds2/07-linkcut.mp4

https://kam.mff.cuni.cz/~mares/video/ls2324/ds2/08-linkcut2-semigroup.mp4

https://kam.mff.cuni.cz/~mares/video/ls2526/ds2/06-linkcut.mp4

1.6 E-T stromy, plně dynamické udržováńı komponent souvislosti

Pozn.: (a, b)-stromy maj́ı O
(

logn
log a

)
Find a O

(
b · logn

log a

)
Insert a Delete.

Datová struktura: E-T stromy

• Ukládá Eulerian-Tour sekvence jako listy (a, b)-strom̊u

• Nab́ıźı Cut, Reroot, Link, FindRoot, vše v O(1) operaćıch na (a, b)-stromě

• Tyhle operace nám př́ımočaře dávaj́ı dynamickou konektivitu na lese.

Pozn.: Zat́ımco Link-Cut stromy nám dávaj́ı efektivńı operace na cestách, E-T stromy nám dávaj́ı
efektivńı operace na podstromech. Např. některé vrcholy p̊uvodńıho stromu obarv́ıme černě. Info, že
vrchol je černý, si udržujeme v aktivńıch exterńıch nodech. Interńı nody si pamatuj́ı počet černých
vrchol̊u pod sebou. Pokud chceme vědět, kolik černých vrchol̊u je v podstromu, m̊užeme ho odř́ıznout a
pak se pod́ıvat do kořene. Tohle celé je dynamické. M̊užeme měnit barvu vrchol̊u a m̊užeme přidávat
a ub́ırat hrany.

Datová struktura: Dynamická konektivita na grafu (Holme, De Lichtenberg, Thorup)

• Jde primárně o zachováváńı dvou invariant̊u

• Použijeme-li a ∈ O(logn), b ∈ O(a), dostaneme DS s O
(

logn
log logn

)
worst-case query a O

(
log2 n

)
amort. update

Zdroje

The Saga of Minimum Spanning Trees (dizertace Martina Mareše): "5.2 Eulerian

Tour trees", "5.3 Dynamic connectivity"

https://kam.mff.cuni.cz/~mares/video/zs2021/ga/2021-01-06.mp4

1.7 Společńı předch̊udci ve stromech (LCA)

Pozn.: Lowest Common Ancestor (LCA) úzce souviśı s Range Minimum Query. RMQ lze převést na
LCA a to zase lze převést na RMQ±1 (posloupnost v každém bodě roste nebo klesá o 1). RMQ±1 pak
vyřeš́ıme v O(n) předzpracováńı a O(1) query a t́ım źıskáme stejné časy i pro ostatńı dva problémy.

Pozorováńı: Pokud se mi nechce předpoč́ıtávat, m̊užu
”
paralelně“ lézt z obou vrchol̊u vzh̊uru –

O(min(vzdálenosti těch dvou od LCA))

Algoritmus: Převod LCA na RMQ±1 Jednoduchý.

Algoritmus: Převod RMQ na LCA Pomoćı kartézských strom̊u.

Algoritmus: RMQ±1
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• Dekompozice do blok̊u (velikosti b := 1/2 log n)

• Mikrostruktury uvnitř blok̊u, makrostruktura nad nimi

• Mikrostruktura
”
bruteforce“ předpoč́ıtáńı všech dvojic – O(n2) preprocess, O(1) query.

• Makrostruktura si předpoč́ıtá nadbloky obsahuj́ıćı počty blok̊u odpov́ıdaj́ıćı mocninám dvojky
(mohou zač́ınat na kterémkoliv indexu) – O(n logn) preprocess, O(1) query.

• Samozřejmě pak analýza časové složitosti.

Zdroje

Krajinou grafových algoritmů str 58, 59

1.8 Minimálńı kostry

Algoritmus: Kostry z bakaláře Bor̊uvka, Jarńık, Kruskal. Všichni běž́ı v O(m log n) a jsou
instancemi red-blue algoritmu. Kruskal potřebuje union-find běž́ıćı aspoň v O(log n).

Definice:

• T [x, y] := cesta v T spojuj́ıćı x, y

• Hrana e je T -light iff ∃f ∈ T [e] : w(f) > w(e)

Věta: T je minimálńı kostra iff neexistuje T -light hrana

Algoritmus: Red-blue metaalgoritmus Nabarvi nejlehč́ı hranu elementárńıho řezu modře nebo
nabarvi nejtěžš́ı hranu cyklu červeně (správnost ez snad krom dokázáńı, že vše bude nabarveno).

Algoritmus: Kontrahuj́ıćı Bor̊uvka Zahazuje smyčky. Z paralelńıch hran vždy zahod́ı všechny
kromě nejlehč́ı (red rule).

Je třeba rozmyslet, aby kontrakce v každé fázi proběhly v O(m). (vypadá ez)

Analýza: Kontrahuj́ıćı Bor̊uvka O(min(n2,m log n))

Analýza: Kontr. Bor̊uvka s omezenou hustotou Na tř́ıdách graf̊u s konstantou shora ome-
zenou m/n běž́ı v O(n)

Fakt: Minor-closed tř́ıdy graf̊u maj́ı omezené m/n. To jsou třeba rovinné grafy.

Analýza: Jarńık s Fibonacciho haldou O(n log n+m), takže pro tř́ıdy graf̊u s m/n ∈ Ω(log n) běž́ı
v O(m)

Myšlenky algoritmu: Fredman-Tarjan Kombinuje chytře Jarńıka a kontrahuj́ıćıho bor̊uvku O(m·
log∗ n)

Je lin. pro ∃k : m ∈ Ω(n log(k) n).
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Stač́ı jen vědět, že následuj́ıćı alg. existuj́ı

Myšlenky algoritmu: Verifikace minimality v O(m) Použ́ıvá Bor̊uvka trees, muśıme ukázat že
stač́ı lineárně mnoho porovnáńı vah hran a pak ještě algoritmus, který je v lineárńım čase najde

Myšlenky algoritmu: Karger-Klein-Tarjan Vycháźı z verifikace minimality. Expected O(m).

Pozn.:

• Pettie-Ramachandran je optimálńı ač nikdo nev́ı, co je optimálńı časová složitost. Učili jsme
se ho na GA2, ale na státnice bych ho úplně vynechal.

• Neučili jsme se: O(m) pro celoč́ıselné váhy, Chazelle O(m · α(m,n))

1.9 Testováńı rovinnosti graf̊u a kresleńı do roviny

Pozn.:

• DFS nám spoč́ıtá:

– Enter(v) – kdy DFS vstoupilo

– Ancestor(v) – nejnǐzš́ı Enter(u) pro zpětné hrany vedoućı z v do zpět do u

– LowPoint(v) – nejnǐzš́ı Ancestor podstromu v

• 2-souvislé
”
bloky“. Mosty v nakresleńı zdvojujeme.

• Exterńı je zpětná hrana vedoućı do nenakresleného, jej́ı koncový vrchol, jeho blok a všechny
bloky a artikulace nad ńım.

• Živý je koncový vrchol zpětné hrany do zpracovávaného vrcholu jeho blok a všechny bloky a
artikulace nad ńım.

• Exterńı vrcholy nesmı́me překlenout. Tomu se bráńıme překlápěńım blok̊u. Děláme to ĺıně,
šetř́ıme tak čas, př́ıznaky v artikulaćıch.

• Pro zrychleńı: obcháźıme jen živý podgraf.

Algoritmus: Kresleńı do roviny v O(n)

1. Pokud má graf v́ıce než 3n− 6 hran, odmı́tneme ho rovnou jako nerovinný

2. Prohledáme graf G do hloubky, spočteme Enter, Ancestor a LowPoint všech vrchol̊u.

3. Vytvoř́ıme BlockList všech vrchol̊u přihrádkovým tř́ıděńım.

4. Procháźıme vrcholy v pořad́ı klesaj́ıćıch Enter̊u, pro každý vrchol v:

(a) Nakresĺıme všechny stromové hrany z v jako triviálńı bloky (2-cykly).

(b) Označ́ıme živý podgraf.

(c) Pro každého syna vrcholu v obcháźıme živý podgraf nálež́ıćı k tomuto vrcholu v obou
směrech a kresĺıme zpětné hrany do v.
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(d) Zkontrolujeme, zda všechny zpětné hrany vedoućı do v byly nakresleny, a pokud ne,
prohláśıme graf za nerovinný a skonč́ıme.

5. Projdeme hotové nakresleńı do hloubky a zorientujeme seznamy soused̊u.

Pravidlo 1: V každém živém vrcholu zpracováváme nejdř́ıve zpětné hrany do v, pak podř́ızené
živé interńı bloky a konečně podř́ızené živé exterńı bloky.
Pravidlo 2: Pokud vstouṕıme do daľśıho bloku, vybereme si směr, ve kterém budeme pokračovat,
následovně: preferujeme směr k živému interńımu vrcholu, pokud takový neexistuje, pak k živému
exterńımu vrcholu. Pokud se tento směr lǐśı od směru, ve kterém jsme zat́ım hranici obcházeli, blok
překloṕıme.

Myšlenky analýzy: Když alg. nenakresĺı zpětnou hranu, graf neńı rovinný Ukazujeme, že je
př́ıtomný K5 nebo K3,3 minor

Zdroje

Krajinou grafových algoritmů: Kapitola 11
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https://kam.mff.cuni.cz/~mares/video/ls2526/ga2/02-rovinne-kresleni.mp4

1.10 Union-find

Pozn.: Použ́ıváme n pro počet vrchol̊u, na kterých pracujeme am pro počet operaćı, které provád́ıme.
Pokud zač́ınáme s izolovanými vrcholy, n ∈ O(m) a složitosti se pak zjednoduš́ı na O(logn) nebo
O(α(m,n)) za operaci.

Analýza: Union by rank O(log n) na operaci Stromeček ranku r má alespoň 2r vrchol̊u.
(Indukćı, jediný zp̊usob jak zvěťsit stromeček ranku r− 1 na r je unionovat k němu daľśı stromeček
ranku r − 1)

Analýza: Path compression O((n+m) log n)

• Představujeme si, že nejprve provedeme uniony a pak komprese

• Indukce přes partition lesu na top a bottom část

• Partitionuji na p̊ulky a to mi dá logaritmus

Definice: Inverzńı Ackermanova funkce

• f∗(n) := kolikrát je třeba aplikovat f na n, abych dostal 1

• α(m,n) := kolik hvězdiček, abych dostal log∗∗...∗(n) ≤ m
n

Pozn.: Toto je jedna z v́ıce možných definic α.

Myšlenky analýzy: Path compression + union by rank O(α(m,n)m+n) Použ́ıvám stejné lemma
jako pro analýzu path compression, ale tentokrát partitionuji nějak podle rank̊u

Zdroje

https://kam.mff.cuni.cz/~mares/video/ls2122/ds2/09-union-find.mp4

1.11 Párováńı

Pozn.: V tomhle podtématu bych se snažil co nejv́ıc mluvit o toćıch. Kromě nich jsem algoritmické
teorie párováńı na magistrovi moc neviděl (vlastně žádnou).

Pozn.: Uvažujeme maximálńı párováńı co do počtu hran v párováńı. Maximálńı co do inkluze lze
źıskat hladově.

Algoritmus: Maximálńı párováńı v bipartitńım grafu pomoćı toku Zd̊uvodněńı je látka z
bakaláře. Pomoćı min(degin(v),degout(v)) ≤ 1 Dinice v O(

√
n ·m). Vážený př́ıpad by se taky řešil

pomoćı tok̊u, ale už ne tak rychle.

Věta: Kőnigova V bipartitńıch grafech velikost nejvěťśıho párováńı = velikost nejmenš́ıho pokryt́ı.

Myšlenky algoritmu: Blossom algorithm

• Mělo by snad stačit vědět, jak zhruba funguje a že existuje. Uč́ı se na bakaláři, ne v GA1,
GA2 ani DS2.

• Mám maximálńı párováńı právě tehdy když v grafu neńı alternuj́ıćı cesta
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• Při hledáńı alternuj́ıćıch cest nám nějak překážej́ı blossoms – liché alternuj́ıćı cykly, z kterých
vede zpárovaná hrana

• Blossoms kontrahujeme a dekontrahujeme

• O(e · v2)

Zdroje

Tomáš Sláma: The Blossom Algorithm

https://www.youtube.com/watch?v=3roPs1Bvg1Q
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2 Kdyby toho bylo málo (haha)

2.1 Pokročilé algoritmy pro nejkratš́ı cesty

• Tady je variabilita v tom, jak moc se chci učit d̊ukazy všech těch vět (každý sám o sobě je
vlastně v pohodě) a jak detailně se chci učit tu haldu pro délky ≤ L.

2.2 Tranzitivńı uzávěr

• Umět detailně popsat walk algebru a jej́ı použit́ı

• Naučit se Seidel̊uv algoritmus do detailu

2.3 Toky v śıt́ıch

• S vylepšeńım, které jsme neprob́ırali ale je v pr̊uvodci, Goldberga dostaneme na O(n2
√
m)

2.4 Řezy

• Nagamochi-Ibaraki – deterministický O(mn) algoritmus pro nalezeńı globálńıho minimálńıho
řezu dokonce na váženém grafu. Je popsaný v Krajinou grafových algoritmů. Ale na GA1,
GA2 ani DS2 se v posledńıch letech neučil.

2.5 Link/cut stromy

• Naučit se amort. analýzu do detailu

2.6 E-T stromy, plně dynamické udržováńı komponent souvislosti

2.7 Společńı předch̊udci ve stromech (LCA)

• LCA se dá poč́ıtat pomoćı HLD. Ale má to horš́ı složitost: O(n) preprocessing a O(logn)
query.

• Co dynamické LCA? Prý se na to hod́ı ET-stromy – ṕı̌sout to:

https://www.ucw.cz/~hubicka/papers/proj/node23.html

https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_tour_technique#Applications

2.8 Minimálńı kostry

2.9 Testováńı rovinnosti graf̊u a kresleńı do roviny

• Naučit se analýzu správnosti algoritmu dopodrobna.

2.10 Union-find

• Naučit se analýzy path compression a union-by-rank + path compression detailně.
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2.11 Párováńı

• Naučit se blossom algorithm detailně.
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