1 VInova rovnice

Necht 2 C R? je oteviena a u : 2 x [0,00) — R spojitd, u € C2(Q x (0, 00)).
Vlnovou rovnici (s pravou stranou f :  x (0,00) — R) nazyvame rovnici

uy — A Au = f.
Budeme uvazovat pocate¢ni podminky ug,u; : 2 — R, tedy platnost podminek
U(I7O) ZUO(I)7 ut(x70) :’U,l(l'), IGQ&

a piipadné (Dirichiletovu) okrajovou podminku ¢ : (9Q) x [0,00) — R, tedy
platnost podminky

u(z,t) = g(x,t), (xz,t) € (092) x [0,00).

Poznamenejme, ze A zde vzdy oznacuje Laplacetiv operator uvazovany pouze
v prostorovych proménnych.

1.1 Sférické priaméry a feSeni vlnové rovnice na R?x (0, c0),
d=1,2,3

Necht u fe§i vlnovou rovnici v R? x (0,00) s pocateénimi podminkami ug a

up. Pro pevné zvolené z € R? definujeme tzv. sférické priméry (jako funkci

proménnych 7t € (0,00))

1

UGt = s /S L uds(a),
1

Uo(r) = dogrd=1 /S(m Y uy(2)dS(z),

1
Ui) = o /S s )

Zde a4 je objem jednotkové koule v R? a S(z,r) je plocha parametrizujici
0B(z,r).
Funkce U pak tesi tzv. Euler-Poisson-Darbouxovu rovnici
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Utt - U7'7' - dTU7 =0

(za dodatecného predpokladi u € C2(R? x [0,00)) pak i s pocatecnimi pod-
minkami U(r,0) = Uy(r) a U(r,0) = Uy).

Pro dimenze d = 1,2,3, f = 0 a Q = R? jsme postupné odvodili vzorce (pro
d = 2,3 jsme piedpokladali ¢ = 1)

x+ct
u(z,t) = % [uo(x + ct) + up(x — ct)] + % / Uy (1)

—ct



(tzv. d’Alamberttv vzorecek)

1 / tuo(y) + tVuo(y) - (y — z) + t2u1 (y)
B(z,r)

2mt? V2 =y — z|?

u(x’ t) = dy, (2)

(tzv. Poissnoviv vzorecek)
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T 4Axt?

u(x,t)

(tzv. Krchhoffuv vzorecek)

Kromé Euler-Poisson-Darbouxovy rovnice byl zakladem odvozeni téchto vzorcu
jesté nasledujici vzoretek pro feSeni vinové rovnice na polopiimce (s okrajovou
podminkou «(0,t) =0, ¢ > 0).

L()w@+vW@w@—m+wmnwwx (3)

x+ct
%[uo(ac—i-ct)—&—uo(x—ct)]—i—%/ u, 0<ct<uw

petfe (4)
%[uo(cter)fuo(ctf:r)]Jrl/ up, 0<z<ct
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Zformulovali jsme nasledujici tii véty o existenci feSeni vlnové rovnice:

Véta 1 (VInova tovnice na piimce). Necht ug € C?*(R), uy € CH(R), potom
funkce u dand rovnici (1) spliiuje

Ut — Uge =0 na R X (0,00), u(x,0) =wug(x), ui(z,0)=ui(z), zeR

Véta 2 (Vinova tovnice pro d = 2). Necht ug € C3(R?), u; € C*(R?), potom
funkci u danou rovnici (2) lze spojité rozsiFit na R? x [0,00) tak, Ze spliiuge

gy — Au=0 naR?x (0,00), u(z,0)=up(x), uiz,0)=u(x), zcR%L

Vé&ta 3 (Vinova tovnice pro d = 3). Necht ug € C3(R3), u; € C*(R3), potom
funkci u danou rovnici (3) lze spojité rozsiFit na R3 x [0,00) tak, Ze

ug —Au=0 naR®x (0,00), u(z,0)=ug(z), uz,0)=ui(z), =R
Poznamenejme, Ze ve vySe uvedenych vétéch je dané spojité rozsifeni do-

konce C? na R? x [0, 00), resp. R? x [0, 00).

1.2 Jednoznac¢nost a energetické ivahy

Zpétny kuzel - uvazujme u € C?(RY x [0,00)) feSeni rovnice uy — Au = 0,
z € RY, T > 0. Ozna¢me

K= ={(y,t) eRY x [0,00) : t €[0,T], |x —y| <T —t}.

Pro ¢ € [0,T] definujeme (lokalni energii)

1 1
BO = [ St 5Vl dy
B(z,T—t)



Vé&ta 4. Funkce E je nerostouci na [0,T].
Jako dusledek jsme dostali nasledujici vétu o jednoznacnosti

Vé&ta 5. Necht ug,u; : R — R a f: R x (0,00) — R, potom eristuje nejuyse
jedna funkce u € C?(R? x [0,00)), pro kterou plati

uy—Au=f, naR?x (0,00), u(z,0)=uo(x), ui(z,0)=u(z), zcR%



