
1 Vlnová rovnice

Nech´ Ω ⊆ Rd je otev°ená a u : Ω × [0,∞) → R spojitá, u ∈ C2(Ω × (0,∞)).
Vlnovou rovnicí (s pravou stranou f : Ω× (0,∞)→ R) nazýváme rovnici

utt − c2∆u = f.

Budeme uvaºovat po£áte£ní podmínky u0, u1 : Ω→ R, tedy platnost podmínek

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

a p°ípadn¥ (Dirichiletovu) okrajovou podmínku g : (∂Ω) × [0,∞) → R, tedy
platnost podmínky

u(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ (∂Ω)× [0,∞).

Poznamenejme, ºe ∆ zde vºdy ozna£uje Laplace·v operátor uvaºovaný pouze
v prostorových prom¥nných.

1.1 Sférické pr·m¥ry a °e²ení vlnové rovnice na Rd×(0,∞),
d = 1, 2, 3

Nech´ u °e²í vlnovou rovnici v Rd × (0,∞) s po£áte£ními podmínkami u0 a
u1. Pro pevn¥ zvolené x ∈ Rd de�nujeme tzv. sférické pr·m¥ry (jako funkci
prom¥nných r, t ∈ (0,∞))

U(r, t) =
1

dαdrd−1

∫
S(x,r)

u(z, t)dS(z),

U0(r) =
1

dαdrd−1

∫
S(x,r)

u)(z)dS(z),

U1(r) =
1

dαdrd−1

∫
S(x,r)

u1(z)dS(z).

Zde αd je objem jednotkové koule v Rd a S(x, r) je plocha parametrizující
∂B(x, r).

Funkce U pak °e²í tzv. Euler-Poisson-Darbouxovu rovnici

Utt − Urr −
d− 1

r
Ur = 0

(za dodate£ného p°edpoklad· u ∈ C2(Rd× [0,∞)) pak i s po£áte£ními pod-
mínkami U(r, 0) = U0(r) a Ut(r, 0) = U1).

Pro dimenze d = 1, 2, 3, f = 0 a Ω = Rd jsme postupn¥ odvodili vzorce (pro
d = 2, 3 jsme p°edpokládali c = 1)

u(x, t) =
1

2
[u0(x+ ct) + u0(x− ct)] +

1

c

∫ x+ct

x−ct

u1 (1)
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(tzv. d'Alambert·v vzore£ek)

u(x, t) =
1

2πt2

∫
B(x,r)

tu0(y) + t∇u0(y) · (y − x) + t2u1(y)√
t2 − |y − x|2

dy, (2)

(tzv. Poissnov·v vzore£ek)

u(x, t) =
1

4πt2

∫
S(x,r)

u0(y) +∇u0(y) · (y − x) + tu1(y) dS(y), (3)

(tzv. Krchho�·v vzore£ek)
Krom¥ Euler-Poisson-Darbouxovy rovnice byl základem odvození t¥chto vzorc·

je²t¥ následující vzore£ek pro °e²ení vlnové rovnice na polop°ímce (s okrajovou
podmínkou u(0, t) = 0, t > 0).

u(x, t) =


1
2 [u0(x+ ct) + u0(x− ct)] + 1

c

∫ x+ct

x−ct

u1, 0 ≤ ct < x

1
2 [u0(ct+ x)− u0(ct− x)] + 1

c

∫ ct+x

ct−x

u1, 0 ≤ x ≤ ct
(4)

Zformulovali jsme následující t°i v¥ty o existenci °e²ení vlnové rovnice:

V¥ta 1 (Vlnová tovnice na p°ímce). Nech´ u0 ∈ C2(R), u1 ∈ C1(R), potom

funkce u daná rovnicí (1) spl¬uje

utt − uxx = 0 na R× (0,∞), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ R.

V¥ta 2 (Vlnová tovnice pro d = 2). Nech´ u0 ∈ C3(R2), u1 ∈ C2(R2), potom

funkci u danou rovnicí (2) lze spojit¥ roz²í°it na R2 × [0,∞) tak, ºe spl¬uje

utt −∆u = 0 na R2 × (0,∞), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ R2.

V¥ta 3 (Vlnová tovnice pro d = 3). Nech´ u0 ∈ C3(R3), u1 ∈ C2(R3), potom

funkci u danou rovnicí (3) lze spojit¥ roz²í°it na R3 × [0,∞) tak, ºe

utt −∆u = 0 na R3 × (0,∞), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ R3.

Poznamenejme, ºe ve vý²e uvedených v¥tách je daná spojité roz²í°ení do-
konce C2 na R2 × [0,∞), resp. R3 × [0,∞).

1.2 Jednozna£nost a energetické úvahy

Zp¥tný kuºel - uvaºujme u ∈ C2(Rd × [0,∞)) °e²ení rovnice utt − ∆u = 0,
x ∈ Rd, T > 0. Ozna£me

K− = {(y, t) ∈ Rd × [0,∞) : t ∈ [0, T ], |x− y| ≤ T − t}.

Pro t ∈ [0, T ] de�nujeme (lokální energii)

E(t) =

∫
B(x,T−t)

1

2
u2t (y, t) +

1

2
|∇u|2(y, t) dy.
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V¥ta 4. Funkce E je nerostoucí na [0, T ].

Jako d·sledek jsme dostali následující v¥tu o jednozna£nosti

V¥ta 5. Nech´ u0, u1 : Rd → R a f : Rd × (0,∞)→ R, potom existuje nejvý²e

jedna funkce u ∈ C2(Rd × [0,∞)), pro kterou platí

utt−∆u = f, na Rd × (0,∞), u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Rd,
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