
1 Rovnice vedení tepla

Uvaºujeme nejprve rovnici vedení tepla na Rd × (0,∞) s po£áte£ní podmínkou
u0 : Rd → R a pravou stranou f : Rd × (0,∞)→ R.

Hledáme tedy u : Rd × [0,∞)→ R spojitou, u : Rd × (0,∞))→ R °e²ící

ut −∆u = f na Rd × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω× {0},

Poznamenejme, ºe ∆ opét vºdy ozna£uje Laplace·v operátor uvaºovaný
pouze v prostorových prom¥nných.

Postupem který známe jiº z minulého semestru (vyuºívajícím Fourierovu
transformaci) jsme pro °e²ení vý²e uvedené úlohy odvodili p°edpis

u(x, t) = (u0 ∗Gt)(x) +

∫ t

0

(f(·, τ) ∗Gt−τ )(x) dτ, (1)

kde

Gt(x) =
1

(4πr)
d
2

e−
|x|2
4t

je tzv. fundamentální °e²ení rovnice vedení tepla (kde zpravidla dode�-
nujeme Gt = 0 pro t < 0).

Fundamentální °e²ení jsme následn¥ odvodili i pomocí tzv. ²kálovací metody,
kdy jsme si nejprve v²imli, ºe je-li u °e²ením rovnice vedení tepla, potom je pro
λ > 0 jejím °e²ení i funkce (x, t) 7→ u(λx, λ2t), coº nás "dovedlo" k pokusu
hledat °e²ení (pro d = 1) ve tvaru

u(x, t) = t
1
2 · U

(
x√
t

)
,

pro neznámou funkci U .
Pro I ⊂ R interval a Ω ⊆ Rd otev°enou uvaºme prostor funkcí C2

1 (Ω × I)
obsahující funkce u : Ω× I → R pro které platí, ºe u, ut, uxi

a uxixj
existují na

Ω× I a jsou tam i spojité.
Platí následující v¥ta

V¥ta 1 (o °e²ení rovnice vedení tepla na Rd). Nech´ u0 ∈ C(Rd) ∩ L∞(Rd),
f ∈ C2

1 (Rd × (0,∞)) a f, ft, fxi
, fxixj

∈ L∞(Rd × (0,∞)), potom pro u danou
vzorcem (1) platí

1. u ∈ C2
1 (Rd × (0,∞)),

2. ut −∆u = f na Rd × (0,∞),

3. u lze spojit¥ roz²í°it na Rd × [0,∞) a pro toto roz²í°ení platí u(x, 0) =
u0(x), x ∈ Rd.
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1.1 V¥ta o pr·m¥ru a její d·sledky

Uvaºujme nyní rovnici ut − ∆u = 0 na obecné (otev°ené) mnoºine Ω ⊆ Rd
v £asovém intervalu (0, T ). Funkcím, ktéré tuto rovnici °e²í se zpravidla °íká
tepeln¥ harmonické.

Uvaºme tzv. £asoprostorový (parabolický) válec

ΩT = Ω× (0, T ]

a jeho (parabolickou) hranici

ΓT = ΩT \ ΩT = ((∂Ω)× [0, T ]) ∪ (Ω× {0}).

Pro r > 0 a (x, t) ∈ ΩT de�nujeme tepelnou kouli se st°edem (x, t) a
polom¥rem r p°edpisem

E(x, t, r) =

{
(y, τ) ∈ Rd × R : τ ≤ t, Gt−τ (y − x) ≥ 1

rd

}
.

Platí

V¥ta 2 (v¥ta o pr·m¥ru pro tepeln¥ harmonické funkce). Nech´ u ∈ C2
1 (ΩT ) a

ut −∆u = 0 na ΩT , potom

u(x, t) =
1

4rd

∫
E(x,t,r)

u(y, τ) · |y − x|
2

(t− τ)2
d(y, τ),

kdykoliv E(x, t, r) ⊆ ΩT .

Poznámky a p°íklady. 1. (princip maxima) je-li u ∈ C2
1 (ΩT ) ∩C(ΩT ), Ω

omezená a ut −∆u = 0 na ΩT , potom

max
ΩT

u = max
ΓT

2. (princip maxima) je-li u ∈ C2
1 (ΩT )∩C(ΩT ), ut−∆u = 0 na ΩT , Ω souvislá

a u nabývá maxima na ΩT v bod¥ (x, τ) ∈ ΩT , potom je u konstantní na
Ωτ .

V následujících dvou poznámkách bhdeme u mnoºiny Ω navíc p°edpokládat,
ºe je omezená a lze na ni aplikovat v¥tu o divergenci (tj. ∂M je dostate£n¥
regulární).

3. (dop°edná jednozna£nost pro rovnici vedení tepla) Úloha

ut −∆u = f na ΩT ,

u = g na ∂Ω× [0, T ],

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω× {0},

kde g : ∂Ω × [0, T ] → R, f : ΩT → R a u0 : Ω × {0} → R jsou libovolné
funkce má nejvý²e jedno °e²ení v prostoru C2

1 (ΩT ) ∩ C(ΩT ).
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4. (zp¥tná jednozna£nost pro rovnici vedení tepla) Nech´ pro u, v ∈ C2(ΩT )
platí

ut −∆u = vt −∆v na ΩT ,

u = v na Ω× {T} ∪ ∂Ω× [0, T ],

potom u = v na ΩT .
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