1 Rovnice vedeni tepla

Uvazujeme nejprve rovnici vedeni tepla na R? x (0, 00) s pocateéni podminkou
ug : R? — R a pravou stranou f : R? x (0,00) — R.
Hledame tedy u : R? x [0, 00) — R spojitou, u : R? x (0,00)) — R fesici

uy — Au=f naR%x (0,00),
u(z,0) =up(x) z€Qx{0},

Poznamenejme, 7ze A opét vidy oznacuje Laplacetv operator uvazovany
pouze v prostorovych proménnych.

Postupem ktery zndme jiZz z minulého semestru (vyuzivajicim Fourierovu
transformaci) jsme pro feseni vySe uvedené ulohy odvodili pfedpis

u(z,t) = (ug * Gy) () +/ (f(,7) % Ge_r)(z) dr, (1)
0
kde ) e
Gi(x) = ——e™ ar
(@) (4mr)2

je tzv. fundamentalni FeSeni rovnice vedeni tepla (kde zpravidla dodefi-
nujeme Gy = 0 pro ¢t < 0).

Fundamentalni feSeni jsme nésledné odvodili i pomoci tzv. §kilovaci metody,
kdy jsme si nejprve vSimli, Ze je-li u feSenim rovnice vedeni tepla, potom je pro
A > 0 jejim fefeni i funkce (z,t) — u(lz, A\%t), coz nas "dovedlo" k pokusu
hledat FeSeni (pro d = 1) ve tvaru

1 x
u(z,t)=t2-U|(— |,
0 (%)
pro neznamou funkci U.

Pro I C R interval a Q C R? otevienou uvazme prostor funkci C?(€ x I)
obsahujici funkce u : 2 x I — R pro které plati, Ze u, ut, Uy, a Ug,,; existuji na
Q) x I a jsou tam i spojité.

Plati nasledujici véta

Véta 1 (o feSeni rovnice vedeni tepla na RY). Necht ug € C(R?) N L>(RY),
f € CEHRY x (0,00)) a f, fi, forr foiz, € L(R? x (0,00)), potom pro u danou
vzorcem (1) plati

1. u € C3(R? x (0,00)),
2. uy — Au = f na R% x (0, 00),

3. u lze spojité rozsirit na R? x [0,00) a pro toto rozsiteni plati u(x,0) =
ug(z), v € R4,



1.1 Véta o primeéru a jeji disledky

Uvazujme nyni rovnici u; — Au = 0 na obecné (oteviené) mnozine Q C R?
v Casovém intervalu (0,7). Funkcim, ktéré tuto rovnici ¥ei se zpravidla fika
tepelné harmonické.

Uvazme tzv. asoprostorovy (parabolicky) valec

QT =0 x (0, T]
a jeho (parabolickou) hranici
I'r = m\ QT = ((89) X [O,T]) U (Q X {0})

Pror > 0 a (z,t) € Qr definujeme tepelnou kouli se stfedem (z,t) a
polomérem r piedpisem

1
E(z,t,r) = {(y,f) ERIXxR:7<t, G (y—x)> rd}'

Plati

Véta 2 (véta o prioméru pro tepelnd harmonické funkce). Necht u € C3(27) a
uy — Au = 0 na Qr, potom

1 ly — ]
’U,({E7t) = M/E(Ltﬂ u(va) . (t — 7_)2 d(va)7

kdykoliv E(xz,t,7) C Qrp.
Poznamky a ptiklady. 1. (princip mazima) je-li u € C3(Qr) N C(Q7), Q
omezend a uy — Au = 0 na Qp, potom

maxu = max
Qr I'r

2. (princip mazima) je-liu € CF(Qr)NC(Qr), uy—Au = 0 na Qp, Q souvisld
a u nabgvd mazima na Qr v bodé (x,7) € Qr, potom je u konstantni na
Q..

V ndsledugicich dvou pozndmkdch bhdeme uw mnoZiny Q) navic predpoklddat,
Ze je omezend a lze na ni aplikovat vétu o divergenci (tj. OM je dostatecné
requldrni).

3. (dopfednd jednoznacénost pro rovnici vedent tepla) Uloha
ur — Au=f na Qr,
u=g nadQx][0,T],
u(:c,O) - UO(x) z € QX {O}v

kde g : 02 x [0,T] = R, f: Qr = R a g : Q x {0} = R jsou libovolné
funkce md nejvyse jedno Feseni v prostoru C2(Qr) N C(Q7).



4. (2pétnd jednoznacnost pro rovnici vedeni tepla) Necht pro u,v € C*(Qr)
plati
uy — Au=vy — Av  na Qr,

u=v naQx{T}UoN x [0,T],

potom u = v na Q.



