1 Laplaceova transformace
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Symbolem LT budeme oznacovat prostor vSech funkei f € Lj,,

existuje C € R, ze plati e~ “*f(t) € L1(0,00).

(0, 00) pro které

Poznamky a priiklady. 1. L je linedrni prostor, tedy pro A, B € R(C) a
fog€ LT plati Af + Bge L.

2. proneNa feLt plati t"f(t) € LT

Lemma 1 (o definiénim oboru Laplaceovy transformace). Pro kaZdou funkci
[ € LT existuje jednoznaéné uréené Cy € RU{—o0}, Ze:

o pro kazdé a > O plati e~ (TP f(t) € L1(0,00),
o pro kazdé a < Oy plati e~ (“TAItf(t) ¢ L1(0,00)

Poznamky a piiklady. 3. plati e~ (CrH00tf(t) ¢ L1(0, 00) bud pro vsechna
B € R, nebo pro Zdidné 5 € R.

Definice 2 (Laplaceova transformace). Pro f € L™ definujeme Laplaceovu
transformaci f (zn. L(f)) piedpisem

£(f)(s) = / T ft)e dr,

kdykoliv (tedy pro takovd s € C, kdy) md vyraz napravo smysl.
Poznamky a piiklady. 4. Plati Dys) D {a+ fi:a > Cr}.
5. (linearita f — L(f)), je-li A,B € R(C) a f,g € LT, potom

L(Af + Bg)(s) = AL(f)(s) + BL(g)(s), R(s) > max(Cy, Cy).

6. (Laplaceova transformace jako Fourierova transformace) Pro f € LT a
a,B R, a>Cy plati

£+ i) = Fle = 10) (57).

7. (asymprotické chovini L(f)) Pro f € LT, a > Cy plati

ﬁgrfmﬁ(f)(a + Bi) =0

. Ddle plati

L) a+Bi) < [le™ f(t)]lL =0, o — oc.

8. (diferenfovatelnost L(f)) Pro f € Lt je L(f) holomorfni na {a+ Bi : o >
Cr}.



10.

11.

12.

15.

1.

15.

Laplaceova transformace $kdlovdni) Pro o > 0, s > aCy a f € L™ plat{
f

L(fGat)(s) = ~£0H) (2).

fa(t)_{o; b=

ft—a), t> a,

plati
L(fa)(s) = e " L(f)(s).

Pro a € R(C), f € LT plati

L™ f(1)(s) = L(f)(s —a), R(s) > R(a) +C.

(Laplaceova transformace derivace) Pokud f,f € LT, f(0+) existuje
vlastni, potom

L(f)(s) = =f(0+) + sL(f)(s), R(s) > max(Cy, Cpr).
Alternativne, pokud f € C1([0,00) a f € LT, potom f' € LT a plati
L(f")(s) = =f(0) + sLf)(s), R(s) > Cy,
a specidlné, pokud f(0) = 0, potom
L(f)(s) = sL(f)(s), R(s) > Cy.

Postup miiZeme iterovat pro f € C*([0,00)]), napt. pro k = 2 dostaneme
flf"elt a

L(f")(s) = =f'(0) = sf£(0) + s*L(f)(s), R(s) > Cy.
(derivace L(f)) Pro f € Lt an €N plati
(L™ (s) = LI=)"F(1)(s), R(s) > Cy.

(Laplaceova transformace primitivnd funkce) Pro f € LT, Cy > 0 a F(t) =
t

/ f(x) dz plati F € LT, Cr < Ct a
0

LF)(s) = “L(f)(s), R(s) > O,

(primitivng funkce k L(f)) Pokud @ € LT, potom f € L™ a plati

L (7@) je primitivnt funkei k L(f) na {a+ Bi:a > Cy}.
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16. (Laplaceova transformace konvoluce) Uvazme f,g € L™ roz§irené hodno-
tou 0 na intervalu (—oo,0]. Potom f* g € Lt, piicemz plati

f*g(t):{({of(t—T)g(T)dT 20

a L(f xg)(s) = L(f)(s) - (9)(s), R(s) >max(Cy, Cy).
17. Pro v > —1 plati

P(y+1)
L(t7)(s) = i
specidlné pron € Ny a a € C plati
n n! n ot B n!
L(t")(s) = g L(t"e)(s) = s—a)ytt

18. (prostota Laplaceovy transformace) Necht f € LT a ezistuje o > Cy, Ze
L(f)(a+ Bi) =0, 8 € R. Potom f = 0. Podobné, jsou-li ,gf € L' a
existuje « > Cy,Cy, Ze L(f — g)(a+ fi) =0, B € R. Potom f = g.

Uvazme nésledujici dvé mnoziny funkci

A= {t"e*" :n e Ny, a € C},

Q

Véta 3 (o vzorech raciondlnich funkci). Necht Q € B, potom existuje privé
jedno f €lin A, zZe L(f) = P na mnoziné {a+ Bi : « > C}, pro dostatecné velké
C. Ddle L(f) € Q pro kazdé f € lin A.

P
B= { : P, @Q polynomy, deg P < degQ} .

1.1 Inverzni Laplaceova transformace

Na zacatku jsme pro inverzni Laplaceovu transformaci neforméalné odvodili vzo-
recek

. 1 a-+1i00 o
L7T(F)(t) = 51 F(s)e® ds,

—100

kde integral napravo je definovan jako

lim F(s)e® ds,

oo ’Yl[fn,n]

kde v(u) = oo + ui, u € R.



Véta 4 (o bodové rovnosti pro Laplaceovu transformaci). Necht f € LT a
necht f je po castech spojitd a diferencovatelnd na kazdém intervalu [0, a], a > 0.
Potom pto vsechna t € R a o > Cy plati

1 1 a+100 o
U+ 1) =5 [ L@ as,

C2mi i
kde dodefinujeme f =0 na (—o0,0].
Véta 5 (o inverzi Laplaceovy transformace). Necht F : C D Dp — C je

holomorfni na mnoziné M = {a+ Bi: a > C} pro néjaké C € R. Necht navic
exristuji A, B € R, Ze

|

[F(s)| < —, peM, [p| >0
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Potom existuje f € L™, Ze F = L

—~

f) na M. Navic plati

a+1i00

£(t) = / £(f)(s)e" ds.

a—100

Navic plati, Ze [ je spojitd na R.



