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3. (a) Spoctéte integral

|, ama
5 ax.
o @+ a1t a?)
(b) Spoctéte integral
/°O log? x
—————dx.
o (@A+22)(1+22)
Néavod: uvazujte integral / log” -
V : uvazu 1 T 5
Ll A e T )
garitmu s argumentem s hodnotami v (—m, 7) a 7 je kiivka naznacena

na obrazku a vyuzijte vysledek z pfedchoziho bodu. U pouzité kiivky
nezapomeiite popsat jeji parametrizaci.

(12 bodu)

dz, kde log je vétev lo-

Reseni:
1
Funk = —
nkce f(z) AT 90+ 2
Snadno spo¢teme

ma poél nasobnosti 1 ve bodech +i, +2i.

Res (f, £2i) = + .

. 1
Res (f, +i) = F= B

6 )
Standardni aplikaci Jordanova lemmatu tedy dostaneme

S 1 1 [°
/0 md“i/_m“z)dm
=im (Res (f,7) + Res (f,27))

. i+ 7 T
ey — ) =
T 12) T 12



Pro vypocet druhého integralu uvazme ¢ > 0, 0 < r < R a kiivku v =
Y1 ® 2 © 3 D s, kde

()= (R—t+r)et  te(r,R),
Yo(t) =re ™, te(—e—me+m),

Y3(t) = te™ Tt e (1 R),

Y4(t) = Re™, t € (—e—me+mn).
log3z

Pro R dostatecné velké a e, dostatetné mald a g(z) = A+ 221+ 22)
z z

plati

/g(z) dz = i2m(Res(g, 1) + Res(g, —i) + Res(g, 2¢) + Res(g, —21))

Mame
Res(g, £i) = log®(4i) Res(f, +i)
= (log| =+ i| + arg(+i))® Res(f, +i)
B AN E=ANE w3
= (+13) (6>48
a podobné

Res(g, +2i) = log® (42i) Res(f, £2i)
= (log | & 2i| + arg(£24))® Res(f, £2i)

= <log2iig)3 (E’)

Nejdfive upravime

3/ 3/
Res(g, 2i) + Res(g, —2i) = (log2 + zg) <122> + (log2 - zg) <12Z)

Dostavame tedy

™ o, T2,
dz = i2 R — | 2| =—i| —+ —1 2.
/79(2) ‘ “T< B BT 1® ) ’(24+ 2 8 )

Na druhou stranu, posleme-li nejdiive € — 0+ a potom R — co a r — 0+
dostavame

% (log|z| + im)? — (log x| — im)?
/vg(z)dz_/_oo @+ +a)

) *° log” x ) > 1
= i6 B’ -t —— 4
”/o @+ a)a+a?) ”/o @+a)d+a2) "



Zde jsme vyuzili, ze piispévek 4 jde v limité k 0 diky Jordanovu lemmatu
a prispévek v, jde v limité k 0 diky faktu, Ze maximum velikosti integrandu
se chova jako |log® r|, zatimco délka kfivky jde k nule jako 2.

Celkem tedy dostavame

2, *° log” x ™
i+ Tiog?2) =i S T P, Y
Z(zﬁr 9 8 ) 26”/0 Gra)i+a) ™7 1

coz dava konecny vysledek

o0 1 2 3
/ 08T T T 0?0,
o (A+22)(1+22) 48 12



4. Uvazme funkci f(z) =

tan z
22(z —m)’
(a) Dokazte, ze f je holomorfni na svém defini¢nim oboru a tento defi-
niéni obor urcete.

(b) Najdéte viechny izolované singularity f v CU{oo}\ D(f), urete typ
téchto singularit a spocitejte v nich reziduum.

(6 bodu)

Reseni:
sin z

Vime, Ze tanz = 5=

a
. m
sinz =0 < z=nm,n€Z, cosz:0<:>z:§+n7r,n€Z.

ProtoZe (sinz)’ = cosz a (cosz)) = —sinz jde vidy o kofeny nasobnosti
1.

Plati tedy, Ze funkce tan z ma defini¢ni obor C\ {5 +nm : n € Z} (a je na
ném holomorfni, jako podil dvou holomorfnich funkei), v bodech § 4+ n,
n € Z, ma pol nasobnosti 1 a v bodech nw, n € Z, méa kofen nasobnosti 1.

Funkce f(z) = mé zjevné poél nasobnosti 2 v bodé 0 a pdl

22(z —m)
nasobnosti 1 v bodé .

Vime tedy, 7e tanz = z - g(z) na okoli bodu 0, kde g je na tomoto okoli
holomorfni a nenulova. Plati tedy, ze f(z) = % . %, coz nam dava, ze
f mé v bodé 0 pdl nasobnosti 1. Podobné nahlédneme, ze f ma v bodé
7 odstranitelnou singularitu. Protoze ﬁ je nenulové a holomorfni na
okoli vSech bodi § + nm, n € Z, dostavame, Ze f mé v téchto bodech pol
néasobnosti 1. Nakonec, f nema v oo izolovanou singularitu, protoze neni
definovana na jeho prstencovém okoli.

Pro body ve tvaru § + nw, n € Z plati

sin z 1

m
Res(f, = = i
es(/, 2 " ) zﬁlgrgnﬂ' 22(z — 7) (cos z)’

e
zag+mrz2(z—7r)
1
(5 +nm)*(5 +nm—m)

Analogicky Res(f,0) = —1 a Res(f,r) = 0.



