
Po£etní £ást 2 - 7.6.2022

3. (a) Spo£t¥te integrál ∫ ∞
0

1

(4 + x2)(1 + x2)
dx.

(b) Spo£t¥te integrál ∫ ∞
0

log2 x

(4 + x2)(1 + x2)
dx.

Návod: uvaºujte integrál

∫
γ

log3 z

(4 + z2)(1 + z2)
dz, kde log je v¥tev lo-

garitmu s argumentem s hodnotami v (−π, π) a γ je k°ivka nazna£ená
na obrázku a vyuºijte výsledek z p°edchozího bodu. U pouºité k°ivky
nezapome¬te popsat její parametrizaci.

(12 bod·)

�e²ení:

Funkce f(z) =
1

(4 + z2)(1 + z2)
má pól násobnosti 1 ve bodech ±i,±2i.

Snadno spo£teme

Res (f,±i) = ∓ i
6
, Res (f,±2i) = ± i

12
.

Standardní aplikací Jordanova lemmatu tedy dostaneme∫ ∞
0

1

(4 + x2)(1 + x2)
dx =

1

2

∫ ∞
−∞

f(z) dx

= iπ (Res (f, i) + Res (f, 2i))

= iπ

(
− i
6
+

i

12

)
=

π

12
.

1



Pro výpo£et druhého integrálu uvaºme ε > 0, 0 < r < R a k°ivku γ =
γ1 ⊕ γ2 ⊕ γ3 ⊕ γ4, kde

γ1(t) = (R− t+ r)ei(ε+π), t ∈ (r,R),

γ2(t) = re−it, t ∈ (−ε− π, ε+ π),

γ3(t) = te−i(ε+π), t ∈ (r,R),

a
γ4(t) = Reit, t ∈ (−ε− π, ε+ π).

Pro R dostate£n¥ velké a ε, r dostate£n¥ malá a g(z) =
log3 z

(4 + z2)(1 + z2)
platí∫

γ

g(z) dz = i2π(Res(g, i) + Res(g,−i) + Res(g, 2i) + Res(g,−2i))

Máme
Res(g,±i) = log3(±i)Res(f,±i)

= (log | ± i|+ arg(±i))3 Res(f,±i)

=
(
±iπ

2

)3(∓i
6

)
= −π

3

48
,

a podobn¥

Res(g,±2i) = log3(±2i)Res(f,±2i)
= (log | ± 2i|+ arg(±2i))3 Res(f,±2i)

=
(
log 2± iπ

2

)3(±i
12

)
.

Nejd°íve upravíme

Res(g, 2i) + Res(g,−2i) =
(
log 2 + i

π

2

)3( i

12

)
+
(
log 2− iπ

2

)3(−i
12

)
=
π3

48
− π

4
log2 2.

Dostáváme tedy∫
γ

g(z) dz = i2π

(
−π

3

48
− π3

48
+
π3

48
− π

4
log2 2

)
= −i

(
π4

24
+
π2

2
log2 2

)
.

Na druhou stranu, po²leme-li nejd°íve ε→ 0+ a potom R→∞ a r → 0+
dostáváme∫
γ

g(z) dz =

∫ 0

−∞

(log |x|+ iπ)3 − (log |x| − iπ)3

(4 + x2)(1 + x2)
dx

= i6π

∫ ∞
0

log2 x

(4 + x2)(1 + x2)
dx− i2π3

∫ ∞
0

1

(4 + x2)(1 + x2)
dx

2



Zde jsme vyuºili, ºe p°ísp¥vek γ4 jde v limit¥ k 0 díky Jordanovu lemmatu
a p°ísp¥vek γ2 jde v limit¥ k 0 díky faktu, ºe maximum velikosti integrandu
se chová jako | log3 r|, zatímco délka k°ivky jde k nule jako r2.

Celkem tedy dostáváme

−i
(
π4

24
+
π2

2
log2 2

)
= i6π

∫ ∞
0

log2 x

(4 + x2)(1 + x2)
dx+−i2π3 · π

12
.

coº dává kone£ný výsledek∫ ∞
0

log2 x

(4 + x2)(1 + x2)
dx =

π3

48
− π

12
log2 2.
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4. Uvaºme funkci f(z) =
tan z

z2(z − π)
.

(a) Dokaºte, ºe f je holomorfní na svém de�ni£ním oboru a tento de�-
ni£ní obor ur£ete.

(b) Najd¥te v²echny izolované singularity f v C∪{∞}\D(f), ur£ete typ
t¥chto singularit a spo£ítejte v nich reziduum.

(6 bod·)

�e²ení:

Víme, ºe tan z = sin z
cos z a

sin z = 0 ⇐⇒ z = nπ, n ∈ Z, cos z = 0 ⇐⇒ z =
π

2
+ nπ, n ∈ Z.

Protoºe (sin z)′ = cos z a (cos z)′ = − sin z jde vºdy o ko°eny násobnosti
1.

Platí tedy, ºe funkce tan z má de�ni£ní obor C \ {π2 +nπ : n ∈ Z} (a je na
n¥m holomorfní, jako podíl dvou holomorfních funkcí), v bodech π

2 + nπ,
n ∈ Z, má pól násobnosti 1 a v bodech nπ, n ∈ Z, má ko°en násobnosti 1.

Funkce f(z) =
1

z2(z − π)
má zjevn¥ pól násobnosti 2 v bod¥ 0 a pól

násobnosti 1 v bod¥ π.

Víme tedy, ºe tan z = z · g(z) na okolí bodu 0, kde g je na tomoto okolí

holomorfní a nenulová. Platí tedy, ºe f(z) = 1
z ·

g(z)
z−π , coº nám dává, ºe

f má v bod¥ 0 pól násobnosti 1. Podobn¥ nahlédneme, ºe f má v bod¥
π odstranitelnou singularitu. Protoºe 1

z2(z−π) je nenulová a holomorfní na

okolí v²ech bod· π
2 + nπ, n ∈ Z, dostáváme, ºe f má v t¥chto bodech pól

násobnosti 1. Nakonec, f nemá v ∞ izolovanou singularitu, protoºe není
de�nována na jeho prstencovém okolí.

Pro body ve tvaru π
2 + nπ, n ∈ Z platí

Res(f,
π

2
+ nπ) = lim

z→π
2 +nπ

sin z

z2(z − π)
1

(cos z)′

= − lim
z→π

2 +nπ

1

z2(z − π)

=
1

(π2 + nπ)2(π2 + nπ − π)
.

Analogicky Res(f, 0) = − 1
π a Res(f, π) = 0.
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