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3. (a) Spo£t¥te integrál ∫ ∞
0

1

4 + x4
dx.

(b) Spo£t¥te integrál ∫ ∞
0

x2

4 + x4
dx.

(9 bod·)

�e²ení:

Funkce
1

4 + z4
má pól násobnosti 1 ve bodech ±1± i (v²echny kombinace

znamének). Reziduum v kaºdém tomto pólu z je z°ejm¥
z

4z4
= − z

16
.

Standardní aplikací Jordanova lemmatu tedy dostaneme∫ ∞
0

1

4 + x4
dx =

1

2

∫ ∞
−∞

1

4 + x4
dx

= iπ

(
Res

(
1

4 + x4
, 1 + i

)
+Res

(
1

4 + x4
,−1 + i

))
= − iπ

16
(1 + i− 1 + i) =

π

8
.

Druhý integrál spo£ítáme analogicky∫ ∞
0

x2

4 + x4
dx =

1

2

∫ ∞
−∞

1

4 + x4
dx

= iπ

(
Res

(
x2

4 + x4
, 1 + i

)
+Res

(
x2

4 + x4
,−1 + i

))
=
iπ

8
(1− i− 1− i) = π

4
.

1



4. V prostoru D′(R) uvaºme pro kaºdé n ∈ N distribuce Tn a Sn de�nované
p°edpisem

〈Tn, ϕ〉 =
∫
[−n,n]\[− 1

n , 1
n ]

(x
n
+ 1
)
ϕ(x) dx, ϕ ∈ D(R),

a

〈Sn, ϕ〉 =
∫
R
ne−|nx|ϕ(x) dx, ϕ ∈ D(R).

(a) Pro n ∈ N spo£t¥te T ′n. Výsledek vyjád°ete jako lineární kombinaci
Diracových a regulárních distribucí.

(b) Spo£t¥te limitu posloupnosti {T ′n+Sn} ve smyslu konvergence v pro-
storu D′(R).

(9 bod·)

�e²ení: Platí

〈T ′n, ϕ〉 = 〈Tn,−ϕ′〉

= −
∫
[−n,n]\[− 1

n , 1
n ]

(x
n
+ 1
)
ϕ′(x) dx

= −
[(x
n
+ 1
)
ϕ(x)

]− 1
n

−n
−
[(x
n
+ 1
)
ϕ(x)

]n
1
n

+
1

n

∫
[−n,n]\[− 1

n , 1
n ]

ϕ(x) dx

Tedy

T ′n = −
(
1− 1

n2

)
δ− 1

n
+

(
1 +

1

n2

)
δ 1

n
− 2δn +

1

n
Tf ,

kde f = χ[−n,n]\[− 1
n , 1

n ].

Platí tedy T ′n
D′(R)→ 0. Dále

〈Sn, ϕ〉 =
∫
R
ne−|nx|ϕ(x) dx =

∫
R
e−|t|ϕ(

t

n
) dt→

∫
R
e−|t|ϕ(0) dt

= 2ϕ(0)[−e−t]∞0 = 2ϕ(0),

kde zám¥nu limity a integrálu m·ºeme provést díky Lebesgueov¥ v¥t¥

(majoranta e−|t|). Platí tedy T ′n + Sn
D′(R)→ 2δ..
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