
Po£etní £ást 1 - 31.5.2022

1. Uvaºme 2π-periodickou funkci f : R → R de�novanou pro x ∈ (−π, π]
p°edpisem

f(x) =

{
cosx, |x| ≤ π

2 ,

0, |x| > π
2 .

(a) Rozvi¬te f v trigonometrickou Fourierovu °adu s periodou 2π.

(b) Vy²et°ete bodovou a (lokáln¥) stejnom¥rnou konverganci této °ady.

(c) Dosazením vhodné hodnoty x ur£ete sou£et °ady

∞∑
k=1

(−1)k 1

1− 16k2
.

(10 bod·)

�e²ení:

Funkce je sudá, koe�cienty u sin(nx) budou tedy v²echny nulové. Dále
po£ítáme pro n > 1

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx

=
2

π

∫ π
2

0

cosx cos(nx) dx

=
1

π

∫ π
2

0

cos((1− n)x) + cos((1 + n)x) dx

=
1

π

[
sin((1− n)x)

1− n
+

sin((1 + n)x)

1 + n

]π
2

0

=
1

π

(
sin((1− n)π2 )

1− n
+

sin((1 + n)π2 )

1 + n

)
=

2

π

cos(πn2 )

1− n2
.

Dále z°ejm¥ a0 = 2
π a a1 = 1

2 .

Dále víme, ºe

cos
πn

2
=

{
0, pro n = 2k + 1,

(−1)k, pro n = 2k.

Dostáváme tedy

f(x) ∼ 1

π
+

1

2
cosx+

2

π

∞∑
k=1

(−1)k 1

1− 4k2
cos(2kx).
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Protoºe je f spojitá a po £ástech C1 platí pro x ∈ R

f(x) =
1

π
+

1

2
cosx+

2

π

∞∑
k=1

(−1)k 1

1− 4k2
cos(2kx),

p°i£emº konvergence je dokonce stejnom¥rná na R. Po dosazení x = π
4

dostáváme

1√
2
= f(

π

4
) =

1

π
+

1

2
cos

π

4
+

2

π

∞∑
k=1

(−1)k 1

1− 16k2

a po úprav¥
∞∑
k=1

(−1)k 1

1− 16k2
=
π

2

(
1

2
√
2
− 1

π

)
.
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2. Uvaºme funkci f(z) =
1

cosh2 z
.

(a) Dokaºte, ºe f je holomorfní na svém de�ni£ním oboru a tento de�-
ni£ní obor ur£ete.

(b) Spo£t¥te hlavní £ást Laurentovy °ady funkce f na prstencovém okolí
kaºdého bodu, ve kterém má f pól.

(8 bod·)

�e²ení:

Platí cosh z =
ez + e−z

2
. Pokud tedy cosh(x+ iy) = 0 musí platit

ex(cos y + i sin y) = −e−x(cos y − i sin y).

Po úprav¥

−e2x =
cos y − i sin y
cos y + i sin y

= (cos y − i sin y)2

Pravá strana je reálná a záporná musí tedy platit cos y = 0 a rovn¥º z°ejm¥
x = 0. Dostaváme tedy obecný tvar ko°enu (π2 + kπ)i, k ∈ Z.

De�ni°ní obor f tedy bude C \
{
(
π

2
+ kπ)i : k ∈ Z

}
.

Protoºe cosh′ z = sinh z a sinh((π2 + kπ)i) 6= 0, k ∈ Z, má f ve v²ech
t¥chto bodech pól násobnosti 2. Navíc jde o sudou funkci a tedy hlavní

£ást Laurentovy °ady bude mít tvar
Ak

(z − (π2 + kπ)i)2
pro n¥jaké Ak ∈ C.

Protoºe Taylor·v polynom cosh2 z v bod¥ (π2 + kπ)i stupn¥ 2 je

−
(
z −

(π
2
+ kπ

)
i
)2
.

Snadno zd·vodníme (nap°íklad pomocí metody neur£itých koe�cient·), ºe
Ak = 1

−1 = −1.

3


