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3. Spo£t¥te hodnotu Fourierovy transformace funkce f + g v bod¥ −1 (tedy
F(f + g)(−1)), kde

f(x) =

{
x sin(2πx), x ∈ [−1, 1],
0, jinak.

a

g(x) =
1

x2 − 2x+ 5
.

(9 bod·)

�e²ení:

Po£ítáme dva integrály∫ 1

−1
x sin(2πx) · ei2πx dx a

∫ ∞
−∞

ei2πx

x2 − 2x+ 5
dx.

První si rozloºíme na reálnou a imaginární £ást a jeden £len vypadne kv·li
lichosti (integrujeme p°es symetrický interval)∫ 1

−1
x sin(2πx) · ei2πx dx =

∫ 1

−1
x sin(2πx) · cos(2πx) dx+ i

∫ 1

−1
x sin(2πx) · sin(2πx) dx

=

∫ 1

−1
x sin(2πx) · cos(2πx) dx

=
1

2

∫ 1

−1
x sin(4πx) dx

=
1

2

[
−xcos(4πx)

4π

]1
−1

+ 0 = − 1

4π
.

Pro výpo£et druhého integrálu vyuºijeme reziduovou v¥tu. Funkce má pól
násobnosti 1 v bodech 1±2i, standardní aplikací Jordanova lemmatu tedy
dostáváme ∫ ∞

−∞

ei2πx

x2 − 2x+ 5
= i2π(Res(

ei2πz

z2 − 2z + 5
, 1 + 2i))

= i2π(−1

4
ie−4π) =

1

2
e−4ππ.

Celkov¥ dostáváme F(f + g)(−1) = − 1

4π
+

1

2
e−4ππ.
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4. V prostoru regulárních distribucí na R nalezn¥te n¥jaké °e²ení rovnice

T ′′′ − 6T ′′ + 5T ′ + 12T = 20δ + Tex ,

kde δ zna£í Diracovu distribuci v bod¥ 0 a Tex zna£í regulární distribuci

de�novanou jako 〈Tex , ϕ〉 =
∫
R
exϕ(x) dx.

(9 bod·)

�e²ení:

Za£neme s rovnicí

T ′′′ − 6T ′′ + 5T ′ + 12T = 20δ,

Pro x < 0 uváºíme °e²ení y v obecném tvaru Ae−x + Be3x + Ce4x a pro
x > 0 °e²ení z ve tvaru De−x + Ee3x + Fe4x

Pot°ebujeme

y(0) = z(0), y′(0) = z′(0), y′′(0) = z′′(0)− 20.

To nám dá rovnice

A+B + C = D + E + F

−A+ 3B + 4C = −D + 3E + 4F

A+ 9B + 16C = D + 9E + 16F − 20.

ode£tením/p°i£tením první rovnice ke druhé resp. t°etí dostaneme

A+B + C = D + E + F

4B + 5C = 4E + 5F

8B + 15C = 8E + 15F − 20.

ode£tením dvojnásobku druhé rovnice od první dostaneme

A+B + C = D + E + F

4B + 5C = 4E + 5F

5C = 5F − 20.

Pak uº jen postupn¥ vyjád°íme

A = D − 1

B = E + 5

C = F − 4.

Rovnice
T ′′′ − 6T ′′ + 5T ′ + 12T = Tex ,
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odpovídá standardní rovnici

y′′′ − 6y′′ + 5y′ + 12y = ex.

Coº je rovnice se speciální pravou stranou a °e²ení tedy hledáme ve tvaru
y(x) = Aex. Snadno nahlédneme, ºe °e²ení hodnot¥ A = 12.

Celkem tedy dostáváme °e²ení zadané rovnice ve tvaru Tf+g, kde (volíme
nap°íklad D = E = F = 0)

f(x) =

{
−e−x + 5e3x − 4e4x, x < 0

0, x ≥ 0.

a g(x) =
ex

12
.
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