
Po£etní £ást 1 - 14.6.2022

1. Uvaºme 2π-periodickou funkci f : R → R de�novanou pro x ∈ (−π, π]
p°edpisem

f(x) =

{
cos 2x, |x| ≤ π

2 ,

0, |x| > π
2 .

(a) Rozvi¬te f v trigonometrickou Fourierovu °adu s periodou 2π.

(b) Vy²et°ete bodovou a (lokáln¥) stejnom¥rnou konverganci této °ady.

(c) Dosazením vhodné hodnoty x ur£ete sou£et °ady

∞∑
k=1

(−1)k 2k + 1

4k2 + 4k − 3
.

(9 bod·)

�e²ení:

Funkce je sudá, koe�cienty u sin(nx) budou tedy v²echny nulové. Dále
po£ítáme pro n 6= 0, 2

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(nx) dx

=
2

π

∫ π
2

0

cosx cos(nx) dx

=
1

π

∫ π
2

0

cos((2− n)x) + cos((2 + n)x) dx

=
1

π

[
sin((2− n)x)

2− n
+

sin((2 + n)x)

2 + n

]π
2

0

=
1

π

(
sin((2− n)π2 )

2− n
+

sin((2 + n)π2 )

2 + n

)
=

2

π

n sin(πn2 )

4− n2
.

Dále z°ejm¥ a0 = 0 a a2 = 1
2 .

Dále víme, ºe

sin
πn

2
=

{
(−1)k, pro n = 2k + 1,

0, pro n = 2k.

Dostáváme tedy

f(x) ∼ 2

3π
cosx+

1

2
cos 2x+

2

π

∞∑
k=1

(−1)k+1 2k + 1

4k2 + 4k − 3
cos((2k + 1)x).
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Protoºe je f spojitá mimo body ±π2 + 2nπ, n ∈ N a po £ástech C1 platí
pro x ∈ R \ {±π2 + 2nπ : n ∈ N}

f(x) =
2

3π
cosx+

1

2
cos 2x+

2

π

∞∑
k=1

(−1)k+1 2k + 1

4k2 + 4k − 3
cos((2k + 1)x),

p°i£emº konvergence je lokáln¥ stejnom¥rná na v²ech intervalech. Po do-
sazení x = 0 dostáváme

1 =
2

3π
+

1

2
+

2

π

∞∑
k=1

(−1)k+1 2k + 1

4k2 + 4k − 3

a po úprav¥
∞∑
k=1

(−1)k 2k + 1

4k2 + 4k − 3
=

1

3
− π

4
.
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2. Spo£t¥te integrál z funkce
z18 − z17 − 4z16 − 1

(z2 − 4) (z17 + 1)
p°es k°ivku γ(t) = 3

2e
it,

t ∈ (0, 2π). (9 bod·)

�e²ení:

Místo reziduí v sedmnácti bodech uvnit° kruhu spo£ítáme rezidua v ±2
a v ∞. Snadno spo£ítáme Res(f(z),±2) = ∓ 1

4 . Dále pouºijeme vzore£ek
Res(f(z),∞) = −Res(f( 1z ) ·

1
z2 , 0), máme

f( 1z ) ·
1
z2 =

1
z18 −

1
z17 −

4
z16 − 1(

1
z17 + 1

) (
1
z2 − 4

)
z2

=
z18 + 4z2 + z − 1

z (4z2 − 1) (z17 + 1)
.

Odtud uº snadno vidíme, ºe Res(f( 1z ) ·
1
z2 , 0) = 1.

Celkov¥ tedy dostáváme∫
γ

f = −i2π(Res(f(z), 2)+Res(f(z),−2)+Res(f(z),∞)) = −i2π(−1

4
+
1

4
−1) = i2π.
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