Matematika pro fyziky NOFY162, LS 21/22

Jesté jeden priklad, co jsme nestihli

1. Najdéte v S’(R) feSeni rovnice
" 2
y +a’y =,

kde a > 0.

Nejprve spo¢teme klasicka feseni homogenni rovnice. Charakteristicka rovnice A\2+a? = 0,
mé FeSeni A = +ai, takze fundamentalni systém muiizeme napsat bud jako {e** e~%*} nebo
{cos(ax),sin(ax)}. Dale hleddme fundamentalni feSeni, ukazeme si to obéma metodami.

(1) Metodou lepeni: polozime

y (z) =c e +d e x<0
yt(x) = cTe™ +dte ™ >0

Nase rovnice méa stupen 2, proto podminky lepeni jsou:

y (0+) =y (0=) = (ct +d") — (¢ +d7) =0
(y")(0+) = (y7)'(0~) = (aict — aid*) — (aic™ —aid") =1

Bude sikovné si oznacit ,,skoky“, tj. rozdily konstant s plusem a minusem, obvykle se to znaci
pomoci A: Ac=ct — ¢ ,Ad =d" — d~. NaSe podminky pak ziskaji tvar

Ac+Ad=0
ai(Ac—Ad) =1

1

odkud snadno najdeme feseni Ac = 5, Ad = —%”.. Fundamentalni feseni tedy bude jakakoli

funkce tvaru ‘
B ce™ 4 de=¥T 1 < ()
L= (c+ 5=)e®™ + (d — 55 )e ™2 2 >0

2a1 2a1

s libovolnymi realnymi konstantami c¢,d. Kazdé takovéto funkci tentokrat odpovida regu-
larni distribuce v S’(R) (exponencidly maji ryze imaginarni exponent, takze neutedou do
nekonecna).

Pokud bychom chtéli, mtzeme totéz vypocitat a vyjadrit pomoci goniometrickych funkeci,
zkuste si to sami!

(2) Fourierovou transformaci: aplikujme F na zadanou rovnici, dostavame tak

(2ri€)? + a*) Fly) = 1



Polynom P(£) = (2mi€)* 4+ a* = (2m1)*(£ + (£)?) mé4 realné koreny 51 2 = £4=. Budeme tedy

N N . 27'rzcc§
pocitat zpétnou Fourierovu transformaci funkce

1
(27ri§)2+a27 : R (27i€)?2 (2rif)2+a2’ pl‘lcemz
budeme muset oba tyto pdly obejit.

Je-li x > 0, nakreslime si kfivku ¢ = @1 + 02 + @3 + @4, kde @3, o3 obihaji pdly £5- (obé
v zédporném smyslu od —7 do 0 s malym polomérem r), ¢4 je oblouk od 0 do 7 s velkym
polomérem R, a ¢; sestava z tii tisecek na realné primce, které to vSechno propojuji.

e27r1:cz

(2miz)24a? "

/Lpf(z)dz:/m%—/w%-/%—i-/mz().

V limité » — 04, R — oo pak

/wléy(x)

— 0 (Jordanovo lemma)

Pfes tuto kiivku budeme integrovat funkci f(z) = Kfivka neobiha zadné pdly,

takze

©4
a 1 e—aiz eai:v 1 eaix _ e—aiz
— R R — > = —Ti— = ———
/ / 7” es(f(z), - ) + Res(f(2). 57) "o ( 2ai 2ai) 2 2ai
Zavérem (po dodefinovani v nule limitou zprava)
y+<m) _ leaim _ eaiT _ lsin(&@? x>0
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Pro x < 0 udélame podobnou kiivku v dolni poloroviné a analogicky spocteme

1 et® — gt 1 sin(ax)
)= ¢ = <0
v @) =50 2 a0 "

a slepenim y*,y~ dostdvame jedno fundamentalni feseni (fikejme mu tfeba ypr). Ostatni
fundamentalni feseni pak dostaneme pri¢itanim linedrnich kombinaci funkei e®*, e=%*.

Vidite, ze funkce ypr je opravdu v nule spojita, ale jeji derivace nikoli?

Pro kontrolu porovname tento vysledek s vysledkem dosaienym pomoci lepeni: kdyz
v TeSeni y; nalezeném lepenim zvolime ¢ = d = , dostavame presné Teseni ypr

4CL’L ?
nalezené Fourierovou transfomaci.
Lukas Krump, 19.5.2022



