
Sada příkladů 3/11

Funkce komplexní proměnné

Křivkový integrál

Spočtěte následující křivkové integrály:

1.
∫
φ
z dz, φ je polokružnice |z| = 1, z bodu (1, 0) do (−1, 0) přes horní

polorovinu.

2.
∫
φ
(z − a)n dz, φ je kladně orientovaná kružnice |z − a| = R, n ∈ Z,

a ∈ C.

3.
∫
φ
|z| dz, φ je průvodič bodu 2− i.

4.
∫
φ

z

z
dz, φ je kladně orientovaný obvod horního mezikruží se středem v

počátku a poloměry 1 a 2.

5. Jakých hodnot může nabývat
∫
φ

dz

z2 + 9
, je-li φ uzavřená křivka, která

neprochází body ±3i.

6. Vypočtěte
∫
φ

dz

z(z2 − 1)
, je-li φ kružnice o poloměru 1

2
a středu

a) 1 b) 0 c) −1

7. Vypočtěte
1

2πi

∫
φ

ez dz

z(z − 1)3
, je-li φ kladně orientovaná kružnice o polo-

měru 3
2
a středu

a) −1 b) 2 c) 1
2

8. Vypočtěte
1

2πi

∫
φ

ez dz

z2 + a2
, je-li φ: 2aeit, t ∈ [0, 2π], a > 0.



Cauchyova věta

1. Vypočtěte integrál I =
∫
φ |z|z dz, kde φ je záporně orientovaný obvod

jednotkového polokruhu {z ∈ C; |z| < 1, Im z > 0}.

2. Vypočtěte I =
∫
C

zez dz
z2+4
. kde C je kladně proběhnutá kružnice o středu

2i a poloměru 2.

3. Spočtěte
a)

∫
|z+i|=3

sin z
z+i

dz

b)
∫
|z|=2

ez

z2−1
dz.

4. Spočtěte 1
2πi

∫
C

ez dz
z(1−z)3

, je-li C kladně orientovaná kružnice o poloměru
3
2
a středu 2.

5. Nechť funkce f(z) je regulární v pásu −a < Im z < a a vyhovuje
podmínce f(z) → 0 když z → ∞, −a < Im z < a. Dokažte, že když∫∞
∞ f(x) dx konverguje, pak pro každé α ∈ (−a, a) integrál

∫ iα+∞
iα−∞ f(x) dx

také konverguje a jeho hodnota nezávisí na α.

6. Dokažte:
Je-li f spojitá v oblasti 0 < |z − a| ≤ r0, 0 ≤ arg (z − a) ≤ b, kde
r0 > 0, 0 < b ≤ 2π a existuje-li vlastní limita limz→a(z − a)f(z) = A,
potom limr→0+

∫
Cr

f(z) dz = iAb, kde Cr je kladně proběhnutý oblouk
kružnice |z − a| = r, vyťatý úhlem 0 ≤ arg (z − a) ≤ b.

7. Spočtěte (použijte předchozí příklad)
a)

∫∞
0

sinx
x

dx
b)

∫∞
0

1−cosx
x2 dx.





ondre
Typewriter
Toto budeme dále označovat jako "lemma
o obkružování pólu násobnosti 1".
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Funkce komplexní proměnné

Komplexní logaritmus, obecná mocnina

1. Najděte reálnou a imaginární část hodnoty následujících funkcí:
a) ln(−1) b) ln i c) ln(−2 + 3i).

2. Najděte všechny hodnoty následujících funkcí:
a) 1

√
2 b) 2i c) (3 + 4i)1+i.

Počáteční hodnota arg f(z) resp. Im f(z) je pro z = 2 rovna 0. Bod
z proběhne kružnici se středem v počátku a poloměru 2 v kladném
směru, arg f(z) resp. Im f(z) závisí spojitě na z. S jakou hodnotou se
vrátí arg f(z) resp. Im f(z) zpět do bodu z = 2?

3. f(z) = 3
√
z − 1

4. f(z) =
√

z−1
z+1

5. f(z) = 2 ln z

6. f(z) = ln z + ln(z + 1)

Spočtěte následující křivkové integrály:

7.
∫
φ

dz√
z
, φ je polokružnice |z| = 1, z bodu (1,0) do (−1, 0) přes horní

polorovinu,
√
1 = 1

8.
∫
φ

dz√
z
, φ je polokružnice |z| = 1, z bodu (1,0) do (−1, 0) přes horní

polorovinu,
√
1 = −1

9.
∫
φ

dz√
z
, φ je polokružnice |z| = 1, z bodu (1,0) do (−1, 0) přes dolní

polorovinu,
√
1 = 1

10.
∫
φ
ln z dz, φ je kružnice |z| = 1, ln 1 = 0



11.
∫
φ
ln z dz, φ je kružnice |z| = 1, ln i = πi

2

12.
∫
φ
ln z dz, φ je kružnice |z| = R, ln 1 = 2πi

13. Vypočtěte

a)
∫ ∞

0
xs−1 cosx dx b)

∫ ∞

0
xs−1 sinx dx

v Newtonově smyslu, je-li 0 < s < 1.

14. Následující funkce rozložte v okolí příslušného bodu do mocninné řady
a určete poloměr konvergence
a) f(z) = ln z, z0 = 1 b) f(z) = ln2(1− z), z0 = 0










