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Funkce komplexni proménné

Elementarni funkce

1.

10.

11.

. Najdéte obraz |z + 1| = 1 pfi zobrazeni w = -.

Najdéte redlnou a imaginarni ¢ast hodnoty nasledujicich funkci:
a) cos(2 +1) b) sin(2i) c) tg (2 —1).

. Dokazte, Ze pro z1, 23 € C plati e®172 = e*1e®2.

Dokazte, Ze pro z, z1, z9 € C plati:

a) sin(z; + 23) = sin 21 cos 2z + sin 25 €os 21
b) cos(z1 + 2z2) = cos 21 COS 29 — sin 23 8in 29
c) sin® 2z + cos? z = 1

d) sin(iz) = isinh z

e) cos(iz) = cosh z.

Naleznéte feseni rovnic:
a) sin z 4 cos z = 2 b) sinh z — cosh z = 2i

. Najdéte soucet cos a + cos(a+ ) + ... + cos(a + nf).

P¥i zobrazeni w = 2%, w = u + iv, 2 = = + iy najdéte

a) obrazy pfimek z = C, C € R
b) obrazy kruznic |z| = R > 0
¢) vzory piimek u = C.

Najdéte obraz kartézské souradnicové sité (r = C, y = C') pii zobrazeni
w = e*.

z—1

Najdéte obraz Im z = 1 pfi zobrazeni w = .

1

Najdéte obraz |z| = 2 pii zobrazeni w = $(z + 1).

Zjistéte, zda funkce f(z) = |z| je v néjaké oblasti holomorfni.



12.

13.

14.

15.

Naleznéte nutné a postacujici podminky na realné konstanty a, b a c,
aby nasledujici funkce byly holomorfni

a) f(z) =z + ay +i(bx + cy)

b) f(z) = cosz(coshy + asinhy) + isin z(coshy + bsinhy).

Ukazte, ze realnd funkce f(z +iy) = f(2) = y/|zy| splituje v pocatku
Cauchy-Riemannovy podminky, ale nema tam derivaci podle z.

Dokazte, ze plati
a) (sinh z)" = cosh z
b) (cosh z)' = sinh z
¢) (sinz) = cosz
d) (cosz) = —sin z.

Naleznéte holomorfni funkci (na pfislusné oblasti) f(z) = u(x,y) +
iv(x, y)a je_h

a) u(z,y) = 2® — y* + e"(xcosy — ysiny)

b) u(z,y) =2* -y’ + 50 +y— s

c) v(z,y) = In(z? + y*) + = — 2y.
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kreml
Pencil

kreml
Pencil

kreml
Pencil

kreml
Typewriter
Spojením u+iv a zjednodušením najdeme

f(z) = z^2 + ze^z + Ci

kreml
Typewriter
Spojením u+iv a zjednodušením najdeme f(z) = z^2+(5-i)z -i/z + Ci
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Funkce komplexni proménné
Kiivkovy integral

Spoctéte nasledujici kiivkové integraly:

L. /zdz, ¢ je polokruznice |z| = 1, z bodu (1,0) do (—1,0) pfes horni
©

polorovinu.

2. /(z — a)"dz, ¢ je kladné orientovand kruznice |z —a| = R, n € Z,
%)

a e C.

3. / |z| dz, ¢ je pruvodi¢ bodu 2 — i.
©

z
4. / —dz, ¢ je kladné orientovany obvod horniho mezikruzi se stfedem v
p Z

pocatku a poloméry 1 a 2.

d
5. Jakych hodnot mtize nabyvat / ?29, je-li ¢ uzavrena krivka, ktera
p 2
neprochéazi body +3i.

d
6. Vypoctéte / 72, je-li ¢ kruznice o poloméru % a stredu
o 2(22—1)
a) 1 b) 0 c) —1
o1 e*dz . .. . . , ..
7. Vypoctéte — / —— ., je-li ¢ kladné€ orientovana kruznice o polo-
21l Jp 2(z — 1)3
méru % a stfedu
a) —1 b) 2 )1

.1 e*dz | . "
8. Vypoctéte 5 /so et je-li ¢: 2ae™, t € [0,27], a > 0.



Cauchyova véta

1.

Vypoctéte integral I = [, |2[Zdz, kde ¢ je zaporné orientovany obvod
jednotkového polokruhu {z € C; |z| < 1,Im z > 0}.

. Vypoététe I = [, 2% kde C je kladné probéhnutd kruznice o stiedu

2244 °
2i a poloméru 2.
Spoctéte
a) f\z+i|:3 S;% dz
b) flz|:2 226771 dZ
e dz

S|
Spoctéte 5 [ prgE

je-li C' kladné orientovana kruznice o poloméru
% a stfedu 2.

. Necht funkce f(2) je regularni v pasu —a < Imz < a a vyhovuje

podmince f(z) — 0 kdyz z — oo, —a < Imz < a. Dokaite, ze kdyz
ia+o0

I f(x) do konverguje, pak pro kazdé a € (—a, a) integréal [;" > f(z) dx
také konverguje a jeho hodnota nezavisi na «.

. Dokazte:

Je-li f spojitd v oblasti 0 < |z —a| < 1y, 0 < arg(z —a) < b, kde
ro >0, 0 < b < 27 a existuje-li vlastni limita lim, ,,(z — a)f(2) = A,
potom lim, o1 [, f(2)dz = iAb, kde C) je kladné probéhnuty oblouk
kruznice |z — a| = r, vytaty dhlem 0 < arg (z —a) < b.

Spoctéte (pouzijte predchozi priklad)
a) Ji° e do
b) [ 5L dy.
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