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Fourierovy řady

Trigonometrické řady

1. Rozviňte ve Fourierovu řadu na intervalu [−π, π] funkci f(x) = x4.
Vyšetřete konvergenci této řady a řady derivací.

2. Které koeficienty Fourierovy řady funkce f ∈ L1(−π, π) se anulují,
jestliže platí f(−x) = f(x) a f(x+ π) = −f(x)?

3. Jak prodloužíte funkci f ∈ L1(0, π/2) na interval (−π, π), aby její Fou-
rierova řada měla tvar

∑∞
n=1 an cos 2nx?

4. Následující funkce rozložte ve Fourierovu řadu a vyšetřete její konver-
genci
a) sin4 x na (0, π) b) f(x) = ax na (−π, 0), f(x) = bx na (0, π)
c) | sinx| na intervalu délky periody d) max (0, x) na (−π, π)
e) eax na (−1, 1) f) ln | sin x

2
| na intervalu periody

5. Rozložte do sinové a kosinové řady na (0, π) funkci x2.

Sčítání trigonometrických řad

6. Sečtěte následující řady v uvedených intervalech

a)
∞∑
n=1

cosnx

n
(0, 2π) b)

∞∑
n=1

sinnx

n2
[0, 2π]

c)
∞∑
n=1

sin(2n+ 1)x

2n+ 1
(−π, π) d)

∞∑
n=1

(−1)n sinnx

n
[−π, π]

7. Spočtěte

a)
∞∑
n=1

1

n4
b)

∞∑
n=1

(−1)n

(2n− 1)2
c)

∞∑
n=1

1

n6
d)

∞∑
n=1

(−1)n

n2



Aplikace na řešení některých PDR

Pomocí trigonometrických řad řešte následující úlohy

8.
∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 na (0, T )× (0, l)

u(0, x) = x(l − x) na [0, l]

ut(0, x) = 0 na [0, l]

u(t, 0) = u(t, l) = 0 na [0, T ).

9.
∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 na (0, T )× (0, l)

u(0, x) = 0 na [0, l]

ut(0, x) = cosh x na [0, l]

ux(t, 0) = ux(t, l) = 0 na [0, T ).

10.
∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
= 0 na (0, T )× (0, l)

u(0, x) = xe−x na [0, l]

u(t, 0) = ux(t, l) = 0 na [0, T ).

11.
∆u = 0 na {(x, y) ∈ R2; 1 < x2 + y2 < 4}

u(x, y) = f1(φ) na x2 + y2 = 1

u(x, y) = f2(φ) na x2 + y2 = 4,

kde f1 a f2 jsou 2π periodické spojité funkce, φ označuje úhlovou pro-
měnnou v polárních souřadnicích.



kreml
Note
Další důležité věty jsou Věta o konvergenci Fourierovy řady, případě Dirichlet-Jordanovo kritérium.



Věta o konvergenci Fourierovy řady říká, že existuje-li derivace funkce f až na konečně mnoho bodů a f i f' jsou po částech spojité, pak součet Fourierovy řady je dán výrazem 

(f(x+) + f(x-))/2

což je pro bod spojitosti prostě f(x). Je-li f spojitá, je navíc konvergence Fourierovy řady stejnoměrná.



Dirichlet-Jordanovo kritérium viz níže na straně 5.

kreml
Note
Řada očividně konverguje pro všechna reálná x. f je spojitá, derivace existuje všude, takže dle věty o konvergenci Fourierovy řady tato řada konverguje k výrazu x^4 pro každé x z daného intervalu a na tomto intervalu navíc stejnoměrně.

kreml
Note
Řada derivací obsahuje výraz (-1)^k sin(kx)/k, což je sin(k(x+pi))/k. Tato řada konverguje bodově všude, ale stejnoměrně jen mimo body x+pi = 2pi, tj, mimo x = +- pi, viz předchozí semestr.



Nelze použít větu o derivaci, takže nelze říci, že součet vzniklé řady je funkce 4x^3.



kreml
Note
Dle věty o konvergenci Fourierovy řady tato řada konverguje k f(x) bodově na (-pi,pi) a tamtéž také lokálně stejnoměrně. V krajních bodech konverguje k (b-a)pi/2, což je aritmetický průměr hodnot f v -pi a pi.



kreml
Note
f je spojitá na R, proto Fourierova řada konverguje nejen bodově, ale i stejnoměrně dle věty o konvergenci F. řad.

kreml
Note
Řada konverguje k f(x) bodově na (-1,1) a tamtéž lokálně stejnoměrně ze spojitosti f. V krajních bodech konverguje k cosh(a), což je aritmetický průměr hodnot v bodech +-1.





kreml
Typewriter
a integraci Fourierových řad




