Matematika pro fyziky NOFY162, LS 21/22

Domaéci kol & 5 — ReSeni

Vs8echny kroky rfadné zdivodnéte.

1. (2 body) Najdéte v S’(R) FeSeni rovnice
—y" + 2iay’ + k*y = &,

kde a,k € R, k > |al.

Ukéazeme si feSeni obéma pouzivanymi zptlisoby.

(1) Lepeni: nejprve si napiseme pfislusnou homogenni rovnici: —y” + 2iay’ + k?y = 0 a
najdeme fundamentalni systém jejich feseni. Charakteristicka rovnice je —\2 + 2ia\ + k* = 0
a jeji kofeny jsou ai + k2 — a2, takze F.S. je {el@itVFi=a®)z plai-vii=a®)zy

Vsimnéme si, ze zadna z téchto dvou funkci v prostoru S’(R), protoze vk? —a? > 0,
takze |e(@FVE—a®) | = eVE =a®y yoste do dzoo rychleji nez jakykoli polynom. Proto se jejich
linearni kombinace nebudou vyskytovat ve fundamentalnim feseni a toto feseni bude pouze
kombinaci funkci

y(@) = coy-(z) + c1y+(x), kde
y,(ﬂi) _ e(az’+\/k2fa2)a: (l‘ < 0)

y+(x) =0 (z <0) y(x) = VIO (1 > 0)

Konstanty c_, ¢, ur¢ime z podminek lepeni:

c1y+(04) —coy-(0—) = cy —c_ =

ey (04) — ey (0—) = cy(ai — VE? — a?) — c_(ai + VE? —a?) = —1

Z prvni rovnice plyne ¢, = c_, dosazenim do druhé tedy dostavame c, (—2vk? — a?) = —1

atedy c; =c_ = Nﬁ Ve vysledku dostavame jediné fundamentalni feseni v prostoru
S(R'):
1 eaixfx/k27a2\x|

z € R.
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(2) Fourierova transformace: s pouzitim znamych identit aplikujeme FT na obé strany
rovnice, ¢imz dostavame

(—(2mi&)? + 2ia(2mi) + k*)F(y)

(4m%€* — dmal + K*) F(y)

1
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Polynom P(£) = 426 — 4waé + k* ma koFeny by = 4me=irly Roa? — a2iVE a2 Vypodet
zpétné Fourierovy transformace

e?ﬂixf 4
ylw) = /R %€ — drag 12 &

tedy provedeme pouzitim reziduové véty a Jordanova lemmatu na funkci

€2mrz 627rm:z

T Ar22? —dmaz + k2 dn?(z — by)(z — b))

f(2)
pricemz rozlisime dva piipady:
a) z > 0: pro Jordanovo lemma potfebujeme horni polokruh, tedy kiivku
(a) P D \ p , tedy
Y =1 + P2, kde Spl(t) = tv te <_R7 R>7 @2(15) = Reitv te <077T>‘

Pro R — oo bude fwl f—=y(x), fm f — 0 (snadno ovétime pfedpoklady Jordanova lemmatu),
musime tedy jesté urcit f@ f. Ktivka ¢ neprochéazi zadnym pdlem funkce z, ale obiha jeji pol
b,. Proto je

e2mizby e27ri:cL W ez(aif\/k27a2)
= 2miRes(f,by) = 2mi =3 , = )
/w f (£,b+) 472(by — b_) 9 ivkZ—a? 2VEk2 — 2

™

Tento vyraz nezavisi na R a je tedy roven pfimo hledané hodnoté y(z) pro = > 0.

Uvédomime si také, ze tento vypocet projde i pro x = 0 (v€etné ovéfeni predpokladii
Jordanova lemmatu, které je zde jiné nez pro = > 0!).

(b) Podobné pro z < 0 volime dolni polokruh a analogickym vypoc¢tem spoc¢teme
ex(aiJr\/kaaQ)

(z) = ——F—,
Y 2vk2% — a2

z < 0.

Dostali jsme tedy pfesné totéz feseni jako pomoci lepeni, a z teorie Fourierovy transfor-
mace na temperovanych distribucich plyne, Ze toto feSeni je v prostoru S’(R).



2. (2 body) Uvazujte posloupnost {1}, } C D'(R), kde

1
i z € R.

falz) =

7 cosh(nz)’
Urcete limitu posloupnosti ve smyslu D'(R).

Opét si ukdazeme dvé metody.

(1) Pouzijeme tzv. koncentraéni lemma, upravime si funkci na f,(z) = %em =2

integrujeme ji s pouzitim substituce y = nz (pro néjaké zatim obecné meze a < b € R):

b nb nb
2 n 2 1 2 e’
[b — _— = — S — = — P TE—
a(”) \/a Tenwr 4 e du ™ /na eY +eY dy m /mz e +1 dy

Pomoci substituce u = e¥ toto prevedeme na

a

nb

2 [ 1 2
I’(n) = - /em e du = ;(arctg(e”b) — arctg(e™?))

Je-li myni @ < 0 < b, je lim I%(n) = 2(3 —0) =1, proa < b < 0nebo 0 < a < b je
n—o0

nh_)n;o Ib(n) = 2(3 — 2) = 0. Zaroven je vidét, Ze kazdy integral I}(n) je omezeny konstantou
1. Podle koncentra¢niho lemmatu tedy plati 7%, — do.
Poznamenejme jests, Ze integral I°(n) lze spoé¢itat i pomoci rozsifeni Coshl(m) = ;Osshhz(& 2;)) =
cosh(nx)
sinh?(nz)+1°

(2) Druha moznost je postupovat pfimo z definice konvergence ve smyslu D'(R): uvazu-
jeme libovolnou testovaci funkci ¢ € D(R) a piseme

> 1 [ 2n
T, p) = n dr = — _ dz,
Toi) = [ hpa) =1 [ gl do
déle pouzijeme substituci y = nx, takze

=2 [ ()

T ) €Y +e ¥ n

Diky srovnani s e™ v +o00, a diky tomu, Ze ¢ ma kompaktni nosi¢, vidime, ze pro kazdé n
je integrand omezeny integrovatelnou majorantou, takze muzeme zaménit limitu a integral
(Lebesgueova véta), odtud tedy

lim<Tn,<p>:2/oo lim ;gp<y) dy:z/oo;-gp(()) dy = p(0) = (do, ),

n—o0 T J_ om0 ey +e7Y n T J)_ o €Y t+eY

kde predposledni rovnost plyne z vypoctit podobnych jako u metody 1. Proto je T}, — dy.
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