Matematika pro fyziky NOFY162, LS 21/22

Domaci ukol ¢. 3 — ReSeni

Vsechny kroky radné zdavodnéte.

1. (2 body) Pro funkci
1
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urcete jeji Laurentovu fadu v bodé (a) 2, (b) 0, (c) co. Ve v8ech pfipadech urcete téz oblast
konvergence této fady a typ izolované singularity v daném bodé.

Nejprve upravme z3 — 422 + 4z = z(z — 2)?. Jelikoz funkce f je racionalni, miZeme v
kazdém zadaném bodé pouzit algebraicky postup a vyhnout se tak derivovani ¢i integrovani
(které ovsem taky neni nijak slozité).

(a) V bodé 2 bude
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Tato fada konverguje v mezikruzi 0 < |z — 2| < 2, bod 2 je dvojnéasobny pdl funkce f.
(b) V bodé 0 bude
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Tato fada konverguje v mezikruzi 0 < |z| < 2, bod 0 je jednondsobny pdl funkce f.

(c¢) V bodé oo nejprve oznac¢ime
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a hledame Laurentovu fadu této funkce v bodé 0. Tu spocteme
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Tato fada konverguje na mnoziné |z| > 2, funkce je v oo holomorfni (neboli tam ma odstra-
nitelnou singularitu).

2. (2 body) Spoctéte kiivkovy integral
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kde ¢ je kladné orientovana kruznice o polomeéru 4 se stiedem 1.

Nejprve urceme izolované singularity funkce f(z) = #OSZ): jmenovatel je roven nule

sin z(

pravé kdyz sinz = 0 (coz zahrnuje i ptipady, kdy cos z = 1), tedy pravé pro z = km pro k
celé. Z toho v zadaném kruhu lezi body 0 a 7. Pfitom v bodé 0 mé funkce ;- odstranitelnou
singularitu (protoze jeji limita je 1), proto se na ni divime jako na holomorfni na okoli nuly, a

funkce 1_Closz ma v nule pol nasobnosti 2, coz odvodime ze znalosti Taylorova rozvoje kosinu:
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Proto i f ma v nule pdl nasobnosti 2.

V bodé m méa funkce pdl nasobnosti 1, protoze z i 1 — cos z jsou zde nenulové a sin z zde
ma Tayloriv rozvoj za¢inajici (z —m) +....

Nyni spoc¢téme rezidua v téchto dvou pélech. Podle véty o vypoctu rezidui (varianta 5)
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Reziduum v bodé 0 bud mizeme pocitat podle véty o vypoctu rezidui (varianta s lim-
itou a derivovanim, pricemz je vhodné si vypocet limity usnadnit Taylorovymi polynomy
nebo I'Hospitalem), nebo si vSimneme, Ze je funkce f suda, takze vSechny liché ¢leny v jeji
Laurentové fadé jsou nulové. Tedy i Res(f,0) = 0.

Nakonec podle reziduové véty je
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