Pocetni ¢ast 2 - Krump

. Pro funkcional )
Fly) = [ a0 + 2
1

(a) napiste jeho Gateauxovu derivaci v bodé y a ve sméru h pro y,h € C'((1,2));
(b) najdéte jeho lokéalni extrémy na mnoziné

M = {y € C'((1,2)); y(1) =6, y(2) = 4}.

. VySetrete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

folz) = n2ze ™"

pro
(a) = € (0,1),
(b) z € <1+oo)
(c) z € Ry

. Spoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami

Py =1, (22 =2 — 2

. Uvazujme mnozinu
M = {[z,y] € R 2 +y* <4, 2> |y|}

a vektorovou funkeci

Pfimym vypocetem dokazte v tomto pfipadé platnost Greenovy véty.



Reseni:
1. Pro funkcionél

2
F(y) = / 2 (y')? + 2yy'dx
1

(a) napiste jeho Gateauxovu derivaci v bodé y a ve sméru h pro y,h € C*((1,2)); (b)
najdéte jeho lokalni extrémy na mnoziné

M ={y € C'((1,2)); y(1) = 6, y(2) = 4}.
(a) Standardnim zptisobem spoc¢teme Dy, F(y) = ff 202y’ + 2hy' + 2yl dx.
(b) Integrand je zadany funkci f(x,y,2) = 222% + 2yz, jeji parcidlni derivace jsou
fy(x,y,2) = 22, f.(x,y,2) =222 + 2y.

Sestavime EL rovnici

/ 6 / / / /
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Ovétime, zda je tato extremala nékterym lokalnim extrémem. Nejprve zkusime ovérit
konvexitu pomoci Hessovy matice:

Hy(yo) = (g 222) :

coz je indefinitni matice, tedy zatim nevime nic. Sestavime proto Jacobiho rovnici:

Yo

/ / 0 / /
P(I) = fzz(xayan()) = 21’2, Q(ZL‘) - fyy(l’7907y0) - %fyz(xay&yo) =0-2=0

—(PRY + Qh = —(22°K) =0
Pro h mame tedy stejny vztah jako v EL rovnici pro y, proto jsou feseni Jacobiho rovnice
tvaru h(z) = 4 + B. Z podminky (1) = h(z) = 0, z € (1,2) pak plyne z = 1, takze
neexistuji konjugované body k bodu 1. Jelikoz je f..(x,yo,yy) = 22> > 0, je extreméla yq
bodem ’ lokalniho minima ‘




2. Vysetrete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci posloupnosti

folz) = n2ze ™"

pro
(a) z € (0,1),
(b) z € (1,+00),
(C) T € R+
Pro libovolné pevné z > 0 vidime pouzitim skalovacich limit, Ze
lim f,(x)=0
n—oo

Také snadno vidime, Ze pro kazdé n € N je f, kladnd v celém R, a ze lim f,(z) =

—0+
hm fa(z) = 0, potfebujeme tedy zjistit maximum f,, na R,. Zderivujeme
z—+
(@) =n2e ™™ 4 n?z(—2n20)e ™" = e (n? — 2n'a?)
a fl(z) =0 pro z, := ﬁ Toto z, je tedy bodem maxima funkce f,, na R,, zfejmé

. _1 . . . o
nlljgl@ z, = 0a fu(z,) = \%e 2 — 400. Proto je stejnomérna konvergence ,pokazena u
nuly“, pfesnéji posloupnost nekonverguje stejnomérné na zadném intervalu tvaru (0, o),
tedy ani na intervalu (0, 1), ani na R.

Z vySetieni pribéhu funkce f,, dale plyne, Ze f, je na intervalu (x,,, +00) klesajici, pro
kazdé n € N je z, < 1, proto plati

r21 = fulz) < fu(1) =0,

tedy posloupnost konverguje stejnomérné na (1, 400).

Protoze vsak z,, — 0, existuje pro kazdé o > 0 index ny € N takovy, Ze pro vSechna
n > ng je v, < a. Proto je kazda f, (pro n > ng) klesajici na (a, +00) a opét diky
této monotonii mame stejnomérnou konvergenci na (a, +00), a tedy lokalné stejnomérnou
konvergenci na kazdém z intervali (a), (b), (c).



3. Spoctéte objem télesa ohraniceného plochami
=1, (22 ?)? =2t — o

Prvni rovnice zadava jednotkovou sféru se stiredem v pocatku, druhd, pokud ji uvazu-
jeme v roviné, zadava kiivku (lemniskatu), kterd je soumérna podle osy x i y a pro
jeji body zfejmé plati |x| > |y|. Plochu, ohrani¢enou pravou polovinou této kfivky (t.
pro x > 0) lze parametrizovat polarnimi soufadnicemi z = 7 cos ¢, y =singp, p € (F, ).
Omezeni pro r odvodime ze zadané rovnice: pro body kiivky plati r* = r2(cos? p—sin? @),

tedy r* = cos(2¢p), takze pro parametrizaci plochy omezené pravou ¢asti lemniskaty méame
€ (0, \/cos(2¢)).

Tyto polarni souradnice pak doplnime na parametrizaci poloviny celého télesa polozenim

z=35, s € (—V1—12+1—r?). Prehledns

T =Tcosy
O:¢y =rsing, p€ (—%,%), r € (0,1/cos(2¢)), s € (—V1—12 /1 —12).
z =35

Pak spocteme (nebo vime) Jg = r, vyuZijeme symetrie télesa podle roviny yz (objem
bude dvojnasobkem objemu jeho poloviny dané x > 0) a integrujeme:

cos 230 Vi—rZ z £/ cos(2¢)
_2/ / / 1-rdsdrd<p:2/4/ 2rv1—r2dr dp =

[subst. t =1 —7% dt = —2rdr, r =0 = t =1, r = cos(2p) = t =1 — cos(2¢p)]

2 5]
—2/ / \/—dtdgp—Z/ [—tg} dp =
1—cos(2¢) T 3

1—cos(2¢)

4 [
)dw=§/ (1 —2v2|sin’ ¢|) dp =
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(g—él\/_/ (1 — cos® ) sin o dy 9(37?—1—20—16\/5)




4. Uvazujme mnozinu

M = {{z,y] e R* 2° +y*> <4, x> |y|}

a vektorovou funkeci

Primym vypocetem dokazte v tomto pripadé platnost Greenovy véty.

Mame ovérit platnost rovnosti

/ ﬁd.§‘:/ (@—@) dz dy.
oM v\ Oz dy

M je ¢tvrtkruh o poloméru 2 mezi pifimkami o smérnicich —Z

v
127

Leva strana: OM sestava ze tii kiivek o1, 9, (3, parametrizujeme je tak, aby obihaly
M v kladném smyslu:

¢ parametrizujeme x = /2 — t,y = V2 — t,1 € (0,1/2)

B V2 V2
/ngz/ O-(—1)+2(\/§—t)-(—1)dt:/ 2 — 2V/2 dt = =2

o parametrizujeme z = t,y = —t,t € (0,v/2)

3 parametrizujeme x = 2cost,y = 2sint,t € (—%, §>

[agﬁd§:[
o

Celkové [, Fds=—2+2+ 21 =

Pravé strana: 92 — % =1—(-1) =2, proto

OF, OF, B - 5 1
/M(%—a—y) da:dy—/MQda:dy—Q/\g(M)—Q 1 4T

nebot jde o ndsobek znamého obsahu ¢tvrtkruhu, coz lze spocitat i parametrizaci polarnimi
soufadnicemi.

ENE]

2(cost — sint)(—2sint) + 2(cost + sint)(2 cost) dt

us

N

4
—costsint + sin?t + cos®t + costsint dt = 27
g



