Pocetni ¢ast - 31.1.

1. Najdéte viechny rostouci y € C?([0,1]), které jsou stacionarnim bodem
funkcionalu
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spliiujicim okrajové podminky 0 < y(0) =p < ¢ = y(1).

Spoctéte Gateauxovu derivaci v bodé y a ve sméru h pro y,h € C1([0,1]),
h # 0.

Reseni: Standardnim zpisobem spocteme
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Dale jde o funkcional v integralnim tvaru F(y) = [y f(z,y(x),y'(x)) dx pro
f(z,y,z) = yz2. Protoze f nezavisi na z (jde o tzv. autonomni rovnici), miZeme
pouzit nutnou podminku pro tento piipad, kterd (pro f(x,y,z) = g(y,2) a y
stacionarni bod F) fika, Ze existuje C € R, Ze plati

9. Yy') =y 9:(y.y') = C.
Mame
9:(y, 2) = 2yz
a tedy pro kazdy stacionarni bod y exituje C' € R, ze

C=yly) -2y yy =—yy)>

Tedy pro D = —C' mame rovnici
y(y')* = D.

Protoze y je rostourci a y(0) > 0 je tato rovnice ekvivalentni rovnici
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ktera ma obecné reseni ,
y=(Ex+ F)5.
Za pouziti okrajovych podminek dostaneme jediné feSeni
2 3 3.2
Yeat = ((¢5 —p?)z +p2)5.

Snadno ovéfime, Ze y.,, > 0 na [0, 1] a tedy je pro n&j Euler-Lagrangeova rovnice
ekvivialentni v pouzitou nutnou podminkou a jde tedy skutecné o stacionarni
bod (rovnéz muzeme do Euler-Lagrangeovy rovnice piimo dosadit).



2. Vysetfete bodovou, stejnomsrnou a lokalné stejnomérnou konvergenci na
(0, 00) posloupnosti {f,} a {f.}, kde

arctan(x”
fulz) = %, z € (0,00).
Reseni:
Zjevné | fn(z)] < = — 0, n — oo, a tedy {f,} konverguje stejnomérné (a
tedy i bodové a lokilné stejnomérng) na (0, 00) k 0.
Dale spocteme
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To dava pro z € (0, 00)

Jim f,;(x)z{?’ r#1,

n—o00 5 x=1.

Bodova limita f; tedy neni spojita (a vSechny f] spojité jsou), tedy konvergence
nemuze byt lokakné stejnomérna (a tedy ani stenomérna) na (0, 0o).



Spoctéte Ao(M) pro M = {(x,y) € R?|1 < 3z + 2y < 4,2z < y < 3z}.
Reseni: Pouzijeme substituci u = 3z 42y a v = £, pii které dostavame
meze 1 < u <4 a2 <wv<3. Inverzni zobzazeni k o(z,y) = (3z + 2y, £) na M

existuje a je rovno
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Jacobiho matice ma o1 tvar
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a jeji determinant ma hodnotu . Poc¢itame tedy integral



Spoctéte
o _.sinb
F(a,b):/ g—ac SN0 g,
0

xT

prog>0abER.

Reseni:

Oznatme f(x,a,b) potom
of _ o—az
%(x,a, b) = 27 cos(bzx).

Snadno vidime, ze \%(x,a,bﬂ < 27% coz je pro kazdé a > 0 integrovatelna
funkce, zarovenr F(a,0) =0, a > 0 (a f je rovnéZ spojita ve vSech proménnych)
takze muZzeme pouZit vétu o derivaci integrélu podle parametru. Dostaneme a
pomoci per partes spocteme
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> —an _ alog(2)
%(a,b)/o 27% cos(bx) =

a?log?(2) + b2’

Integraci podle b pak dostaneme

log(2 c
/Lg() db = arctan (

a2log?(2) + b2

b
alog(2) /-
Tedy

Fla,b) < arctan (alobg(2)) .

Protoze F'(a,0) =0 a arctan (%g@)) = 0 plati

Fla,b) = arctan <a10bg(2)) .



