
Po£etní £ást - 31.1.

1. Najd¥te v²echny rostoucí y ∈ C2([0, 1]), které jsou stacionárním bodem
funkcionálu

F (y) =

∫ 1

0

y(x)y′(x)2dx,

spl¬ujícím okrajové podmínky 0 < y(0) = p < q = y(1).
Spo£t¥te Gateauxovu derivaci v bod¥ y a ve sm¥ru h pro y, h ∈ C1([0, 1]),

h 6= 0.
�e²ení: Standardním zp·sobem spo£teme

DhF (y) =

∫ 1

0

2yy′h′ + (y′)2h.

Dále jde o funkcionál v integrálním tvaru F (y) =
∫ 1

0
f(x, y(x), y′(x)) dx pro

f(x, y, z) = yz2. Protoºe f nezávisí na x (jde o tzv. autonomní rovnici), m·ºeme
pouºít nutnou podmínku pro tento p°ípad, která (pro f(x, y, z) = g(y, z) a y
stacionární bod F ) °íká, ºe existuje C ∈ R, ºe platí

g(y, y′)− y′gz(y, y′) = C.

Máme
gz(y, z) = 2yz

a tedy pro kaºdý stacionární bod y exituje C ∈ R, ºe

C = y(y′)2 − 2y′ · yy′ = −y(y′)2.

Tedy pro D = −C máme rovnici

y(y′)2 = D.

Protoºe y je rostourcí a y(0) > 0 je tato rovnice ekvivalentní rovnici

E :=
3

2
D =

3

2

√
yy′ = (y

3
2 )′,

která má obecné °e²ení
y = (Ex+ F )

2
3 .

Za pouºití okrajových podmínek dostaneme jediné °e²ení

yext = ((q
2
3 − p 3

2 )x+ p
3
2 )

2
3 .

Snadno ov¥°íme, ºe y′ext > 0 na [0, 1] a tedy je pro n¥j Euler-Lagrangeova rovnice
ekvivialentní v pouºitou nutnou podmínkou a jde tedy skute£n¥ o stacionární
bod (rovn¥º m·ºeme do Euler-Lagrangeovy rovnice p°ímo dosadit).
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2. Vy²et°ete bodovou, stejnom²rnou a lokáln¥ stejnom¥rnou konvergenci na
(0,∞) posloupností {fn} a {f ′n}, kde

fn(x) =
arctan(xn)

n
, x ∈ (0,∞).

�e²ení:

Zjevn¥ |fn(x)| ≤ π
2n → 0, n → ∞, a tedy {fn} konverguje stejnom¥rn¥ (a

tedy i bodov¥ a lokáln¥ stejnom¥rn¥) na (0,∞) k 0.
Dále spo£teme

f ′n(x) =
xn−1

x2n + 1
.

To dává pro x ∈ (0,∞)

lim
n→∞

f ′n(x) =

{
0, x 6= 1,
1
2 , x = 1.

Bodová limita f ′n tedy není spojitá (a v²echny f ′n spojité jsou), tedy konvergence
nem·ºe být lokákn¥ stejnom¥rná (a tedy ani stenom¥rná) na (0,∞).

2



Spo£t¥te λ2(M) pro M = {(x, y) ∈ R2| 1 < 3x+ 2y < 4, 2x < y < 3x}.
�e²ení: Pouºijeme substituci u = 3x + 2y a v = y

x , p°i které dostáváme
meze 1 < u < 4 a 2 < v < 3. Inverzní zobzazení k ϕ(x, y) = (3x+ 2y, yx ) na M
existuje a je rovno

ϕ−1(u, v) =

(
u

2v + 3
,

uv

2v + 3

)
,

Jacobiho matice má ϕ−1 tvar

Jϕ−1(u, v) =

(
1

2v+3 − 2u
(2v+3)2

v
2v+3

3u
(2v+3)2

)

a její determinant má hodnotu u
(2v+3)2 . Po£ítáme tedy integrál

∫
M

1 =

∫ 4

1

∫ 3

2

u

(2v + 3)2
dv du =

[
u2

2

]4
1

·
[
− 1

2(2v + 3)

]3
2

=
15

2
· 1
63

=
5

42
.
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Spo£t¥te

F (a, b) =

∫ ∞
0

2−ax
sin bx

x
dx

pro a > 0 a b ∈ R.
�e²ení:

Ozna£me f(x, a, b) potom

∂f

∂b
(x, a, b) = 2−ax cos(bx).

Snadno vidíme, ºe |∂f∂b (x, a, b)| ≤ 2−ax, coº je pro kaºdé a > 0 integrovatelná
funkce, zárove¬ F (a, 0) = 0, a > 0 (a f je rovn¥º spojitá ve v²ech prom¥nných)
takºe m·ºeme pouºít v¥tu o derivaci integrálu podle parametru. Dostaneme a
pomocí per partes spo£teme

∂F

∂b
(a, b)

∫ ∞
0

2−ax cos(bx) =
a log(2)

a2 log2(2) + b2
.

Integrací podle b pak dostaneme∫
a log(2)

a2 log2(2) + b2
db

c
= arctan

(
b

a log(2)

)
.

Tedy

F (a, b)
c
= arctan

(
b

a log(2)

)
.

Protoºe F (a, 0) = 0 a arctan
(

0
a log(2)

)
= 0 platí

F (a, b) = arctan

(
b

a log(2)

)
.
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