Pocetni ¢ast - 27.1.

. Dokazte, ze funkce y = v+ 1 je bodem lokélniho maxima funk-
cionalu

F(y) = /12 2(y')! = 2y(y)’dx

vzhledem k mnoZziné
M ={yeC'((1,2); y(1) =2, y(2) = 3}.

. Vysetiete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou kon-

vergenci fady
[e.@]

—1
z;(ﬂp) 72

pro x € R a parametr p € R.

. Spoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami
Py =z 2 ryf=ac+ty 2=0.

. Uvazujme horni polosféru
M= {[z,y,2] €R*; 2> +9*+ 2> =1, 2 > 0}

orientovanou pomoci vnéjsi norméaly a vektorovou funkci

—

F(r,y,2) = (2,2,y).

Piimym vypocetem dokazte v tomto piipadé platnost Stoke-
sSovy Vvéty.



Reseni:
1. Dokazte, 7e funkce y = x + 1 je bodem lokilniho maxima funkcionalu

2
F(y) :/ z(y')* = 2y(y)de
1
vzhledem k mnoziné

M ={yeC'((1,2)); y(1) =2, y(2) = 3}.

Integrand je zadany funkci f(wz,y,z) = z2* — 2y23, jeji parcidlni derivace
jsou
fo(z,y,2) = =223, f.(2,y,2) = daz® — 6y2°.

Sestavime EL rovnici

0
0=fy(2,0,9) — = fo(z,u,9) = =2(y')® = (1- 4(y)* + 122(y")*y" — 6/ (v')* — 12yy'y")

ox
(zy' —y)

— 12y/y//
Snadno ovéifime, Ze funkce y = x + 1 tuto rovnici spliuje a spliiuje okrajové
podminky.
Ovéfime, zda je tato extreméla nékterym lokalnim extrémem. Nejprve zku-
sime ovéfit konvexitu pomoci Hessovy matice:

0 ~627 0 -6
= <—622 12(x22 —yz))  Halyo) = (—6 —12) ’

coz je indefinitni matice, tedy zatim nevime nic. Sestavime proto Jacobiho rov-
nici:

0
P(l’) = fzz(m7y0ay6) = _127 Q(l‘) = f’l}’lj(xay(hyé) - %fyz(xayané) =0

—(PK) +Qh =12h" =0
v8echna feseni h Jacobiho rovnice jsou linearni funkce, coz p¥i podmince h(1) =
h(x) = 0, = # 1, znamen4, %e nutnd h = 0, takZe neexistuji konjugované
body k bodu 1. Jelikoz je f..(x,yo,¥,) = —12 < 0, je extreméla yo bodem
llokédniho maxima ‘




2. Vysetiete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci fady

i (=" Va2

np

pro z € R a parametr p € R.

Nejprve si muzeme v8imnout, zZe v proménné x je fada sudé a ze pro z =0
je nulova bez ohledu na hodnotu p. Déle pro z # 0 plati (*) nh—>12<> V2 =1a
pro p < 0 je limita n-tého ¢lenu nenulova, tedy neni splnéna nutnd podminka
konvergence, fada diverguje.

Rada > (:11},)71' konverguje neabsolutné pro p € (0,1) (Leibnizovo krité-
rium) a absolutné pro p > 1 (integralni kritérium), totéz plati pro zadanou fadu
pro kazdé x # 0. Protoze konvergence (*) je pro kazdé = monotonni (zde nutno
rozdélit na dva piipady |z| < 1 a |x| > 1) a posloupnost ¥/z2 je stejné omezena
pro z € (—K, K), je podle ,stejnomérného Abelova“ kritéria zadana fada stej-
nomérné konvergentni na z € (—K, K) a tedy lokalné stejnomérné konvergentni
na R. Na R ovS8em neni stejnomérné konvergentni, protoze

n/:L'2
sup = +o00.
r NP




3. Spoctéte objem télesa ohrani¢eného plochami
P4yt =a+y ®+9y>=2 2=0.

Rozebereme si, jaké plochy odpovidaji jednotlivym rovnicim: prvni rovnici

Ize prepsat jako
1\? N 1> 1
T — = —=] ==
2 Y73 2’

v roving jde tedy o kruznici se stfedem [, 1
pocatkem a v polarnich soufadnicich odpovida thlu ¢ € (-7, %“) Pro kazdé
takové ¢ pak mame polomér r omezeny zdola nulou a shora hodnotou, kterou
zjistime z prvni rovnice s dosazenymi polarnimi soufadnicemi r? = r(cosp +
sin ), ¢ili horni mez je r = cos ¢ + sin ¢, a bude uZite¢né si to je§té upravit na
r = \/2sin(p + ). V R? této rovnici odpovida valcova plocha nad zminénou
kruZnici s osou rovnobéznou s osou z. Druhd rovnice popisuje paraboloid, ktery
ohranicuje nase téleso shora a tteti je rovina z = 0, ktera je ohranicuje zdola.

Vhodnou parametrizaci budou napf. valcové soutradnice:

] a polomérem —=, kterd prochaz

T =T7Ccosp 3
3:{y =rsing, pc <—g,f>, re <0,\/§sin(g0+£)>, s € (0,r2).

zZ =S8

Pak spo¢teme (nebo vime) Jp = r a mizeme integrovat:

37

I pV2sin(ety) i VZsin(e+E)
)\3(M):/ /o /0 1~rdsd7‘dap:/7r/0 3 dr dp =
3 4
1

us
4

s 37
a4 sin Z . T .
= Z/ [7“4](\)/5 (pt3) de z/ sin* (¢ + %) de z/ sin® y dy
_ - 0

s s
4 4

3

Tento integral je roven =, coz zjistime napiiklad porovnénim identity

™ ™ ™
/ siny dy = / (1 —cos®y)sin®y dy = = — / cos? ysin® y dy
0 0 0

vol 3

s identitou ziskanou per partes

/ siny dy = [~ sin®y cos y]g—/ (—3sin?y cos?y) dy = 0+3/ sin? y cos® y dy.
0 0 0

3

Zavérem tedy A3(M) = 3




4. Uvazujme horni polosféru
M ={[z,y,2] e R 22 +¢y> + 22 =1, 2> 0}

orientovanou pomoci vnéjsi normély a vektorovou funkci

—

F(z,y,2) = (2,2,9).

Piimym vypocetem dokazte v tomto piipadé platnost Stokesovy véty.
Mame ovérit platnost rovnosti

/ Fds = / rot FdS§
oM M

Leva strana: OM je kruZnice parametrizovand r = cosp,y = sing,z =
0, ¢ € (0,27) a toto je spravna orientace vzhledem k zadani, proto

2m
/ fd§:/ zdx—i—xdy—l—ydz:/ (04 cospcosp +0) dp =[7].
oM oM 0

Prava strana:

= dy Ox 0z Oy Ox 0z
tFh=|-—~>—-—,—— =, —— — | =(1,1,1
o (0y 02’0z Oz’ Oz 8y) (1,1,1)
a polosféru parametrizujeme napi. zobrazenim ®, které bude vyjadfeno

™

x =cosfcosp,y =cosfsing,z =sinb, 6 € (0, 5

), € (0, 2m).
Normala pak je

D, x ®y = (—cosbsing,cosfcosy,0) x (—sinb cos p, —sinfsin ¢, cos ) =

= (cos? 0 cos ¢, cos? fsin p, sin 6 cos §),

a napt. dosazenim 6 = ¢ = 0 snadno zjistime, Ze se jednd o vnéjsi normélu, jak
bylo zadano. Proto

z 2
/ rot FdS = /2 / (1,1,1) - (cos? O cos @, cos® O sin p, sin 0 cos ) dy df =
M o Jo

T or in207°?
:/ / cos? 6 cos @ + cos® Osin p + sin @ cos @ dyp df = 2r [sm }
o Jo



