
Po£etní £ást - 27.1.

1. Dokaºte, ºe funkce y = x+1 je bodem lokálního maxima funk-
cionálu

F (y) =

∫ 2

1

x(y′)4 − 2y(y′)3dx

vzhledem k mnoºin¥

M = {y ∈ C1(〈1, 2〉); y(1) = 2, y(2) = 3}.

2. Vy²et°ete bodovou, stejnom¥rnou a lokáln¥ stejnom¥rnou kon-
vergenci °ady

∞∑
n=1

(−1)n

np

n
√
x2

pro x ∈ R a parametr p ∈ R.

3. Spo£t¥te objem t¥lesa ohrani£eného plochami

x2 + y2 = z, x2 + y2 = x+ y, z = 0.

4. Uvaºujme horní polosféru

M = {[x, y, z] ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}

orientovanou pomocí vn¥j²í normály a vektorovou funkci

~F (x, y, z) = (z, x, y).

P°ímým výpo£etem dokaºte v tomto p°ípad¥ platnost Stoke-
sovy v¥ty.
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�e²ení:
1. Dokaºte, ºe funkce y = x+ 1 je bodem lokálního maxima funkcionálu

F (y) =

∫ 2

1

x(y′)4 − 2y(y′)3dx

vzhledem k mnoºin¥

M = {y ∈ C1(〈1, 2〉); y(1) = 2, y(2) = 3}.

Integrand je zadaný funkcí f(x, y, z) = xz4 − 2yz3, její parciální derivace
jsou

fy(x, y, z) = −2z3, fz(x, y, z) = 4xz3 − 6yz2.

Sestavíme EL rovnici

0 = fy(x, y, y′)− ∂

∂x
fz(x, y, y

′) = −2(y′)3 − (1 · 4(y′)3 + 12x(y′)2y′′ − 6y′(y′)2 − 12yy′y′′) =

= 12y′y′′(xy′ − y)

Snadno ov¥°íme, ºe funkce y = x+ 1 tuto rovnici spl¬uje a spl¬uje okrajové
podmínky.

Ov¥°íme, zda je tato extremála n¥kterým lokálním extrémem. Nejprve zku-
síme ov¥°it konvexitu pomocí Hessovy matice:

Hg =

(
0 −6z2

−6z2 12(xz2 − yz)

)
, Hg(y0) =

(
0 −6
−6 −12

)
,

coº je inde�nitní matice, tedy zatím nevíme nic. Sestavíme proto Jacobiho rov-
nici:

P (x) = fzz(x, y0, y
′
0) = −12, Q(x) = fyy(x, y0, y

′
0)− ∂

∂x
fyz(x, y0, y

′
0) = 0

−(Ph′)′ +Qh = 12h′′ = 0

v²echna °e²ení h Jacobiho rovnice jsou lineární funkce, coº p°i podmínce h(1) =
h(x) = 0, x 6= 1, znamená, ºe nutn¥ h = 0, takºe neexistují konjugované
body k bodu 1. Jelikoº je fzz(x, y0, y

′
0) = −12 < 0, je extremála y0 bodem

lokálního maxima .
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2. Vy²et°ete bodovou, stejnom¥rnou a lokáln¥ stejnom¥rnou konvergenci °ady

∞∑
n=1

(−1)n

np
n
√
x2

pro x ∈ R a parametr p ∈ R.
Nejprve si m·ºeme v²imnout, ºe v prom¥nné x je °ada sudá a ºe pro x = 0

je nulová bez ohledu na hodnotu p. Dále pro x 6= 0 platí (*) lim
n→∞

n
√
x2 = 1 a

pro p ≤ 0 je limita n-tého £lenu nenulová, tedy není spln¥na nutná podmínka
konvergence, °ada diverguje.

�ada
∑∞
n=1

(−1)n

np konverguje neabsolutn¥ pro p ∈ (0, 1〉 (Leibnizovo krité-
rium) a absolutn¥ pro p > 1 (integrální kritérium), totéº platí pro zadanou °adu
pro kaºdé x 6= 0. Protoºe konvergence (*) je pro kaºdé x monotonní (zde nutno
rozd¥lit na dva p°ípady |x| < 1 a |x| ≥ 1) a posloupnost n

√
x2 je stejn¥ omezená

pro x ∈ 〈−K,K〉, je podle �stejnom¥rného Abelova� kritéria zadaná °ada stej-
nom¥rn¥ konvergentní na x ∈ 〈−K,K〉 a tedy lokáln¥ stejnom¥rn¥ konvergentní
na R. Na R ov²em není stejnom¥rn¥ konvergentní, protoºe

sup
R

n
√
x2

np
= +∞.
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3. Spo£t¥te objem t¥lesa ohrani£eného plochami

x2 + y2 = x+ y, x2 + y2 = z, z = 0.

Rozebereme si, jaké plochy odpovídají jednotlivým rovnicím: první rovnici
lze p°epsat jako (

x− 1

2

)2

+

(
y − 1

2

)2

=
1

2
,

v rovin¥ jde tedy o kruºnici se st°edem [ 1
2 ,

1
2 ] a polom¥rem 1√

2
, která prochází

po£átkem a v polárních sou°adnicích odpovídá úhlu ϕ ∈ 〈−π4 ,
3π
4 〉. Pro kaºdé

takové ϕ pak máme polom¥r r omezený zdola nulou a shora hodnotou, kterou
zjistíme z první rovnice s dosazenými polárními sou°adnicemi r2 = r(cosϕ +
sinϕ), £ili horní mez je r = cosϕ+ sinϕ, a bude uºite£né si to je²t¥ upravit na
r =

√
2 sin(ϕ + π

4 ). V R3 této rovnici odpovídá válcová plocha nad zmín¥nou
kruºnicí s osou rovnob¥ºnou s osou z. Druhá rovnice popisuje paraboloid, který
ohrani£uje na²e t¥leso shora a t°etí je rovina z = 0, která je ohrani£uje zdola.

Vhodnou parametrizací budou nap°. válcové sou°adnice:

Φ :


x = r cosϕ

y = r sinϕ

z = s

, ϕ ∈ 〈−π
4
,

3π

4
〉, r ∈ 〈0,

√
2 sin(ϕ+

π

4
)〉, s ∈ 〈0, r2〉.

Pak spo£teme (nebo víme) JΦ = r a m·ºeme integrovat:

λ3(M) =

∫ 3π
4

−π4

∫ √2 sin(ϕ+π
4 )

0

∫ r2

0

1 · r ds dr dϕ =

∫ 3π
4

−π4

∫ √2 sin(ϕ+π
4 )

0

r3 dr dϕ =

=
1

4

∫ 3π
4

−π4

[
r4
]√2 sin(ϕ+π

4 )

0
dϕ =

∫ 3π
4

−π4
sin4(ϕ+

π

4
) dϕ =

∫ π

0

sin4 y dy

Tento integrál je roven 3π
8 , coº zjistíme nap°íklad porovnáním identity∫ π

0

sin4 y dy =

∫ π

0

(1− cos2 y) sin2 y dy =
π

2
−
∫ π

0

cos2 y sin2 y dy

s identitou získanou per partes∫ π

0

sin4 y dy = [− sin3 y cos y]π0−
∫ π

0

(−3 sin2 y cos2 y) dy = 0+3

∫ π

0

sin2 y cos2 y dy.

Záv¥rem tedy λ3(M) =
3π

8
.
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4. Uvaºujme horní polosféru

M = {[x, y, z] ∈ R3; x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}

orientovanou pomocí vn¥j²í normály a vektorovou funkci

~F (x, y, z) = (z, x, y).

P°ímým výpo£etem dokaºte v tomto p°ípad¥ platnost Stokesovy v¥ty.
Máme ov¥°it platnost rovnosti∫

∂M

~Fd~s =

∫
M

rot ~Fd~S

Levá strana: ∂M je kruºnice parametrizovaná x = cosϕ, y = sinϕ, z =
0, ϕ ∈ 〈0, 2π〉 a toto je správná orientace vzhledem k zadání, proto∫

∂M

~Fd~s =

∫
∂M

zdx+ xdy + ydz =

∫ 2π

0

(0 + cosϕ cosϕ+ 0) dϕ = π .

Pravá strana:

rot ~F =

(
∂y

∂y
− ∂x

∂z
,
∂z

∂z
− ∂y

∂x
,
∂x

∂x
− ∂z

∂y

)
= (1, 1, 1)

a polosféru parametrizujeme nap°. zobrazením Φ, které bude vyjád°eno

x = cos θ cosϕ, y = cos θ sinϕ, z = sin θ, θ ∈ 〈0, π
2
〉, ϕ ∈ 〈0, 2π〉.

Normála pak je

Φϕ × Φθ = (− cos θ sinϕ, cos θ cosϕ, 0)× (− sin θ cosϕ,− sin θ sinϕ, cos θ) =

= (cos2 θ cosϕ, cos2 θ sinϕ, sin θ cos θ),

a nap°. dosazením θ = ϕ = 0 snadno zjistíme, ºe se jedná o vn¥j²í normálu, jak
bylo zadáno. Proto∫
M

rot ~Fd~S =

∫ π
2

0

∫ 2π

0

(1, 1, 1) · (cos2 θ cosϕ, cos2 θ sinϕ, sin θ cos θ) dϕ dθ =

=

∫ π
2

0

∫ 2π

0

cos2 θ cosϕ+ cos2 θ sinϕ+ sin θ cos θ dϕ dθ = 2π

[
sin2 θ

2

]π
2

θ=0

= π .
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