Pocetni ¢ast - 17.1.

1. Na prostoru C*([1,2]) uvazujme funkcional

2 ( N3
y) 2.1
F(y) = — 2%y

Uvazme déle mnozinu

M ={y e C'([1,2)), y(1) = 0, y(2) = K},

kde K € R je parametr.

(a) Pro y,h € C'([1,2]), h # 0, spoctéte D, F(y) a Dj , F(y).

(b) Sestavte Euler-Lagrangeovu rovnici pro F' a naleznéte jeji
obecné Teseni.

(c) Dokazte, ze funkcional F' mé pravé jeden stacionarni bod
Yert € M N C?[1,2] pravé tehdy, kdyz |K| > v/12.

(10 bodi).
Regeni:
(a) Standardnim zptisobem spocteme, ze

2 / Qh/
Doty = [ UL -,
1

42

D2, ) = [ G

222

(b) Ozna¢me f(x,y’) = % — 2%y, Extremala y musi spliiovat

Eulerovu-Lagrangeovu rovnici, kterd ma v tomto piipadé tvar
(f nezavisi na y)

Wy

—?=C = C>-1
4x

0=y f(y,z) =0 =

a mame

3
2

2
Yy =+2avC + 2?2 = y:ig(0+x2) + D.



(c) Zbyva urcit konstanty C' a D a popf. vybrat znaménko. Ne
vzdy vSak lze konstanty najit. Mame totiz

2 2
/ Yy :/ 22V C + x?
1 1
9 2
=3 (4+C)P*2 = (1+0)*?) > / 20V —1+4 22 = V12.

1

(K= 1y(2) —y(D)] =

Vidime, Ze je nutné, aby |K| > v/12. Vy%e uvedeny vztah navic
jednozna¢né urcuje konstantu C' > —1. Navic, pokud |K| =
V12, potom C = —1 a y ¢ C?([1,2]). Proto je nutné, aby
|K| > v/12. Vidime, 7e y' neméni znaménko na (1,2) a tedy
(pouzitim podminky y(1) = 0)

2 3 2 :
y:§<0+$2)%_§(0+1)%, pro K > V12,
3
: +

2 2 3
y=—3(C+a")2 +3(C+12 poK < —VI2



2. Uvazujte posloupnost funkeci

fn(z) :=sin (%) zeR

n

s parametrem « > 0. V zévislosti na a rozhodnéte o bodové,
stejnomérné, popft. lokalné stejnomérné konvergenci fady

> fula).

(7 bodii).

Reseni: Pouzijeme nasledujici vztahy:
smy <y proy >0,
siny > % pro y € [0, 7/4].
Zacneme s nutnou podminkou stejnomérné konvergence na R,

tzn. zkoumame zda

fo(z) = 0 na R.

sin <£>‘ =1,
nCM

protoze napi. f,(r) = 1 pro = n°r/2. Rada tedy nemiize
konvergovat stejnomérné na R.

Nicméné ale plati, ze

sup | fn(z)| = sup
z€R zeR

Uvazujme nyni o € (0,1]. Ukdzeme, Ze pro tato a fada ne-
konverguje ani bodové (kromé bodu nula, kde konverguje tri-
vialné). Omezime se pouze na kladna x € R (pro zaporna to
oduvodnime podobné). Pro dané z € R najdeme ny tak, aby
z/n§ < /2. Potom plati
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Pro a € (0,1] tedy rada nekonverguje ani bodové vyjma bod
x = 0.



Pro a > 1 ale ukdzeme, ze fada konverguje lokilné stejnomérné.
Bud M > 0 libovolné. Potom Vz € [—M, M|

) < D < 2
n n
Rada 3" n~* je ale konvergentni a nezavisla na = (pro a > 1) a
tedy nutné fada ) f,(z) konverguje stejnomérné na [—M, M]|.
Protoze M bylo libovolné, dostaneme, 7e fada ) f,, konverguje
lokalné stejnomérné na R.



3. Pro a > 0 definujme M C R? jako
2

%
M :={(z,y) € R* 2 >0,y > 0, (x2—|—%> < Vay)

Spoctéte obsah M a kiivkovy integral
/ (2992”" + y)dx + (2* + ") dy
oM

pres kladné orientovanou hranici M.

Ndpoveda: pro druhou cist je moznd vijhodné pouZit Greenovu
vetu.

(8 bodii).

ResSeni: Zkusme zavést

T =171 Ccost,

y =rasint

Protoze, z a y jsou kladné, uvazujeme pouze ¢ € (0, 7/2). Tato
transformace ma Jakobian J = ar. Nyni jednoduse méame,
2\ 1
0< (x2+ Y ) < \/Ey<:>0 <r<avcostsint

a?

Mnozina M je tedy dana pro meze ¢ € (0,7/2) ar € (0,av/costsint).
Jeji obsah tedy mizeme spocitat jako

3 av/costsint
]M]:/ dxdy:/ / ar dr dt
M 0 0

3 pz 3

a 2 a

= —/ costsin?tdt = —
2 /o 6

Pro vypocet kiivkového integralu pouzijeme Greenovu vétu a



mame tedy (vyuzijeme piedchozi vypocet)

/a (2992”" + y)dx + (2 + e )dy = /
M

(8($2+eey) 8(299x987+y)) d dy

M ox dy
% av/costsint
:/ (2x—1)dxdy:/ / (2rcost — 1)ardrdt
M o Jo
3 944 3 3 944 [3
-4, (Cost)g sindtdt = — = + 0 ((Cost)g — (cost)g)sintdt
6 3 J, 6 3 J,
= —QqQ ——
6-7-11



4. Spoctéte

oo 12

/ 81n2x Jr.

0 T
o0 S —ax (3 b 2

Ndpovéda: wvazujte funkei F(a,b) = / M
0

rivugte podle b.

(11 bodu)

Reseni: Zavedeme znaceni a formalné spocitame

e~ gin? (bx
fla,b,z) = T()

0 ,—ax qinn2
Fla,b) :/ e~ gin”(bx)
0

2

a de-
22

Y

e~ sin(2bx)

T

OpF(a,b) :/ Opf(a,b,x) :/
0 0

Oy F(a,b) = / Oy fa,b,x) = 2/ e~ cos(2bx) = %/ e sin(2bx)
0 0 0

a a? 2a

== @ - @81)2}7(@, b) - asz(a, b) = —a2 T 4b2
Nyni ovéfime vSechny potfebné piedpoklady, abychom mohli
vyse uvedené formalni vypodcty povazovat za pravdivé. Nejdiive
fla,b,2),0pf(a,b,x)i0pf(a,b,z) jsou Carathéodoryovské funkce.
Navic mame (zde je € > 0 libovolné, ale pevné)

2e72 1
|f(a,b,2)| < o Y(a,b) € [0,00) x [t 7],
O (@b, 2)] < &l V(a,b) € [¢,00) x [~e 1Y)
|O0y2 f(a,b,x)| < e ** Y(a,b) € [e,00) x [ 1, 7.

V kazdém odhadu jsme nasli integrovatelnou majorantu neza-
vislou na a a b a tedy na danych intervalech je funkce F'(a,b)
spojitd a mé i spojité prvni a druhé drivace podle b.

Ze vzorce pro druhou derivace podle b ziskdme

2a 2 1
F(a,b) = | ———=db=—- | ————— db = arctan(2b
OpF(a,b) /a2 e a/ T+ (@bja)? arctan(20/a) + C

Konstantu C' ur¢ime z hodnoty 9,F(a,0) a tedy
OF(a,0) =0 = 0yF(a,b) = arctan(2b/a).

7



Nyni mizeme zintergovat jesté jednou

2ab
F(a,b) = /arctan(%/a) db = barctan(2b/a) — /#14192
aln(a® + 4b%)

= barctan(2b/a) — 1

+C.

Konstantu C' opét ur¢ime z podminky na F'(a,0)

aln(a? + 4b%) N alna
4 2

F(a,0) =0 = F(a,b) = barctan(2b/a) —

Nakonec, protoze F(a,b) je spojitd vzhledem k a € [0,00)
mame

_ bl

In(a® + 4b? 1
F(0,b) = lim F(a,b) = lim barctan(2b/a) — aln(a® + 45°%) + ama

a—04 a—04 4 2

a tedy

2



