
Po£etní £ást - 17.1.

1. Na prostoru C1([1, 2]) uvaºujme funkcionál

F (y) =

∫ 2

1

(y′)3

12x2
− x2y′.

Uvaºme dále mnoºinu

M = {y ∈ C1([1, 2]), y(1) = 0, y(2) = K},

kde K ∈ R je parametr.

(a) Pro y, h ∈ C1([1, 2]), h 6= 0, spo£t¥te DhF (y) a D2
h,hF (y).

(b) Sestavte Euler-Lagrangeovu rovnici pro F a nalezn¥te její
obecné °e²ení.

(c) Dokaºte, ºe funkcionál F má práv¥ jeden stacionární bod
yext ∈M ∩ C2[1, 2] práv¥ tehdy, kdyº |K| >

√
12.

(10 bod·).

�e²ení:

(a) Standardním zp·sobem spo£teme, ºe

DhF (y) =

∫ 2

1

(y′)2h′

4x2
− x2h′,

D2
h,hF (y) =

∫ 2

1

y′(h′)2

2x2
.

(b) Ozna£me f(x, y′) = (y′)3

12x2
−x2y′. Extremála y musí spl¬ovat

Eulerovu�Lagrangeovu rovnici, která má v tomto p°ípad¥ tvar
(f nezávisí na y)

0 = (∂y′f(y
′, x))′ = 0 =⇒ (y′)2

4x2
− x2 = C =⇒ C ≥ −1

a máme

y′ = ±2x
√
C + x2 =⇒ y = ±2

3
(C + x2)

3
2 +D.
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(c) Zbývá ur£it konstanty C a D a pop°. vybrat znaménko. Ne
vºdy v²ak lze konstanty najít. Máme totiº

|K| = |y(2)− y(1)| =
∣∣∣∣∫ 2

1

y′
∣∣∣∣ = ∫ 2

1

2x
√
C + x2

=
2

3

(
(4 + C)3/2 − (1 + C)3/2

)
≥
∫ 2

1

2x
√
−1 + x2 =

√
12.

Vidíme, ºe je nutné, aby |K| ≥
√
12. Vý²e uvedený vztah navíc

jednozna£n¥ ur£uje konstantu C ≥ −1. Navíc, pokud |K| =√
12, potom C = −1 a y /∈ C2([1, 2]). Proto je nutné, aby
|K| >

√
12. Vidíme, ºe y′ nem¥ní znaménko na (1, 2) a tedy

(pouºitím podmínky y(1) = 0)

y =
2

3
(C + x2)

3
2 − 2

3
(C + 1)

3
2 , pro K >

√
12,

y = −2

3
(C + x2)

3
2 +

2

3
(C + 1)

3
2 , pro K < −

√
12.
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2. Uvaºujte posloupnost funkcí

fn(x) := sin
( x
nα

)
x ∈ R

s parametrem α > 0. V závislosti na α rozhodn¥te o bodové,
stejnom¥rné, pop°. lokáln¥ stejnom¥rné konvergenci °ady

∞∑
n=1

fn(x).

(7 bod·).

�e²ení: Pouºijeme následující vztahy:

sin y ≤ y pro y ≥ 0,

sin y ≥ y

2
pro y ∈ [0, π/4].

Za£neme s nutnou podmínkou stejnom¥rné konvergence na R,
tzn. zkoumáme zda

fn(x) ⇒ 0 na R.

Nicmén¥ ale platí, ºe

sup
x∈R
|fn(x)| = sup

x∈R

∣∣∣sin( x
nα

)∣∣∣ = 1,

protoºe nap°. fn(x) = 1 pro x = nαπ/2. �ada tedy nem·ºe
konvergovat stejnom¥rn¥ na R.
Uvaºujme nyní α ∈ (0, 1]. Ukáºeme, ºe pro tato α °ada ne-
konverguje ani bodov¥ (krom¥ bodu nula, kde konverguje tri-
viáln¥). Omezíme se pouze na kladná x ∈ R (pro záporná to
od·vodníme podobn¥). Pro dané x ∈ R najdeme n0 tak, aby
x/nα0 ≤ π/2. Potom platí

∞∑
n=1

fn(x) =

n0−1∑
n=1

fn(x)+
∞∑

n=n0

fn(x) ≥
n0−1∑
n=1

fn(x)+
x

2

∞∑
n=n0

n−α =∞.

Pro α ∈ (0, 1] tedy °ada nekonverguje ani bodov¥ vyjma bod
x = 0.
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Pro α > 1 ale ukáºeme, ºe °ada konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥.
Bu¤ M > 0 libovolné. Potom ∀x ∈ [−M,M ]

|fn(x)| ≤
|x|
nα
≤ M

nα
.

�ada
∑
n−α je ale konvergentní a nezávislá na x (pro α > 1) a

tedy nutn¥ °ada
∑
fn(x) konverguje stejnom¥rn¥ na [−M,M ].

ProtoºeM bylo libovolné, dostaneme, ºe °ada
∑
fn konverguje

lokáln¥ stejnom¥rn¥ na R.
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3. Pro a > 0 de�nujme M ⊂ R2 jako

M := {(x, y) ∈ R2;x > 0, y > 0,

(
x2 +

y2

a2

) 5
4

<
√
xy}

Spo£t¥te obsah M a k°ivkový integrál∫
∂M

(299x987 + y)dx+ (x2 + ee
y

)dy

p°es kladn¥ orientovanou hranici M .

Nápov¥da: pro druhou £ást je moºná výhodné pouºít Greenovu

v¥tu.

(8 bod·).

�e²ení: Zkusme zavést

x = r cos t,

y = ra sin t

Protoºe, x a y jsou kladná, uvaºujeme pouze ϕ ∈ (0, π/2). Tato
transformace má Jakobián J = ar. Nyní jednodu²e máme,

0 ≤
(
x2 +

y2

a2

) 5
4

<
√
xy ⇔ 0 < r < a

√
cos t sin t

MnoºinaM je tedy dána pro meze ϕ ∈ (0, π/2) a r ∈ (0, a
√
cos t sin t).

Její obsah tedy m·ºeme spo£ítat jako

|M | =
∫
M

dx dy =

∫ π
2

0

∫ a
√
cos t sin t

0

ar dr dt

=
a3

2

∫ π
2

0

cos t sin2 tdt =
a3

6

Pro výpo£et k°ivkového integrálu pouºijeme Greenovu v¥tu a
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máme tedy (vyuºijeme p°edchozí výpo£et)∫
∂M

(299x987 + y)dx+ (x2 + ee
y

)dy =

∫
M

(
∂(x2 + ee

y
)

∂x
− ∂(299x987 + y)

∂y

)
dx dy

=

∫
M

(2x− 1) dx dy =

∫ π
2

0

∫ a
√
cos t sin t

0

(2r cos t− 1)ar dr dt

= −a
3

6
+

2a4

3

∫ π
2

0

(cos t)
5
2 sin3 t dt = −a

3

6
+

2a4

3

∫ π
2

0

((cos t)
5
2 − (cos t)

9
2 ) sin t dt

= −a377− 32a

6 · 7 · 11
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4. Spo£t¥te ∫ ∞
0

sin2 x

x2
dx.

Nápov¥da: uvaºujte funkci F (a, b) :=

∫ ∞
0

e−ax(sin(bx))2

x2
a de-

rivujte podle b.
(11 bod·)
�e²ení: Zavedeme zna£ení a formáln¥ spo£ítáme

f(a, b, x) =
e−ax sin2(bx)

x2
,

F (a, b) =

∫ ∞
0

e−ax sin2(bx)

x2

∂bF (a, b) =

∫ ∞
0

∂bf(a, b, x) =

∫ ∞
0

e−ax sin(2bx)

x

∂b2F (a, b) =

∫ ∞
0

∂b2f(a, b, x) = 2

∫ ∞
0

e−ax cos(2bx) =
a

b

∫ ∞
0

e−ax sin(2bx)

=
a

2b2
− a2

2b2
∂b2F (a, b) =⇒ ∂b2F (a, b) =

2a

a2 + 4b2
.

Nyní ov¥°íme v²echny pot°ebné p°edpoklady, abychom mohli
vý²e uvedené formální výpo£ty povaºovat za pravdivé. Nejd°íve
f(a, b, x), ∂bf(a, b, x) i ∂b2f(a, b, x) jsou Carathéodoryovské funkce.
Navíc máme (zde je ε > 0 libovolné, ale pevné)

|f(a, b, x)| ≤ 2ε−2

1 + x2
∀(a, b) ∈ [0,∞)× [−ε−1, ε−1],

|∂bf(a, b, x)| ≤ ε−1e−εx ∀(a, b) ∈ [ε,∞)× [−ε−1, ε−1],
|∂b2f(a, b, x)| ≤ e−εx ∀(a, b) ∈ [ε,∞)× [−ε−1, ε−1].

V kaºdém odhadu jsme na²li integrovatelnou majorantu nezá-
vislou na a a b a tedy na daných intervalech je funkce F (a, b)
spojitá a má i spojité první a druhé drivace podle b.
Ze vzorce pro druhou derivace podle b získáme

∂bF (a, b) =

∫
2a

a2 + 4b2
db =

2

a

∫
1

1 + (2b/a)2
db = arctan(2b/a) + C

Konstantu C ur£íme z hodnoty ∂bF (a, 0) a tedy

∂bF (a, 0) = 0 =⇒ ∂bF (a, b) = arctan(2b/a).
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Nyní m·ºeme zintergovat je²t¥ jednou

F (a, b) =

∫
arctan(2b/a) db = b arctan(2b/a)−

∫
2ab

a2 + 4b2

= b arctan(2b/a)− a ln(a2 + 4b2)

4
+ C.

Konstantu C op¥t ur£íme z podmínky na F (a, 0)

F (a, 0) = 0 =⇒ F (a, b) = b arctan(2b/a)− a ln(a2 + 4b2)

4
+
a ln a

2

Nakonec, protoºe F (a, b) je spojitá vzhledem k a ∈ [0,∞)
máme

F (0, b) = lim
a→0+

F (a, b) = lim
a→0+

b arctan(2b/a)− a ln(a2 + 4b2)

4
+
a ln a

2
=
|b|π
2

a tedy ∫ ∞
0

sin2 x

x2
=
π

2
.
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