
Po£etní £ást - 10.1.

1. Uvaºme funkcionál

F (y) = y2(1) + (y(0)− 1)2 +

∫ 1

0

y +
1

2
(y′)2

na prostoru C1([0, 1]). Ozna£me

C1
0([0, 1]) = {f ∈ C1([0, 1]) : f(0) = f(1) = 0}.

(a) Pro y ∈ C1([0, 1]) a h ∈ C1([0, 1]) \ {0} spo£t¥te DhF (y) a
D2
h,hF (y).

(b) Dokaºte, ºe F je konvexní na C1([0, 1]).

(c) Nalezn¥te v²echny stacionární body F vzhledem k C1
0([0, 1]).

(d) Vy²et°ete extrémy funcionálu F na C1([0, 1]).

(10 bod·).

2. Uvaºujte posloupnost funkcí

fn(x) :=

{
1 pro x ∈ [n2 − n, n2 + n]

0 pro x /∈ [n2 − n, n2 + n]

na intervalu (−∞,∞). Rozhodn¥te o bodové, stejnom¥rné, pop°.
lokáln¥ stejnom¥rné konvergenci na (−∞,∞).

Uvaºujte posloupnost funkcí gn(x) := nαfn(x), kde α ∈ R
je parametr. V závislosti na α, rozhodn¥te o bodové, stejno-
m¥rné, pop°. lokáln¥ stejnom¥rné konvergenci posloupnosti gn.
Pro která α platí

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

gn(x) dx =

∫ ∞
−∞

lim
n→∞

gn(x) dx?

(8 bod·).
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3. Bu¤ R > 0 libovolné. De�nujme

A := {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + |z| ≤ R2}
B := {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 − 2Rx < 0}

Spo£t¥te objem mnoºiny A ∩B.

M·ºete pouºít vzore£ky cos4 a = 1
8
(4 cos(2a) + cos(4a) + 3),

cos2 a = 1
2
(1 + cos(2a)) (10 bod·).

4. Uvaºme funkci

F (a) =

∫ ∞
0

e−ax

(x+ 1)2
dx.

(a) Ur£ete de�ni£ní obor F a ukaºte, ºe F je na svém de�ni£-
ním oboru spojitá.

(b) Ukaºte, ºe F ′ a F ′′ existují na (0,∞).

(c) Ukaºte, ºe na (0,∞) platí F ′′(a)− 2F ′(a) + F (a) = 1
a
.

(d) Vy²et°ete monotonii a konvexitu/konkávitu F a na£rtn¥te
graf F .

(8 bod·).
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