Pocetni ¢ast - 10.1.

1. Uvazme funkecional

Fl) = 7#0)+ 00 =17+ [y 5007

na prostoru C*([0, 1]). Ozna¢me
Co([0,1]) = {f € C*([0,1]) : f(0) = f(1) = 1}.
(a) Proy € C1([0,1]) a h € C'([0,1]) \ {0} spoctste D, F(y) a
Dl%,hF(y)‘
b) Dokazte, ze F' je konvexni na C'([0, 1]).
¢) Naleznéte vSechny stacionarni body F vzhledem k C3([0, 1]).
d) Vysetrete extrémy funcionalu F na C*([0,1]).
10 bodu).
Regeni:
Urc¢ime prvni Gateauxovu derivaci. Z definice
F th) — F
DF@)[A] = tim LW = F)
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= 2y(1)h(1) + 2y(0)h(0) — 2h(0) + /l(h +y'h’)



Obdobné
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Vidime, Ze druhé derivace jsou kladné a ze D?*F(y)[h,h] = 0
jen pokud h = 0. Jakakoliv extreméla tedy bude minimem.
Obdobné lze ¥ici, ze F' je konvexni a tedy jakdkoliv extremaéla
je opét minimem.

Dale najdeme extremélu y.,; vzhledem k C3[0, 1]. CHceme tedy,

aby Y.+ spliovalo
DF (Yezt)[P] =0

pro kazdé h € C}[0,1]. Pro tato h plati

DF(your)f] = / Bl — ).

Pokud ma byt integral vyse nulovy pro vSechna takova h, pak
nutné

ygxt = 1.

Obecné teseni je tedy ye,r = %2 + Ax 4+ B. Okrajové podminky
spliiuje pouze, kdyz A = —3 a B = 0.

Mé-li byt y stacionarnim bodem vzhledem k C*[0, 1], musi byt
stacionarnim bodem i vzhledem k C} [0, 1]. Staci tedy zjistit, pro
kterd A a B splije yert rovnici DEF (yeqe)[h] = 0 pro vSechna
h € C*0,1].

Dosazeni dostaneme
1
DmeMm=2MD(§+A+B)+mmm3—1y

Aby byla vys$e uvedena derivace rovna nule v kazdém sméru h,
je tedy nutné, aby A = —2 a B = 1. Vysledny minimizér je

2
22 —3x

tedy Year = =5 + 1.




2. Uvazujte posloupnost funkeci

f(2) 1 prox € [n® —n,n®+n)
w(x) =
0 proz & [n* —n,n* +n)

na intervalu (—oo, 00). Rozhodnéte o bodové, stejnomérné, popf.
lokalné stejnomérné konvergenci na (—oo, 00).

Uvazujte posloupnost funkci g,(z) := n®f,(z), kde « € R
je parametr. V zavislosti na «, rozhodnéte o bodové, stejno-
mérné, popr. lokalné stejnomérné konvergenci posloupnosti g,.
Pro ktera o plati

lim gn(x) dx :/ lim g,(z)dx?

n—00 n—+00
- —00 —o0 "7

(8 bodu).

Reseni: Evidentné plati, e pro kazdé z € R
lim f,(x) = lim g,(x) = 0,
n—oo n—oo

protoze jen kone¢ny pocet ¢lent téchto posloupnosti je nenulo-
vych. Zkusme nyni ovérit setjnomérnou konvrgenci na R a na
intervalu (—oo, N), kde N € N je libovolné. Mame postupné

sup |fo(x)]=1 pron €N,

z€R

sup |gn(z)| =n* pron €N,
zeR

sup |[fu(2)| =0 pron >N,

z€(—o0,N]
sup |gn(z)|=0 pron > N.
z€(—o00,N]

Ihned z definice tedy vidime, ze

fn=20 mna (—oo, N,
gn =0 mna (—oo, N]

a tedy obé posloupnosti konerguji lokalné stejnomérné na (—oo, 00).
Na druhou stranu, ihned je vidét, Ze posloupnost f, nekonver-
guje stejnomérné na (—oo,00). Koneéné, posloupnost g, kon-
verguje stejnomérné na (—oo,00) pravé thedy, kdyz a < 0.



Koneéné

[e%¢) n%+n

lim gn(z) dz = lim n®dr = lim 2n**,

n—oo [_ o n—oo foa_ . n—00

coz se rovnd nule pouze pokud a < —1. Je tedy vidét, ze stej-
nomérna konvergence nestaci pro prehozeni limity a integralu
na nekonecnych intervalech.



3. Bud R > 0 libovolné. Definujme
A= {(z,y,2) e R* 2 +¢y* +|2| < R*}
B :={(x,y,2) € R® 2>+ y* — 2Rz < 0}

Spoctéte objem mnoziny AN B.

Miizete pouzit vzoreteky cos®a = £(4cos(2a) + cos(4a) + 3),
cos? a = 1(1 + cos(2a)) (10 bod).

Reseni: Zavedeme

xr=rcost+ R,
Yy =rsint,
zZ=z.

Tato transformace mé Jakobian J = r. MnozZina B je popsana
mezemi z € R, ¢ € [0,27) a r € [0, R). Uréime jesté meze z
mnoziny A:

R? > 2*+y*+|2| = R*4r*+2Rrcost+|z| = 0 > r(r+2Rcost)+|z|.
Kone¢né meze tedy budou

te(n/2,31/2),

r € (0, min{—2Rcost, R}),

z € (r(r 4+ 2Rcost), —r(r + 2R cost)).
Objem pak tedy spocteme

3% rmin{—2Rcost,R} p—r(r+2Rcost)
Ag(AﬂB):/ 1dxdydx:/ / / rdz drdt
nB = Jo

A r(r+2Rcost)
377‘ min{—2Rcost,R}
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16R* [ R [T
= 5 /3 cos4tdt—?/ 3+ 8cost dt

AR* indt 2z R4
= —-[3t/2+sin2t + S”; § — = [3t+8sinf]5e
_ 3R“3
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4. Uvazme funkci

Fla) = /OOO(L dz.

xr+1)2

(a) Urcete defini¢ni obor F' a ukazte, ze I je spojita na svém
defini¢nim oboru.

(b) Ukazte, ze F' a F" existuji na (0, 00).

(¢) Ukazte, ze na (0,00) plati F”(a) — 2F'(a) + F(a) = .

(d) VySetfete monotonii a konvexitu/konkavitu F' a nacrtnéte

graf F.
(8 bodu).
Regeni: Oznacme
e—(lll'

Evidentné, pro a < 0, plati lim, ., f(a, ) = oo a integral tedy
nemiize existovat. Naopak, pro a > 0 mame

1
(x+1)%
coz je integrovatelna funkce. Protoze je f navic spojita, dosta-
vame, 7e F'(a) je spojitou funkei na intervalu [0, co]. Pfimou
integraci ihned také zjistime, Ze

F(O):/Ooo(;dxzy

r+1)?

(e, 2) <

Pro vypocet F'(a) a F"(a), spocteme
of(a,z)  xe™™

oo (z+ 1)
I fla,x)  xPe™ ™
oo (z+1)2

Uvazujme nyni a € (g,00), kde € > 0 je pevné a libovolné. Pro

tato a plati,

*f(a,z)
oo

—Ex

Of (o, x)
’ Jda +




coZ je integrovatelna majoranta. Na intervalu (€, 00) tedy plati

F’(a):/ —(“”e— da,
0

x+1)?

o] $2e—am
F'(a) = ——— dx.
(a) /0 (x +1)2 v

Vidime tedy, ze funkce je klesajici a konvexni.

Jednoduchym vypoc¢tem ziskdme

F"(a) — 2F'(a) + F(a) = /0 R

a



