
Po£etní £ást - 10.1.

1. Uvaºme funkcionál

F (y) = y2(1) + (y(0)− 1)2 +

∫ 1

0

y +
1

2
(y′)2

na prostoru C1([0, 1]). Ozna£me

C1
0([0, 1]) = {f ∈ C1([0, 1]) : f(0) = f(1) = 1}.

(a) Pro y ∈ C1([0, 1]) a h ∈ C1([0, 1]) \ {0} spo£t¥te DhF (y) a
D2
h,hF (y).

(b) Dokaºte, ºe F je konvexní na C1([0, 1]).

(c) Nalezn¥te v²echny stacionární body F vzhledem k C1
0([0, 1]).

(d) Vy²et°ete extrémy funcionálu F na C1([0, 1]).

(10 bod·).

�e²ení:

Ur£íme první Gateauxovu derivaci. Z de�nice

DF (y)[h] := lim
t→0

F (y + th)− F (y)
t

= lim
t→0

y(1)2 + 2ty(1)h(1) + t2h(1)2 − y(1)2

t

+ lim
t→0

y(0)2 + 2ty(0)h(0) + t2h(0)2 − y(0)2

t

+ lim
t→0

−2y(0)− 2th(0) + 2y(0)

t

+ lim
t→0

1

t

∫ 1

0

(
y + th− y + (y′)2

2
+ t′yh′ +

(th′)2

2
− (y′)2

2

)
= 2y(1)h(1) + 2y(0)h(0)− 2h(0) + lim

t→0

[∫ 1

0

(h+ y′h′) + t

∫ 1

0

(h′)2

2

]
= 2y(1)h(1) + 2y(0)h(0)− 2h(0) +

∫ 1

0

(h+ y′h′)
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Obdobn¥

D2F (y)[h, h] := lim
t→0

DF (y + th)[h]−DF (y)[h]
t

= h(1)(2h(1) + h′(1)) + h(0)(2h(0)− h′(0))−
∫ 1

0

hh′′

= 2h2(1) + 2h2(0) +

∫ 1

0

(h′)2.

Vidíme, ºe druhé derivace jsou kladné a ºe D2F (y)[h, h] = 0
jen pokud h ≡ 0. Jakákoliv extremála tedy bude minimem.
Obdobn¥ lze °íci, ºe F je konvexní a tedy jakákoliv extremála
je op¥t minimem.

Dále najdeme extremálu yext vzhledem k C1
0 [0, 1]. CHceme tedy,

aby yext spl¬ovalo
DF (yext)[h] = 0

pro kaºdé h ∈ C1
0 [0, 1]. Pro tato h platí

DF (yext)[h] =

∫ 1

0

h(1− y′′).

Pokud má být integrál vý²e nulový pro v²echna taková h, pak
nutn¥

y′′ext = 1.

Obecné °e²ení je tedy yext =
x2

2
+Ax+B. Okrajové podmínky

spl¬uje pouze, kdyº A = −1
2
a B = 0.

Má-li být y stacionárním bodem vzhledem k C1[0, 1], musí být
stacionárním bodem i vzhledem k C1

0 [0, 1]. Sta£í tedy zjistit, pro
která A a B spl¬uje yext rovnici DF (yext)[h] = 0 pro v²echna
h ∈ C1[0, 1].

Dosazení dostaneme

DF (yext)[h] = 2h(1)

(
1

2
+ A+B

)
+ 2h(0)(B − 1).

Aby byla vý²e uvedená derivace rovna nule v kaºdém sm¥ru h,
je tedy nutné, aby A = −3

2
a B = 1. Výsledný minimizér je

tedy yext =
x2−3x

2
+ 1.
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2. Uvaºujte posloupnost funkcí

fn(x) :=

{
1 pro x ∈ [n2 − n, n2 + n]

0 pro x /∈ [n2 − n, n2 + n]

na intervalu (−∞,∞). Rozhodn¥te o bodové, stejnom¥rné, pop°.
lokáln¥ stejnom¥rné konvergenci na (−∞,∞).

Uvaºujte posloupnost funkcí gn(x) := nαfn(x), kde α ∈ R
je parametr. V závislosti na α, rozhodn¥te o bodové, stejno-
m¥rné, pop°. lokáln¥ stejnom¥rné konvergenci posloupnosti gn.
Pro která α platí

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

gn(x) dx =

∫ ∞
−∞

lim
n→∞

gn(x) dx?

(8 bod·).

�e²ení: Evidentn¥ platí, ºe pro kaºdé x ∈ R

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

gn(x) = 0,

protoºe jen kone£ný po£et £len· t¥chto posloupností je nenulo-
vých. Zkusme nyní ov¥°it setjnom¥rnou konvrgenci na R a na
intervalu (−∞, N), kde N ∈ N je libovolné. Máme postupn¥

sup
x∈R
|fn(x)| = 1 pro n ∈ N,

sup
x∈R
|gn(x)| = nα pro n ∈ N,

sup
x∈(−∞,N ]

|fn(x)| = 0 pro n > N,

sup
x∈(−∞,N ]

|gn(x)| = 0 pro n > N.

Ihned z de�nice tedy vidíme, ºe

fn ⇒ 0 na (−∞, N ],

gn ⇒ 0 na (−∞, N ]

a tedy ob¥ posloupnosti konergují lokáln¥ stejnom¥rn¥ na (−∞,∞).
Na druhou stranu, ihned je vid¥t, ºe posloupnost fn nekonver-
guje stejnom¥rn¥ na (−∞,∞). Kone£n¥, posloupnost gn kon-
verguje stejnom¥rn¥ na (−∞,∞) práv¥ thedy, kdyº α < 0.

3



Kone£n¥

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

gn(x) dx = lim
n→∞

∫ n2+n

n2−n
nα dx = lim

n→∞
2nα+1,

coº se rovná nule pouze pokud α < −1. Je tedy vid¥t, ºe stej-
nom¥rná konvergence nesta£í pro p°ehození limity a integrálu
na nekone£ných intervalech.
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3. Bu¤ R > 0 libovolné. De�nujme

A := {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + |z| ≤ R2}
B := {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 − 2Rx < 0}

Spo£t¥te objem mnoºiny A ∩B.
M·ºete pouºít vzore£eky cos4 a = 1

8
(4 cos(2a) + cos(4a) + 3),

cos2 a = 1
2
(1 + cos(2a)) (10 bod·).

�e²ení: Zavedeme

x = r cos t+R,

y = r sin t,

z = z.

Tato transformace má Jakobián J = r. Mnoºina B je popsána
mezemi z ∈ R, t ∈ [0, 2π) a r ∈ [0, R). Ur£íme je²t¥ meze z
mnoºiny A:

R2 ≥ x2+y2+|z| = R2+r2+2Rr cos t+|z| =⇒ 0 > r(r+2R cos t)+|z|.

Kone£né meze tedy budou

t ∈ (π/2, 3π/2),

r ∈ (0,min{−2R cos t, R}),
z ∈ (r(r + 2R cos t),−r(r + 2R cos t)).

Objem pak tedy spo£teme

λ3(A ∩B) =

∫
A∩B

1 dx dy dx =

∫ 3π
2

π
2

∫ min{−2R cos t,R}

0

∫ −r(r+2R cos t)

r(r+2R cos t)

r dz dr dt

= −2
∫ 3π

2

π
2

∫ min{−2R cos t,R}

0

r3 + 2Rr2 cos t dr dt

= −4
∫ 2π

3

π
2

∫ −2R cos t

0

r3 + 2Rr2 cos t dr dt− 4

∫ π

2π
3

∫ R

0

r3 + 2Rr2 cos t dr dt

=
16R4

3

∫ 2π
3

π
2

cos4 t dt− R4

3

∫ π

2π
3

3 + 8 cos t dt

=
4R4

3
[3t/2 + sin 2t+

sin 4t

8
]
2π
3
π
2
− R4

3
[3t+ 8 sin t]π2π

3

=
3R4
√
3

4
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4. Uvaºme funkci

F (a) =

∫ ∞
0

e−ax

(x+ 1)2
dx.

(a) Ur£ete de�ni£ní obor F a ukaºte, ºe F je spojitá na svém
de�ni£ním oboru.

(b) Ukaºte, ºe F ′ a F ′′ existují na (0,∞).

(c) Ukaºte, ºe na (0,∞) platí F ′′(a)− 2F ′(a) + F (a) = 1
a
.

(d) Vy²et°ete monotonii a konvexitu/konkávitu F a na£rtn¥te
graf F .

(8 bod·).

�e²ení: Ozna£me

f(α, x) :=
e−ax

(x+ 1)2
.

Evidentn¥, pro α < 0, platí limx→∞ f(α, x) =∞ a integrál tedy
nem·ºe existovat. Naopak, pro α ≥ 0 máme

|f(α, x)| ≤ 1

(x+ 1)2
,

coº je integrovatelná funkce. Protoºe je f navíc spojitá, dostá-
váme, ºe F (a) je spojitou funkcí na intervalu [0,∞]. P°ímou
integrací ihned také zjistíme, ºe

F (0) =

∫ ∞
0

1

(x+ 1)2
dx = 1.

Pro výpo£et F ′(α) a F ′′(α), spo£teme

∂f(α, x)

∂α
= − xe−ax

(x+ 1)2
,

∂2f(α, x)

∂α2
=

x2e−ax

(x+ 1)2

Uvaºujme nyní a ∈ (ε,∞), kde ε > 0 je pevné a libovolné. Pro
tato a platí, ∣∣∣∣∂f(α, x)∂α

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∂2f(α, x)∂α2

∣∣∣∣ ≤ e−εx,
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coº je integrovatelná majoranta. Na intervalu (ε,∞) tedy platí

F ′(a) =

∫ ∞
0

− xe−ax

(x+ 1)2
dx,

F ′′(a) =

∫ ∞
0

x2e−ax

(x+ 1)2
dx.

Vidíme tedy, ºe funkce je klesající a konvexní.

Jednoduchým výpo£tem získáme

F ′′(a)− 2F ′(a) + F (a) =

∫ ∞
0

e−ax dx =
1

a
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