
Po£etní £ást - 5.1.2022

1. Na prostoru C1([0, 1]) uvaºme funkcionál

F (y) =

∫ 1

0

3y(x)2y′(x)− y′(x)2 + 2xy(x) dx.

(a) Pro h ∈ C1([0, 1]) \ {0} a y ∈ C1([0, 1]) spo£t¥te DhF (y) a D
2
h,h(y).

(b) Nalezn¥te v²echny stacionární body F vzhledem k prostoru v²ech
funkcí y ∈ C1([0, 1]), pro které platí y(0) = y(1) = 0.

(9 bod·)

2. Uvaºme posloupnost funkcí

fn(x) = e
|x|−n
|x|+n + e−

|x|−n
|x|+n

pro x ∈ R a n ∈ N. Rozhodn¥te, která z následujících tvrzení platí:

(a) posloupnost {fn} konverguje bodov¥ na R,
(b) posloupnost {fn} konverguje stejnom¥rn¥ na R,
(c) posloupnost {fn} konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ na R.

(9 bod·)

3. V závislosti na parametru r > 0 spo£t¥te

∫
M

x2 + y2 + z2, kde

M =
{
(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x, x2 + y2 + z2 ≤ r2, y2 + z2 ≤ x2

}
(9 bod·).

4. Dokaºte, ºe platí∫ 1

0

log(x) · log(x+ 1) dx = 2− log(4)− π2

12
.

M·ºete pouºít vztah

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
(9 bod·).
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