Matematika pro fyziky NOFY161, ZS 21/22, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 5 — ReSeni

Vsechny kroky radné zdavodnéte.

1. (2 body) Ukazte platnost Greenovy véty (tj. spoctéte obé jeji strany) pro vek-
torovou funkci
F(z,y) = (2* +y*,z +y)

a mnozinu
M ={[z,y] e R% 2* +y* <4, x+y > 0}.
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na jedné strané Greenovy véty tedy mame
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pouZijeme parametrizaci ® : x = rcosp,y = rsinp;p € (—Z{,%’r),r € (0,2), pfitom
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Na druhé strané pocitame kiivkovy integral pies okraj mnoziny M, ktery si rozdélime

na dvé CGasti:
/F’d§=/ ﬁd§+/ F ds.
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Piitom ¢, je tsecka parametrizovand x = t, y = —t; t € (—/2,V/2), ¢\ (t) = (1, 1),
takze
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(Vsimnéte si, Ze v zépise pomoci diferencidlnich forem (ktery ostatné uz pouzivame napf.
pfi integraci) mizeme psat dx = dt, dy = —dt, takze dosazenim vznikne integral
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a zbytek vypoctu je stejny.)

Déle @5 je oblouk parametrizovany r = 2cosp, y = 2sinp, ¢ € (—%,?jf), dr =

—2sin pdp, dr = 2cospdp (opét zapsano pomoci dif. forem), a tedy
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/ F ds= / (2% + y*)dz + (z + y)dy = / ’ 4(—2sin pdy) + 4(cos ¢ + sin ) cos @ dp =
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Celkem tedy
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a Greenova véta je pro tento pfipad ovéfena.

2. (2 body) Spo¢téte plosny obsah plochy v R?® zadané vztahy

3
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(2 +9y*)2+z2=1; z>0.

MiZeme pouzit naptiklad parametrizaci

T =TCosy
O:qy=rsing e (0,2m), re(0,1).
z=1-—13

Potom
®, = (cos ¢, sinp, —3r?), ®, = (—rsinp,rcosy,0)

a Gramova matice
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Jednou z moznosti, jak tento integral spocitat, je vzpomenout si, Ze (argsinhy)’ = o
y

)

takze (argsinh(3r?)) = \/ﬁw a pouzit nasledujici trik:
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Nyni integral vlevo uz zname a na integral vpravo pouZzijeme per partes: jelikoz
9r® / 3613 r? r?
——dr = ——dT=v1+97“4-——/\/1+9r4-rd7“.
/\/1—1—97"4 2v/1 + 9rd 2 2

Posledni integral je ale zase I, takze celkové mame

1 2
I = 8 argsinh(3r?) + v/1 + 9r4 - % —1I

2

1
I = D argsinh(3r?) 4+ v1 4 9r - TZ

(Pokud by véas to takhle nenapadlo, tak to zkuste opacné: napted per partes na integral I
a pak se upravami dostat k témuz vztahu. Vétsina z vas to ale zvladla néjak jinak, trebas
i s pomoci software.)

Diky nezavislosti proménnych r a ¢ v ptivodnim integralu pak mtzeme psat

Mo(M) = 2n[I]g = (argSigh(?’) + ‘/21_0> = 5,01

Lukas Krump, 12.1.2022



