Matematika pro fyziky NOFY161, ZS 21/22, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 4 — ReSeni

Vs8echny kroky radné zdivodnéte.

1. (2 body) Spoctéte objem télesa M omezeného plochami

z2=0, z=2"+9% 2* +y? =, 2* +y* = 2.

Zvolime parametrizaci
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2. (2 body) Spoctéte
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pro a € (—1,400). Pomize vam véta o derivaci integralu podle parametru.
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Ozna¢me f(a,z) = a chceme nejprve ukazat, ze

Ff@):/ooo% (a,2)da.

Ovétime proto:



e funkce =z — f(a,x) je zfejmé spojitd a tedy méfitelnd na R, pro vSechna a €

(_17 —I—OO);
o Zfla,x) = == = ¢ (@*)? zfejmé existuje pro viechna a € (—1,+00) a (skoro)

vsechna r € Ry;

e pro jednu konkrétni hodnotu a € (—1,+00) je f(a,z) integrovatelna: staci vzit
a = 0, pak totiz f(0,z) = 0;

e nakonec musime najit integrovatelnou majorantu spole¢nou vsem funkcim % fla,z):
nejprve si vS§imneme, Ze pro kazdé pevné z je funkce f(a, z) v zavislosti na a klesajici.
Bylo by tudiz pékné, kdybychom mohli majorizovat funkci f(—1,2) = 1;;1, ale ta

bohuzel neni integrovatelna (u nuly i u nekone¢na se chové jako %) Budeme tedy
muset odrazet od —1: zvolme a > —1, pak
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proto je funkce e~ (**17 integrovatelnou majorantou pro funkce e~ (*1)* pro viechna
a > o.

Vsechny podminky véty o derivaci integralu podle parametru jsou tedy splnény pro
vSechna a > «, proto plati zavér této véty na intervalu (o, +00), a protoze toto lze
udélat pro vSechna o > —1, plati zavér véty na celém intervalu (—1, +o0):

o0 oo 1
F'(a) = / 82 (a,z)dx = / e~ (et — .
o Oa 0 a+1

Snadnou integraci pak dostaneme, Zze pro néjakou konstantu ¢ musi platit F(a) =
In(a + 1) + ¢. Konstantu ¢ uréime dosazenim jiz povédomé hodnoty a = 0:
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a proto ¢ = 0 a zavérem | F'(a) = In(a+ 1) | pro a € (-1, +00).

Lukas Krump, 22.12.2021



