Matematika pro fyziky NOFY161, ZS 21/22, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 3 — ReSeni

Vsechny kroky fadné zdivodnéte.

1. (2 body) Spoctéte integral
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Navod: rozvedte integrand v fadu (pomoci zndmého rozvoje funkce =), integrujte jed-

notlivé s¢itance a zdivodnéte zaménu integralu a rady.

Pouzijeme rozvoj

tedy

a budeme chtit pouzit rovnost
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Jeji platnost dokdzeme pomoci Leviho véty pro fady: na intervalu (0,1) maji vSechny
sc¢itance stejné znaménko, jsou méritelné a castecné soucty jsou majorizovany absolutni
hodnotou souctu celé fady, tedy funkci ?Tnlm Tato funkce je na (0,1) spojitd a omezen4,
jelikoz ma v 0 i v 1 konecéné limity, a proto je na tomto intervalu integrovateln. Proto
miZzeme zaménit sumu a integral.

Nyni tedy mtzeme spocitat metodou per partes
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Nyni pouZijeme zndmou sumu y n% = %2 a nas integral je tedy roven
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2. (2 body) Spoctéte plosny obsah mnoziny M v roviné omezené kiivkou
(2 +y*)? =22 (2% — y?), a > 0.

I pokud si neumime kifivku zatim predstavit, mizeme snadno odvodit, Ze pro body
na ni plati |z] > |y| a ze je soumérna podle kazdé ze soutadnych os. Plosny obsah celé
mnoziny bude tedy dvojnasobkem obsahu poloviny mnoziny M, ktera lezi napravo od
osy y — nazvéme tuto polovinu M'. Diky |z| > |y| lze M' parametrizovat polarnimi

soufadnicemi s tthlem ¢ € (=7, 7). Pro kazdy takovy thel pak potfebujeme urcit meze
parametru r. PrepiSme proto zadani kiivky do polarnich soufadnic:

r* = 2ar?(cos? p — sin? p)
r? = 2a*(cos 2¢)

Proto budou meze pro r vizdy (0, v/2a+/cos 2¢). Polarni soufadnice maji |Jp| = r a proto
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Tedy Ao(M) = |24 ]

Kfivka se nazyva (Bernoulliho) lemniskata a obrazek a dalsi jeji vlastnosti najdete
treba zde.

Lukas Krump, 8.12.2021
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