Matematika pro fyziky NOFY161, ZS 21/22, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 2 — ReSeni.

Vsechny kroky fadné zdivodnéte.

1. (1 bod) VySetiete bodovou, stejnomérnou a lokilné stejnomérnou konvergenci

posloupnosti
fulw) =" = 2"

na (0,1).

Posloupnost 1ze napsat jako f,(x) = 2™(1—2z"), takZe zfejmé konverguje bodové k nule
v celém (0,1). VySetfujeme tedy stejnomérnou konvergenci v tomto intervalu, zkusime
vySetfit prubéh funkece f,(x).

fi(x) = na™ ! = 2na® = na" (1 — 227,

takze f/(x) =0prox =0az = %, tuto posledni hodnotu ozna¢me x,,, pfitom f(0) =0
n 2n
a f(z,) = (%) — (%) = %—i = 1. Vidime tedy, Ze pro n — oo neplati f,(z,) — 0,

tedy lim sup f, # 0 a proto nejde o stejnomérnou konvergenci na (0, 1). Protoze p¥itom
n—oo <0’1>

rn, — 1, tusime, Ze bude ,,problém u jednicky“.

Z tvaru derivace také snadno vidime, ze f!(z) > 0 v (0,z,) a f,(x) < 0 v (z,,1),
tedy f, roste v (0,x,), a proto pro libovolné a € (0,1) pro dost velkd n plati 0 < f,(z) <
fn(a) = 0 pro vSechna z € (0, a), takze f,(z) jde k 0 stejnomérné na kazdém intervalu
(0,a) a tedy lokalné stejnomérné v (0, 1).

2. (1,5 bodu) Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci
posloupnosti

fulz) = i

non
a sice (a) na (0,¢), (b) na (g, +00).

Snadno vidime (tfeba substituci y = £), ze pro kazdé z > 0 je lim f,(z) = 0. Pro

n—oo
vySetfeni stejnomérné konvergence nejprve zderivujeme:
1. =
(z) = —(In 2 41
ful) = %+ 1),

nulové body derivace jsou x, = %, hodnoty v nich jsou f,(z,) = —+.

Déle xllggr fo(x) = O’xglfoo fn(x) = +00, fr(n) = 0, funkce f, klesa v (0,x,) a roste

v (2,,4+00). Pro kazdy interval tvaru (0,e) sta¢i vzit n > ee, pak f, klesd v celém



intervalu (0,¢), proto pro kazdé x € (0,¢) je 0 > f,(z) > fu(e) — 0, posloupnost zde
tedy konverguje stejnomérné.

Na intervalech tvaru (e, +00) jsou suprema f, nekoneéné a zaroven pro vsechna n > ce

je ( inf : fn = —%, posloupnost zde tedy stejnomérné nekonverguje. Na intervalech tvaru
g,+00

(¢, a) uz ale bude konvergence stejnomérnd: stac¢i zvolit n > ae, potom vime (podobné jako
v predchozi ¢asti), Ze f, klesa na (e, a), a pro vSechna = € (¢,a) je 0 > f,(x) > f.(a) — 0.
Konvergence je tedy stejnomérnd na (£, a) (pro libovolna € < a € R) a lokalné stejnomérna
na (g, +00).

3. (1,5 bodu) Vysetfete bodovou, stejnomérnou a lokalné stejnomérnou konvergenci
rady

v R.

n—2

Ozna¢me n-ty ¢len sumy f,(z). Snadno vidime, ze 773

vyuZijeme pozdéji), takze limita

— 1 (zfejmé i monotonné —

+oo, <0
0, z>0

1
lim |f,(z)] = lim —=-e™™ = {
n

n—oo n—o0

(exponencidla pfevazi mocninu), takze pro x < 0 neni splnéna nutna podminka konver-
gence fady. Vysetiujeme tedy dale jen pro x > 0. Diky jiz zminéné monotonni konvergenci
Z—jrg — 1 podle ,stejnomérného Abelova kritéria“ konverguje > f,(z) stejnomérné, pokud
totéz plati pro fadu

1
Z<_1)n' - T
n=1 \/ﬁ
Zde pouzijeme ,stejnomérné Leibnizovo kritérium®, staci tedy ukazat, ze g,(z) = gyiﬁ e

jde k nule monotonné (pro n — o) a stejnomérné. Monotonie je snadno vidét (jedna se
o soudin dvou kladnych klesajicich posloupnosti) a stejnomérnost je vidét z toho, Ze pro
kazdé z > 0 je g,(z) < é/iﬁ, coz je konvergentni majoranta.

Zaveér tedy zni, Ze tato fada konverguje stejnomérné na (0, 4+00) a diverguje na R_.



