Matematika pro fyziky NOFY161, ZS 21/22, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 1, Reseni

Vsechny kroky radné zdavodnéte.

1. (1 bod) Spo¢téte prvni a druhy Gateauxiv diferencial funkciondlu
1 11\2
F(y) = / 12 sin Y —+ (y/)g + y//yll/ + yei(y ) dr
0

na C3((0, 1)).

Pokud to dokadzeme, mtizeme psat diferencialy z hlavy, bez pocitani limit. Vyuzivame
pritom:

e u funkcionalii zadanych integralem se diferencovani projevi pouze na integrandech,

e integrandy derivujeme ,jako normalni funkce“ s tim, zZe nederivujeme podle = (to
zde vystupuje jako konstanta), ale zaroven podle funkei y, v/, v", ...,

e derivaci y ve sméru h je h, derivaci vy’ ve sméru h je A, atd.,
e jinak plati vSechna bézn4 pravidla derivovani (Leibniz, slozené funkce),

e pii vysSich derivacich se s h uz nic nedéje (chova se jako konstanta), druhé derivovani
ve sméru k zpusobi, Ze roli h prevezme k atd.

Proto
1
0F(y; h) = / z?mecosTy - h+ 3(y’)2h' + "y + "R + he=W"? 4 ye_(yﬂ)z(—Qy"h”)dx
0
1
0*F(y; h, k) = / —a?r?sinmy - hk + 6y'W'K + WK + E'W"+
0

+he W <2y k") — 21" (ky"e W 4 yk"e W oy e W) L 2y k")) dae

2. (1,5 bodu) Vysetiete extrémy funkcionalu

na mnoziné
M ={y e C'((0,1)); y(0) =0, y(1) = A}
pro néjaké ¢islo A € R, |A| # 1.



Pro funkci f(z,y,2) = 2* — 62° mame f, =0, f, = 4(z* — 32) a sestavime EL rovnici

0—4((y)* =3(y)) =0
(v')’ =3()=¢, ceR

Pokud se na posledni fddek divame jako na kubickou rovnici z* — 3z = ¢, je jasné, Ze pro

kazdé ¢ € R m4 jedno az tii feSeni. Tedy funkce y'mutze v R nabyvat nejvyse tfi hodnot.
Predpokladame vsak, ze y' je definované a spojita v celém intervalu (0, 1), takze nabyva
jen jediné takové hodnoty, jinymi slovy 4’ je konstantni v (0, 1), a tedy y = k.x + [.

Z okrajovych podminek pak ihned vidime, ze k = A, [ = 0 a tedy extremala je y = Ax.

Déle zkusime ovéfit konvexitu/konkavitu pomoci Hessovy matice:

0 0
Hy = (0 122 — 12) ’

dosadime z = ¢’ = A a vidime, ze pro |A| > 1 je H, pozitivné semidefinitni a jedna se
tedy o bod minima, podobné pro |[A| < 1 je H, negativné semidefinitni a jedna se tedy o
bod maxima.

Pokud nékdo z vas neurcil spravné semidefinitnost matice H,, mohli jste pouzit i
Jacobiho vétu, jen upozorfiuju na nutnost ovéfit podminku P(z) > 0, kterd vede na
minimum, resp. P(x) < 0, kterd vede na maximum.

Pozor, v urcovani definitnosti matic jste casto chybovali. Pripomenme, Ze matice
(v diagonélnim tvaru) je pozitivné semidefinitni, pokud mé na diagonéle jen kladna ¢isla a
aspon jednu nulu; analogicky pro negativné semidefinitni. Naproti tomu indefinitni matice
tam ma aspoii jedno kladné a aspon jedno zaporné ¢islo (a libovolny pocet nul). V nasem
kontextu semidefinitnost sta¢i pro konvexitu/konkavitu, pouze indefinitnost (anebo nulova
matice) znamend, ze konvexitu nelze urcit.

Mimochodem pro |A| =1 (mimo zadani) nejde konvexita pouzit (H, je nulovd), proto
sestavime Jacobiho rovnici, ta bude ovsem

—(OK) + 0h = 0,
takze jejim fesenim jsou vSechny funkce h € C'({0, 1)), takZe jisté existuji konjugované

body v celém intervalu a y = Ax neni bodem maxima ani minima.

3. (1,5 bodu) Vysetiete extrémy funkcionalu

F(y) = /1 a(y')t = 2y(y')’da

na mnoziné

M ={y e C'((1,2)); y(1) = 0, y(2) = 1}

Pro funkei f(z,y, z) = 22* — 2yz® mdme f, = —22°, f, = 422® — 6y2? a sestavime EL
rovnici
—2(y')* = (4a(y)* — 6y(y')?) = 0.



Tentokrat potfebujeme pouzivat y” a tedy musime ovérit piredpoklady véty o regularité
minimizéru. Zjistujeme platnost podminky

fror = 1222 — 12yz = 122(22 — y) # 0

na mnoziné M. K tomu jednak nesmi platit z = v = 0, tedy y nesmi byt konstatni, coz
diky okrajovym podminkam opravdu neni. Za druhé musime vyloucit

2y —y =10
zy' =y
y 1
y oz
Iny=Inzx+c
y=kzx

a toto opét diky okrajovym podminkam opét byt splnéno nemize. Predpoklady véty o
regularité minimizéru jsou tedy splnény.

Mizeme tedy EL rovnici upravit na
=2(y")* = (41’ + 2 - 3()*Y") — 6(¥'(¥)* + v - 24'y"))
—12z(y')*y" + 12(yy'y"))
12y"y" (—xy" +y))

0
0
0

Diky tvahéam v predchozim odstavci vime, Ze 3y’ # 0 a také —zy’ + y # 0. Nutné tedy
musi platit ¢ = 0, tedy extreméla y je linearni funkce a z okrajovych podminek zjistime,
zetojey=x—1.

Daéle sestavime Hessovu matici a dosadime do ni nasi extremalu:

0 —622 0 -1 0 -1
Hy = (—622 12z(xz — y)) =0 (—1 2(x — (z — 1))) =0 (—1 2 ) '
Tato matice je bohuzel indefinitni, takze zatim nevime nic a jdeme sestavovat Jacobiho
rovnici: P(z) =2,Q(z) =0 — (—1)" = 0, takze Jacobiho rovnice je

(—=210)+0=0

a jejimi feSenimi jsou tedy linedrni funkce h(x) = cx + d. Nyni se ptame, zda existuje
takové netrividlni feseni h spliujici h(1) = h(z) = 0 pro néjaky konjugovany bod = # 1.
To vsak ziejmé neexistuje, protoze jedina takova linearni funkce by musela byt nulova.
Konjugované body tedy neexistuji a diky podmince P(x) = 2 > 0 je naSe extremala
y = x — 1 bodem minima.

Lukas Krump, 6.11.2021



