Sada ptikladi 2/8

Metrické prostory, topologie R"

1. Jako vzdalenost mezi dvéma misty na tzemi{ CR definujme jako

a) vzdalenost na mapé b) nejkratsi vzdélenost jizdy autem c) cena
jizdenky CD. Jde v téchto p¥ipadech o metriku? (Pro pfipad b), c)
ji chdpeme pouze na takové podmnoZzing, kde ma funkce vzdalenost
smysl.)

. Ovétte, zda nésledujici mnoziny posloupnosti = = (21, @2, . . .) jsou me-
trické prostory.
a) Mnozma l1 viech posloupnosti splitujici Y02, |zn| < co s metrikou

o(z,y) = Lo |Zn — Ynl
b) MnozZina 12 viech posloupnost;l splitujici 35 |z,|* < oo s metrikou
(

oz ',l/) ( n=1 lxn yn] )
¢) Mnozina I, vSech posloupnosti splitujici sup, |zn| < oo s metrikou

Q( ) En |:L'n - |

. V R? s obvyklou metrikou najdéte uzavéry graft nasledujicich funkef

a)
sinl z#0
e x
/@) { 0 z=0
b) f(z) = D(z) (Dirichletova funkce).
. Najdéte vnitiek, uzavér a hranici nasledujicich mnozin
a) Mnozina vech racionalnich cisel z intervalu (0,1) cR
b) Mnozina vech (z,y) € R? spliiujicich nerovnosti
22+y2<1, y=>0
¢) Mnozina vsech (z,y, 2) € R* spliiujicich nerovnosti

2] <z + 9% <1

d) R\ {7;n €N}
¢) Jednotkovy kruh se stiedem v pocatku bez tsecky [-3;3)-
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10.
1l

12.

Které z nésledujicich mnozin jsou oteviené resp. uzaviené

a) Mnozina viech (z,y, z) € R? spliiujicich nerovnost
P+ +22>1.

b) Mnozina viech (z,y, z) € R® spliiujicich nerovnost

l<z?+9y2+22<2

Najdéte vnitiek a uzavér mnozin (v zévislosti na ¢ € R)

M, = {(z,y) € R (J] + [y|)e~ (=11 < ¢}.

Je mnozina
M = {(z,y,2) € R%2 < zyz < 4}

omezena?
DokaZte omezenost mnoziny

M = {(z,y) e R%2° + 9> — 20y = 0,z > 0,y > 0}.

Dokazte souvislost mnoziny

M = {(z,y) € R* z* + |arctgz| + y%¥! = 2}.
Necht A C X. Dokaite, ze 9A = AN (X \ 4).

Necht A4, B C R". Ukaite, %e (0A x B) U (A x 8B) C 9(A x B). Kdy
plati rovnost?

Necht X, Y jsou metrické prostory (popt. RV, RM pokud vam to po-
miiZe pro lepsi predstavu). Nechf A, B ¢ X. Dokazte
(a) A=int AU A (disjunktng)

(b) X =int AUext AUOA (disjunktng)

(c) A je nejmensi uzaviend nadmnozina A

(d) int A je nejvétsi oteviena podmnozina A

(e) ext A je nejvétsi oteviena mnoZina disjunktni s A
(f) zo € A pravé kdy? existuji z, € A, z, — xo

(8 AUB=AUB

(h) Plati analogické tvrzeni pro prinik?

(i) Je-li F': X — Y spojité, je F(A) c F(A).
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