Lineéarni algebra pro fyziky I 21/22 Dalibor éml’d, MFF UK Orientaé¢ni test 0 - s feSenim

Pozndmka 1. V tlohach 1 a 5 a druhé ¢asti tlohy 2 stac¢i na plny pocet bodt pouze spravné odpovédi
bez zdivodnéni. Zde v feSenich zdivodnéni uvadime ¢isté pro lepsi pochopitelnost.

Uloha 1. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni za danych piedpokladit vzdy plati. Za kazdou
trojici, kterou celou spravné urcite, ziskavate 0,5 bodu.

1. Necht A, B € R*** jsou dvé regularni matice. Pak

(a) (A+B)t=A4"14B"1
(b) (AB)~t = A~1B~!
(c) ABAB = A?B?

2. Necht A € R3*%, B € R?*4. Pak

(a) Posloupnost sloupcti matice AB je linearné zavisla.
(b) Posloupnost fadkt matice AB je linedrné nezavisla.

(c) Hodnost matice AB je nejvyse 3.
3. Necht A € R™* a B vznikne z A jednou elementérni sloupcovou tipravou. Pak

(a) Jadra matic A a B se rovnaji.

(b) Sloupcové prostory matic A a B se rovnaji.

(c) Radkové prostory matic A a B se rovnaji.

4. Necht A € R>*2 b € R® a mezi feSenimi soustavy linearnich rovnic Ax = b jsou vektory

(1, DT a (2,7)T. Pak

(a) Vektor x = (1,6)7 je feSenim homogenni soustavy Ax = o.

(b) Vektor x = (2,2)7 je fegenim soustavy Ax = b.

(c) Vektor x = (3,13)7 je fesenim soustavy Ax = b.

Resend. a) NNN: Matice A + B ani nemusi byt regularni; plati (BA)™' = A~!B~! tedy stejné
jako treti bod by platilo pouze pokud by AB = BA, ale matice obecné nekomutuji.

b) ANA: Matice AB je typu 3 x 4, sloupce jsou tedy &tyiprvkova posloupnost prvki R? a ta uz
musi byt linedrné zavisla. Posloupnost fadki linearné nezavisla byt nemusi, napt. pro Ai B
nulové matice. Hodnost matice se rovna dimenzi sloupcového prostoru a ten je v pfipadé AB
podprostorem R3, nemtize mit tedy dimenzi vétsi nez 3.

c) NAN: Pii sloupcovych tupravach se jadro i fadkovy prostor obecné zméni, stadi si predstavit
matici s jedinym nenulovym sloupcem a sloupcovou tupravu, kterd ho vymeéni s nékterym z
ostatnich nulovych sloupci. Sloupcovy prostor se sloupcovymi tpravami zachovava.

d) ANA: Rozdil dvou FeSeni soustavy Ax = b je feSenim soustavy Ax = o. Dvojnasobek Feseni
soustavy Ax = b je feSenim soustavy Ax = 2b. Prvek pfimky spojujici dvé feSeni soustavy
Ax = b je feSenim stejné soustavy, protoze se d& napsat jako soudet fefeni soustavy Ax = b
a FeSeni Ax = o (neboli prvku jadra matice A).

Uloha 2. Napiste pfesnou a uplnou definici pojmu podprostor vektorového prostoru. Pro nésledujici
podmnoziny v R3 rozhodnéte, zda se jedna o podprostory:

L (1,2,3)7 +((1,1,1)7,(0,1,2)T)
2. {(z,y,2)T € R3 |z =2y}

3. {(z,y,2)T eR3 |z +y—52=1}
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4. {(z,y,2)T € R¥|z >0}

Resend. Definice miize znit tieba takto: ,Kazda neprazdna mnozina W vektorového prostoru V nad
F je podprostorem V', pakliZze pro kazdé dva vektory u,v z W a kazdé dva skalary r,s z F je ru+ sv
prvkem W.“ Prvni mnozina podprostorem je, protoze vektor (1,2,3)” patii do ((1,1,1)7,(0,1,2)7)
a mnozina je tedy rovna linedrnimu obalu. Druh& z mnozin je podprostorem také, je to vlastné
jadro matice (1 —2 0). Tteti mnozina neobsahuje nulovy vektor, tedy nemutze byt podprostorem.
Ctvrta mnozina neni uzaviena na nasobeni skaldrem —1, takze také neni podprostorem.

Uloha 3. Nasledujici neplatné tvrzeni pozméiite a piepiste celé znovu tak, aby platilo: | Kazdou
kone¢nou posloupnost (uy, ug, ..., u,) prvki vektorového prostoru V koneéné dimenze lze doplnit
na bazi V. Uvedte konkrétni ¢iselny protipiiklad, pro¢ tvrzeni neplati v ptivodnim znéni.

Resend. ,Kazdou linearné nezavislou posloupnost (uj,us,...,u,) prvkia vektorového prostoru V'
kone¢né dimenze lze doplnit na bazi V.“ Jako protiptiklad stac¢i vzit napt. jednoc¢lennou posloupnost
((0,0)T), obsahujici nulovy vektor ve R?, tu na bazi celého R? doplnit nelze, protoze kazda doplnéna
posloupnost bude linedrné zavisla.

Uloha 4. Formulujte vétu o dimenzi jadra a obrazu matice véetné viech piedpokladii. Ilustrujte ji

na prikladé matice
01 2 3
0 2 46

Resend. Véta se da napf. naformulovat takto: ,,Pro kazdou matici A s n sloupci je soucet dimenze je-
jiho jadra a dimenze jejitho obrazu roven n“. Jadro zadané matice je ((1,0,0,0)7, (0, —-2,1,0)%, (0, -3,0,1)7),
obraz ((1,2)), soucet dimenzi je tedy 4, coz je skutetné pocet sloupct matice.

Uloha 5. Najdéte néjaké matice A, B,C € R?*2, které nejsou diagonalni (specialné tedy zadna z
nich neni rovna jednotkové nebo nulové matici) a vyhovuji néasledujicim podminkam:

1. A% =0.
2. B? = E. (jednotkova matice)
3. C?=C.
0 0 10 V2 \1 1

matici néjaké osové soumérnosti, matici C' jako matici projekce. U A vime, Ze jeji hodnost musi byt
1 a kazdy radek kolmy na kazdy sloupec.

Reseni. Napriklad A = (0 1), B = (0 1), C =L <1 1). Matici B miZeme hledat jako



