Reseni pisemné prace z Klasické elektrodynamiky
Barbora Adamcova

Uloha 1
Uvazujte kouli (o poloméru a) v niz je na poc¢étku celkovy ndboj @ sféricky symetricky rozmistén tak, ze
p(r) = Ar?,

kde A je konstant a r je sférickd soufadnice udavajici vzdalenost od stfedu koule. Materidl neni tiplné dokonaly izolant,
takze vSechen naboj ¢asem skoné¢i na povrchu koule. Postupuje podle nasledujictho navodu a urcete energii, kterd se behem
migrace naboje preméni na teplo.

e Naleznéte hodnotu konstanty A.
e Spoctéte A rt.
e Na zdkladé predchoziho vysledku naleznéte Feseni Poissonovy rovnice uvniti i vné koule, zvolte ®(o0) = 0.
e Naleznéte potencial uvniti i vné koule, ktery bude odpovidat situaci, kdy vSechen naboj skoné¢i na jejim povrchu.
e Naleznéte rozdil energii obou konfiguraci pole.
Reseni:
e Pro celkovy naboj plati Q = [ pdV, kde dV = 4rridr, tedy Q = 4w Aa®/5 tedy A = 5Q/(4mwa®).
e S pouzitim vzorecku Af(r) = (rf)”/r madme A r* =5 472

e Nejprve, sféricky symetrickd fesen{ Laplaceovy rovnice Af = 0 maji tvar f = « + §/r, s ohledem na podminku
®(00) = 0 tedy vné koule mdme coulombické pole Amen®() = Q/r. Na néj musime navézat vnitin{ fesenf tak aby byl
potencial spojity véetné prvni derivace. Pokud jsme v prvnim bodé spravné spocetli naboj, vyjde spojitost derivace
automaticky a je tfeba urcit jedinou konstantu. Tak dostaneme
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e Po prechodu naboje na povrch kulicky se vnéjsi pole nezméni, zatimco uvniti bude potencidl konstantni
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e Protoze zndme potencial a naboj, pouzijeme vztah W = % f PpdV, tedy
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Konecné rozlozeni ndboje ma samoziejmeé energii
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Urcete, pro kterou hodnotu parametru a je vektorové pole

—

U= (2m3 —az’y — axy® — ay3) €r + (am3 + 422y + az’y + azy® + 2y3) €y

axidlné symetrické (vzhledem k oto¢enim okolo osy z).

Reseni: Ulohu lze fesit mnoha zpusoby. Nejpracnéjsi, ale zcela obecny postup spociva ve vyjadieni pole za pomoci bazovych
vektoru ve vélcovych soufadnicich, tj dosazeni

x=Rcos¢g, €, = grad © = cos ¢ € —sin ¢ €y

y= Rsing , ¢y = grad y = sin¢ €g + cos ¢ €4

do vyrazu pro pole U. To proto, ze slozky axidlné symetrického vektorového pole vyjadiené ve vélcovych soutadnicich
nemohou zaviset na ¢. Tak dostaneme

U = R3(26g + és(a+ (2+a)sing cos¢ ))

a tedy musi byt a = —2.



Vypocet si lze o néco ulehéit tak, ze nejprve spocteme
div U = (10 4+ a)2® + (6 — a)y? = R*(8 + (2 + a) cos® ¢)

a zjistime, pro jakou hodnotu a jde o axidlné symetrické skaldrni pole, coz je o dost jednodussi. Nédsledné se vyse uvedenym
postupem ale stale musime presvédcit, ze pro danou hodnotu a je U axidlné symetrické.

Nékdy lze uhodnut a i oto¢enim soufadnic o 90°, tedy nahrazenim x — y,y — —x, €, — €, €, — —€. Je ovSem nutné se
presvédcit, ze pro takto nalezené a je U opravdu axialné symetrické. V tomto konkrétnim piipadé naopak nestaci jen srovnat
hodnoty U v [x,y] = [1,0] a [z,y] = [0,1], tyto konkrétn{ vektory vyjdou spréavné otocené pro viechna a.

(Pokud nemaéte rddi transformace soutadnic, pak lze podminku axidln{ symetrie pole zapsat i v soufadnicich kartézskych
a to s pouzitim Lieovy derivace: Egl_j = 0. Pro kartézské (a obecné kontravariantni) slozky vektoru plati, ze (Eg(_j ) =

&0;U; — U;0;&;. Zde je 5 = —yé; + x€y vektorové pole otoceni 6% = §5¢. Lieova derivace je v podstaté rozsitenim derivace
ve sméru €.V na vektorova pole — pro axidlné symetrické skaldrni pole u plati £.Vu = 0.)

Uloha 3

K méfeni atmosferického elektrického pole se pouzivaji
pristroje méfici ndboj indukovany na uzemnéné elek-
trodé vystavené pusobeni tohoto pole. Nejsilnéjsi pole vy-
volava blizkost bouikovych mraki nad mistem pozorovani.
Protoze v takové situaci casto prsi a padajici kapky nesou
také elektricky nédboj, je pro snizeni ,ruSeni* pristroj otocen
tak, ze méfici elektroda mii{ smérem k zemi. Presvédcte se,
ze ackoli by podobna ochrana pred povétrnostnimi vlivy
nebyla rozumna napf. u dalekohledu, zédkony elektrostatiky
dovoluji métit pole elektrické naboju v mracich i pii ,,po-
hledu“ do zemé.

Na zakladé grafu ekvipotencial a silocar axialné symet-
rického modelu takovéto situace, ktery nasleduje, urcete,
(i) kolikrat se snizi citlivost piistroje ototenim jeho méfici
elektrody k zemi misto k nebi a (ii) v jakém vztahu je
méfend veli¢ina ke skute¢né intenzité atmosferického elek-
trického pole. Uved'te, jaké veli¢iny piitom musite z grafu
uréit a prislusné hodnoty, které ve vypoctech pouzijete.
Predpoklddejte, ze mérenou velic¢inou je celkovy naboj in-
dukovany na podstavé vélce.

Ukézka konstrukce méfici elektrody (vlevo) a aktudlniho
umisténi piistroje v terénu (vpravo). Princip piistroje spociva
v tom, ze rotujici uzemnéna clonka stiidavé zakryva a odkryva
méfici elektrodu, ¢imz donuti neznamy, na ni indukovany
naboj k pohybu pres mérici elektroniku.
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Pole uzemnéného valce o vySce h = a a poloméru podstavy R = a umisténého ve vysce H = 3a nad vodivou rovinou do
puvodné homogenniho elektrického pole. Osa symetrie grafu predstavuje osu axidlni symetrie 1ilohy, jednotlivé silocary jsou
daleko od vélce, kde je pole jiz homogenni, rozlozeny ekvidistantné s rozestupem ,tuénych® silocar Az = a. (U nékterych
variant této tlohy se rozméry vélce a vyska nad zem{ jen vzdalené podobaji tém u piistroje na obrézku.)

Reseni: Ponechme stranou moznost, inspirovat se obrézkem k nalezeni néjakého feseni Laplaceovy rovnice a oba poméry tak
urcit jejim feSenim. Misto toho si vS§imneme, ze na obrazku jsou vykresleny silocary a ekvipotencidly, které obsahuji jistou
informaci o poli. Jak z ni urc¢it hledané poméry?

e Ekvipotencidly jsou na obrazku v zaddni pfi rozlisen{ 600 pixeli/palec na ose od podstav valce vzdaleny 2 x 42 pixelu
nahofe a 2 x 158 pixelu dole (faktorem 2 ndsobime vzalenosti vlozenych ekvipotencidl). To ddvd pomér intenzit pole
na ose 0.27. Pole mimo osu samoziejmé nejsou stejnd, lze ovsem doufat, ze pomér toku elektrického intenzity a tedy
i ndboju indukovanych na obou podstavdch vélce ¥y bude podobny. Intenzitu puvodni pole muzeme odhadnout z
typického rozestupu ekvipotencidl na kraji obrazku, ktery je velmi podobny rozestupu 315 pixelu miizky grafu (kterd,
mimochodem predstavuje silo¢dry a ekvipotencidly pole neporuseného instalaci ptistroje, tedy v v nasem modelu vélce).
To znamend, ze i po obracen{ k zemi by ptistroj mél zaznamenat 315/(2 x 158), tj. asi 1.0x silnéjs{ pole, nez kdyby byl
zakopdn do zemé tak, aby mérfici elektroda splyvala s jeji rovinou a pfistroj nijak nenarusoval homogenni pole.



e Siloéary neidentifikuji silu pole takto ptimo, ale plati, ze sténami
trubic, jejichz povrch silo¢ary tvoii neprochazi zadny tok elek-
trického pole (JS a E jsou kolmé). Proto staéi protdhnout tok
podél silocar az do mist, kde je pole homogenni a tam urcit
prislusné toky jako soucin kolmé plochy a konstantni intenzity.
Tato (nezndmd) intenzita se v poméru pokrati a tedy hledany
pomér toku podstavami je zhruba roven poméru ploch zlutého me-
zikruzi a modrého kruhu na horni strané obrazku vpravo. Ten-
tokrat nemusime soufadnice odecitat v pixelech, v zadni je uve-
deno, ze silo¢ary jsou daleko od vélce ekvidistantné. Proto mame
(s pouzitim vztahu pro plochu kruhu S = 7R?)
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Protoze na polomér podstavy pfipadd 10 silocar homogenniho pole,
je pomér z bodu (ii) zaddni
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Prvni z metod neodrazi nehomogenitu rozlozeni ndboju na podstavéich, vzhledem k tomu, Ze v polarnich soufadnicich
mame u elementu plochy dS = 2rRdRd jsou hodnoty elektrické intenzity ve stfedu podstavy méné dulkezité, nez ty na
kraji. Druhd metoda zase narazi na velkou nepfesnost v urcovani, ktera silocara konéi ve stredu i na okraji dolni podstavy.
Protoze jde ale o model, neni velmi mald pfesnost vysledku na skodu (oba vysledky aktudlni citlivost podcenuji).




