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Úloha 1

Uvažujte kouli (o poloměru a) v ńıž je na počátku celkový náboj Q sféricky symetricky rozmı́stěn tak, že

ρ(r) = Ar2,

kde A je konstant a r je sférická souřadnice udávaj́ıćı vzdálenost od středu koule. Materiál neńı úplně dokonalý izolant,
takže všechen náboj časem skonč́ı na povrchu koule. Postupuje podle následuj́ıćıho návodu a určete energii, která se během
migrace náboje přeměńı na teplo.

• Nalezněte hodnotu konstanty A.

• Spočtěte ∆ r4.

• Na základě předchoźıho výsledku nalezněte řešeńı Poissonovy rovnice uvnitř i vně koule, zvolte Φ(∞) = 0.

• Nalezněte potenciál uvnitř i vně koule, který bude odpov́ıdat situaci, kdy všechen náboj skonč́ı na jej́ım povrchu.

• Nalezněte rozd́ıl energíı obou konfiguraćı pole.

Řešeńı:

• Pro celkový náboj plat́ı Q =
∫
ρdV , kde dV = 4πr2dr, tedy Q = 4πAa5/5 tedy A = 5Q/(4πa5).

• S použit́ım vzorečku ∆f(r) = (rf)′′/r máme ∆ r4 = 5 · 4 r2

• Nejprve, sféricky symetrická řešeńı Laplaceovy rovnice ∆f = 0 maj́ı tvar f = α + β/r, s ohledem na podmı́nku
Φ(∞) = 0 tedy vně koule máme coulombické pole 4πε0Φ(e) = Q/r. Na něj muśıme navázat vnitřńı řešeńı tak aby byl
potenciál spojitý včetně prvńı derivace. Pokud jsme v prvńım bodě správně spočetli náboj, vyjde spojitost derivace
automaticky a je třeba určit jedinou konstantu. Tak dostaneme
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• Po přechodu náboje na povrch kuličky se vněǰśı pole nezměńı, zat́ımco uvnitř bude potenciál konstantńı
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• Protože známe potenciál a náboj, použijeme vztah W = 1
2
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Konečné rozložeńı náboje má samozřejmě energii
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Určete, pro kterou hodnotu parametru a je vektorové pole

~U =
(
2x3 − ax2y − axy2 − ay3

)
~ex +

(
ax3 + 4x2y + ax2y + axy2 + 2y3

)
~ey

axiálně symetrické (vzhledem k otočeńım okolo osy z).
Řešeńı: Úlohu lze řešit mnoha zp̊usoby. Nejpracněǰśı, ale zcela obecný postup spoč́ıvá ve vyjádřeńı pole za pomoci bázových
vektor̊u ve válcových souřadnićıch, tj dosazeńı

x = R cosφ , ~ex = grad x = cosφ ~eR − sinφ ~eφ

y = R sinφ , ~ey = grad y = sinφ ~eR + cosφ ~eφ

do výrazu pro pole ~U . To proto, že složky axiálně symetrického vektorového pole vyjádřené ve válcových souřadnićıch
nemohou záviset na φ. Tak dostaneme

~U = R3(2~eR + ~eφ(a+ (2 + a) sinφ cosφ ))

a tedy muśı být a = −2.



Výpočet si lze o něco ulehčit tak, že nejprve spočteme

div ~U = (10 + a)x2 + (6− a)y2 = R2(8 + (2 + a) cos2 φ)

a zjist́ıme, pro jakou hodnotu a jde o axiálně symetrické skalárńı pole, což je o dost jednodušš́ı. Následně se výše uvedeným
postupem ale stále muśıme přesvědčit, že pro danou hodnotu a je ~U axiálně symetrické.

Někdy lze uhodnut a i otočeńım souřadnic o 90◦, tedy nahrazeńım x→ y, y → −x,~ex → ~ey, ~ey → −~ex. Je ovšem nutné se

přesvědčit, že pro takto nalezené a je ~U opravdu axiálně symetrické. V tomto konkrétńım př́ıpadě naopak nestač́ı jen srovnat
hodnoty ~U v [x, y] = [1, 0] a [x, y] = [0, 1], tyto konkrétńı vektory vyjdou správně otočené pro všechna a.

(Pokud nemáte rádi transformace souřadnic, pak lze podmı́nku axiálńı symetrie pole zapsat i v souřadnićıch kartézských

a to s použit́ım Lieovy derivace: L~ξ ~U = 0. Pro kartézské (a obecně kontravariantńı) složky vektor̊u plat́ı, že (L~ξ ~U)i =

ξj∂jUi − Uj∂jξi. Zde je ~ξ = −y~ex + x~ey vektorové pole otočeńı δ~x = ~ξδφ. Lieova derivace je v podstatě rozš́ı̌reńım derivace

ve směru ~ξ.∇ na vektorová pole – pro axiálně symetrické skalárńı pole u plat́ı ~ξ.∇u = 0.)

Úloha 3
K měřeńı atmosferického elektrického pole se použ́ıvaj́ı
př́ıstroje měř́ıćı náboj indukovaný na uzemněné elek-
trodě vystavené p̊usobeńı tohoto pole. Nejsilněǰśı pole vy-
volává bĺızkost bouřkových mrak̊u nad mı́stem pozorováńı.
Protože v takové situaci často prš́ı a padaj́ıćı kapky nesou
také elektrický náboj, je pro sńıžeńı

”
rušeńı“ př́ıstroj otočen

tak, že měř́ıćı elektroda mı́̌ŕı směrem k zemi. Přesvědčte se,
že ačkoli by podobná ochrana před povětrnostńımi vlivy
nebyla rozumná např. u dalekohledu, zákony elektrostatiky
dovoluj́ı měřit pole elektrické náboj̊u v mraćıch i při

”
po-

hledu“ do země.
Na základě grafu ekvipotenciál a siločar axiálně symet-
rického modelu takovéto situace, který následuje, určete,
(i) kolikrát se sńıž́ı citlivost př́ıstroje otočeńım jeho měř́ıćı
elektrody k zemi mı́sto k nebi a (ii) v jakém vztahu je
měřená veličina ke skutečné intenzitě atmosferického elek-
trického pole. Uved’te, jaké veličiny přitom muśıte z grafu
určit a př́ıslušné hodnoty, které ve výpočtech použijete.
Předpokládejte, že měřenou veličinou je celkový náboj in-
dukovaný na podstavě válce.

Ukázka konstrukce měř́ıćı elektrody (vlevo) a aktuálńıho
umı́stěńı př́ıstroje v terénu (vpravo). Princip př́ıstroje spoč́ıvá
v tom, že rotuj́ıćı uzemněná clonka stř́ıdavě zakrývá a odkrývá
měř́ıćı elektrodu, č́ımž donut́ı neznámý, na ńı indukovaný
náboj k pohybu přes měř́ıćı elektroniku.
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Pole uzemněného válce o výšce h = a a poloměru podstavy R = a umı́stěného ve výšce H = 3a nad vodivou rovinou do
p̊uvodně homogenńıho elektrického pole. Osa symetrie grafu představuje osu axiálńı symetrie úlohy, jednotlivé siločáry jsou
daleko od válce, kde je pole již homogenńı, rozloženy ekvidistantně s rozestupem

”
tučných“ siločar ∆x = a. (U některých

variant této úlohy se rozměry válce a výška nad zemı́ jen vzdáleně podobaj́ı těm u př́ıstroje na obrázku.)
Řešeńı: Ponechme stranou možnost, inspirovat se obrázkem k nalezeńı nějakého řešeńı Laplaceovy rovnice a oba poměry tak
určit jej́ım řešeńım. Mı́sto toho si všimneme, že na obrázku jsou vykresleny siločáry a ekvipotenciály, které obsahuj́ı jistou
informaci o poli. Jak z ńı určit hledané poměry?

• Ekvipotenciály jsou na obrázku v zadáńı při rozlǐseńı 600 pixel̊u/palec na ose od podstav válce vzdáleny 2×42 pixel̊u
nahoře a 2 × 158 pixel̊u dole (faktorem 2 násob́ıme vzálenosti vložených ekvipotenciál). To dává poměr intenzit pole
na ose 0.27. Pole mimo osu samozřejmě nejsou stejná, lze ovšem doufat, že poměr tok̊u elektrického intenzity a tedy
i náboj̊u indukovaných na obou podstavách válce Ψ± bude podobný. Intenzitu p̊uvodńı pole můžeme odhadnout z
typického rozestupu ekvipotenciál na kraji obrázku, který je velmi podobný rozestupu 315 pixel̊u mř́ıžky grafu (která,
mimochodem představuje siločáry a ekvipotenciály pole neporušeného instalaćı př́ıstroje, tedy v v našem modelu válce).
To znamená, že i po obráceńı k zemi by př́ıstroj měl zaznamenat 315/(2× 158), tj. asi 1.0× silněǰśı pole, než kdyby byl
zakopán do země tak, aby měř́ıćı elektroda splývala s jej́ı rovinou a př́ıstroj nijak nenarušoval homogenńı pole.



• Siločáry neidentifikuj́ı śılu pole takto př́ımo, ale plat́ı, že stěnami
trubic, jejichž povrch siločáry tvoř́ı neprocháźı žádný tok elek-
trického pole (~dS a ~E jsou kolmé). Proto stač́ı protáhnout tok
podél siločar až do mı́st, kde je pole homogenńı a tam určit
př́ıslušné toky jako součin kolmé plochy a konstantńı intenzity.
Tato (neznámá) intenzita se v poměru pokrát́ı a tedy hledaný
poměr tok̊u podstavami je zhruba roven poměru ploch žlutého me-
zikruž́ı a modrého kruhu na horńı straně obrázku vpravo. Ten-
tokrát nemuśıme souřadnice odeč́ıtat v pixelech, v zadńı je uve-
deno, že siločáry jsou daleko od válce ekvidistantně. Proto máme
(s použit́ım vztahu pro plochu kruhu S = πR2)
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Protože na poloměr podstavy připadá 10 siločar homogenńıho pole,
je poměr z bodu (ii) zadáńı
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Prvńı z metod neodráž́ı nehomogenitu rozložeńı náboj̊u na podstavách, vzhledem k tomu, že v polárńıch souřadnićıch
máme u elementu plochy dS = 2πRdRd jsou hodnoty elektrické intenzity ve středu podstavy méně d̊ulkežité, než ty na
kraji. Druhá metoda zase naráž́ı na velkou nepřesnost v určováńı, která siločára konč́ı ve středu i na okraji dolńı podstavy.
Protože jde ale o model, neńı velmi malá přesnost výsledk̊u na škodu (oba výsledky aktuálńı citlivost podceňuj́ı).


