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Uloha 1

Do homogenniho magnetického pole By = Byé, je vlozen pifmy vodi¢ ve tvaru plasté valce z® + y* = a®. Po
povrchu tece rovomérné rozlozeny plosny proud jpios = I€./(2ma).
\‘

/

a) Spoctéte, jakou silou pusobi magnetické pole Eo na proud I rozlozeny vyse uvedenym zpusobem na useku
vodice délky L.

Vypocet ma za kol urcit

Fe /j'plos « By di dz.

Protoze magnetické pole je homogenni, 1ze jej z integralu vytknout
F= [/jplos di dz} x By = L[I&,] x By = —ByLI &,.

Pozn. V zadédni byl pivodné obrazek popisujici slozené pole pro zapornou hodnotu proudu I. Nékteii znalci
magnetického pole dokdzi z tvaru silo¢ar pole uhodnout, jakym smérem pusobi jeho uc¢inky, zde by napf.
komentatr znél, ze “silo¢ary prahnou po narovnani” a proto sila ptsobi doleva. Pokud si nékdo zaporného
znaménka I na puvodnim pravém obrdzku vsiml, bude to pozitivné ohodnoceno.

b) Naleznéte magnetické pole By jaké proud vytvari uvniti a vné valcového vodic¢e bez pfitomnosti pole EO

Takové pole jsme pocitali za pouziti Ampérova zdkona na cviceni a vime, ze

c¢) Naleznéte, jakou silou pusobi vysledné slozené magnetické pole B = E’b + B na kus primého vodice délky L,
kdyz jej pocitdme podle vzorce

—

F= /jplos X {g} ds.

Prumérné magnetické pole
. 1r= 5 = 5= 1z
{B} =3 [Bo+ (Bo+Bu)| = Bo+ 5B
pii vypoctu (I je délka po obvodu vélce, ds =di dz)

F= /j'plos x By dl dz




se brzy dopocitame ke klicovému faktoru

€ZX]{€¢ dl:agzx/ (—sing €, +cos ¢ €y) dp =0,
0

protoze f027r cos s ds = f027r sin s ds = 0. Proto je vysledna sila totoznéd s bodem a).

d) Najdeéte celkovy tok Maxwellova tenzoru
1
F, = f T,; dS; = 7{ [BiH; — 56 BLH|ds;

povrchem vélce daného plastém z2 + y? = b2 a podstavami z = 0,z = L. Diskutujte obé moznosti, b < a i b > a.

Pii vypo¢tu musime opét piejit ke kartézské vektorové bazi, muzeme pak bazové vektory vytknout pred
integraly. Dale, B= Moﬁ-
Tok tenzoru T;; podstavami ani nemusime pocitat, protoze se kvuli opa¢né orientaci normédl piesné vyrusi.
Podél plasté mame dS = L(cos ¢ €, +sin¢ €,)d¢ a pro R < a, kde B =5, je tedy

. .1
F<:HOBO[€y/€y-dS—2/dS]:O

Pokud je integracni plocha vné, tedy b > a, je vypocet o dost delsi (opét €y = —sin¢ €, + cos ¢ €):

S
F>:F<+/BOH1-dS+/BIHO-dS+/BlH1-dS—Q/(BO.HﬁBI.H0+Bl-H1)dS

Bol , [ aBOI/qq - Moﬂ/ alBOI/ - 1l Moﬂ/qq _
= S+ == dS+—— Je—-—= A5 — s -@,)dS
27raey_/€¢ +27TCL it +(27ra) 225 22ma (6y-€p+25-€) 2+(27m)2 (8-)

Bol 1Byl 1 .
=0+ 22@( ﬂaLem)+0—§2—0(22waLx2):—BOLIez.
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Uéinky vitivych prouda se ¢asto demonstruji pomoci kyvadla tvofeného plochym vodicem kyvajicim se mezi
pély magnetu, pripadné magnetem klouzajicim po hlinikové, nemagnetické panvi. Naleznéte matematicky popis
této situace pro dostatecné velky tenky vodivy plech vlozeny do malé mezery mezi dvéma véalcovymi magnety s
magnetizaci podél spoleéné osy valcu, kterou zpoédtku ztotoznime s osou z.

a) Ukazte, ze homogenni pole By = By, uvniti vélce s polomérem a a nulové

vné tohoto valce odpovidd magnetickému poli velmi dlouhého tyc¢ového magnetu s

konstantni magnetizaci M. Naleznéte vztah By a M.

Nejprve definice: H = Ko 1B — M. V limité dlouhého solenoidu/tycového
magnetu mame vné nulové pole, B i H. Protoze uvniti je pole rovnobezne S
osou valce/magnetu, vyzaduje spOJltost H | na plasti magnetu aby bylo H=0

i uvnitt a tedy hledany vztah mezi je Bya M je B = ,ugM

b) Naleznéte souvislost mezi kiivkovym integralem ¢ Adl podél hranice plochy X a
magnetickym tokem touto plochou. .

Rovnost obou veli¢in vyplyva ze Stokesovy véty:

j{g.df:/<vm>.ds*:/§.d§.

c) Na zdkladé b) naleznéte vektorovy potencidl uvazovaného velmi dlouhého tycového magnetu ve tvaru Ay =
Ay(R)€y, kde R je vélcova soufadnice R? = 22 +y2. Jako plochu ¥ volte kruhy v roviné z = konst. se stfedem na

ose z 0 obecném poloméru R. Naleznéte A uvnitt i vné valce.



Pokud pouzijeme plochu doporuc¢eného tvaru je cirkulace vektorového potencidlu rovna 27 RA, a magneticky
tok pak TR?By pro R < a a za hranici magnetu pak ma?By. Proto

- %Bﬂaﬁ R<a
ngBoé}b R>a
Protze jde o vektorovy potencial je to jen jedna z mnoha moznych variant, ovSem vykazuje uzitecné symetrie

— translaéni a axidlni, které, jak jesté uvidime, umozni dédle pfi popisu pole si vystacit jen s A a mit vSude
= 0.

d) Spoctéte V x Ay uvniti i vné valce. Jaky vyznam maé toto vektorové pole?

Jde ocividné jen o cvic¢eni, magnetické pole, tedy V x A bychom mohli snadno nalézt s pouzitim Ampérova
zékona. Ze vztahu pro rotaci ve valcovych soufadnicich méme V x (f(R)é;) = R™Y(Rf)'é, a tedy

= = Bye, R<a
By(R) =V x Ay = N

o(F) 0 { 0 R>a
Mohli jsme si toho vSimnout jiz dfive, ale tento vypocet ilustruje slavnou podivnost vektorového potencidlu
solenoidu (viz Aharonovuv—Bohmuv jev): venku neni sice neni zddné magnetické pole, ale je tam netrividlni
kalibraéni transformaci nezrusitelny vektorovy potencial.

e) Spoctéte V - Ay uvnitf i vné vélce.

Je to nula, Ay ani zZddny z Laméovych koeficientu hg, h. nezavisi na ¢.

f) Spoctéte AAy uvnitt i vné valce. J aky vyznam m3 toto vektorové pole?

Opét cviceni, jde o (—ugx) proudové pole, protoze V - A =0 aplatf, 7e AA= -V x (V x ff) = _V x B.
Rotace nulového (vné) i homogenniho pole (uvnitf) je nula. Neni to nula na pldsti magnetu, ale § distribuci
si pro tentokrat odpustime.

g) Vyjadrete Ay v kartézskych soufadnicich z,y, 2z a kartézské vektorové bazi €, €y, €.

Toto je klicovy bod pro dalsi kroky a tedy podrobné, nejprve vzorec pro gradient ve vélcovych soutadnicich
a bazové vektory:

L1 S
Vf(R,¢) = (Orf)er + E(&bf)%
€x = Va =V (Rcos¢p) =cosper —singey, €, =Vy=V(Rsing) =singer + cos ¢ €.
Obréacend transformace je nyni snadno vidét

—

€R = COsPp €y +singpéy, € =cospe, —singe,.

Proto B
. %(me},—ye}) R<a
Ao(ﬂ?,y): B0a2$€ —yé’x
Y R>a
2 x2492

h) Predpokladejte, ze nyni magnetem pomalu (< ¢) pohybujeme, takze vektorovy potencidl ma nyni tvar

—

A(t,.’I), y) = Ao(fI,' - Ut7y)

Jak vypada nyni magnetické pole odpovidajici A?



Nejprve pfipomenme, ze posunutim z— > x — vt se neméni bazové vektory a proto je mozné tuto substituci
(Galileovu transformaci snadno provést):

B
. 0((m—vt)ey yéz) R<a
AO(x_Utvy): Boa (x—vt)ey—ye}

R >
2 (z—vt)2+y2 ¢

Kdyby snad nékdo zavéhal, zda nezistat u valcové baze, zkusime zde spocist, co se stane posunutim éy:

’ T — vt . Y o

€, =cos¢ €, —sing €, = €y — €y =
R Y e e R Y e e
x — vt . N . Yy 5 . o
BT > (sing €g + cospéy) — CETHEERY (cosp€r —singpey) =
—uty o (xz — vt)x + 3> .
é €y =
V@t +17 VRt (@ - vt g?
—wtsin ¢ R —vtcoso .
VR + v2t2—2vtRcosd> \/R2 v2t2 — 20t R cos ¢

ch) Jaky vyznam m4 pole —8,A.

Jde o indukované elektrické pole, presnéji o jeho ¢ast zvanou elektromotorické pole. Tento ndzev mé evokovat

predstavu, ze je odpovédnd za rozpohybovani ndboju v dusledku elektromagnetické indukce, ale jesté zdlezi
na zbytku “obvodu”, jak se aktualné pole rozlozi. V polnim popisu to odpovida hledédni ® tak, aby vysledné
elektrické pole E=-9,A-Vd bylo to “spravné”. U piikladu s vodicem ve tvaru Sroubovice jsme vidéli,
ze vodice vlozené do magnetického pole vyzaduji dopocist ® tak aby vysledné pole souznélo s tvarem vodice
pripadné i dal§imi okolnostmi odborné nazyvanymi hranicni podminky. Zde bychom to museli uc¢init, kdyby
vodi¢ mél kone¢né rozmeéry — proudové pole stanovené jen z naseho —&gff— by vycuhovalo na krajich ven (to
nesmi a vhodné ® by to zachrénilo).

i) Predpoklddejte, ze v magnetu je velmi tenkd mezera, kterd nijak nenarusi tvar ff B a E. Do této mezery je
mezi pohybujici se magnety magnety vlozen stojici tenky plech s Ohmlckou plosnou vodivost 7 udava31c1 vztah
mezi elektrickym pole (v roviné plechu) a polem plosného proudu jplos ny Naleznéte silu F = J Jplos X B ds,
jiz pohybujici se par magnetu pusobi na plech. Magnetické pole vytvarené vifivymi proudy v plechu zanedbejte.

Tvar indukovaného elektrického pole E = —8tffo(ac — vt,y) uréime, prekvapivé, derivovanim. Pro R < a je
Ap(x — vt,y) linedrni funkei ¢asu a tak musime dostat konstantu, pro R > a je to o néco vice préce. Vyjde
(za pouziti 2’ = x — vt)

— W&y R<a
Boa?v 2z'y &, — (2% — y?) €,
2 (27 + y2)2
Lineédrni vztah mezi elektrickym a proudovym polem (Ohmuv) znamend, ze tvar proudového pole je stejny
jako pole elektrického. Zatimco doposud diive ovéfend podminka V - A = 0 vedla na bezzdrojové elektrické

pole, nym tataz podmlnka znamenad, ze proudové pole je stacionarni. To znamend, Ze ndm nam nic nebrani
piijmout jplos = 4E jako skutetnou proudovou hustotu (viz obréazek).
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Obr. 1 Vifivé proudy v plechu mezi dvojici pohybujicich se valcovych magnetii. Vyse nalezené proudové
pole je zndzornéno dvéma metodami. Kruznice zndzornuje okamzitou polohu magnetu — jsme v
kvazistacionarni aproximaci a tedy proudové pole okamzité sleduje pohyb magnett.

Vypocet sily je vzhledem k tomu, ze mezi magnety je konstantni Bi fplos, snadny:

&=

F = (1a®)jpios X B = (1a?3)E x B = 7ra2’y7ov &, X Boé, = +§v7ra2fyB§ &y.

Smeér sily tdhne plech ve sméru pohybu magnetu. Faktor 1/2 lze vyklddat ruzné, napi. tak, ze proudové pole
prekondva odpor vodice nejen mezi magnety, ale i na cesté okolo.

j) Prémiovy ikol: Na zdkladé Ampérova zdkona odhadnéte velikost magnetického pole pole vifivych proudu B,.
Podminku zanedbatelnosti |B,| < |By| prepiste do podoby |F| < Fpax. Co je Fiax zac?

Nakreslime-li si predpokladané silocary magnetického pole H, plosného proudu fl v plechu, z Ampérova
zékona dostaneme, ze |Hs| ~ % Jplos- Podminka |Hy| < |Hg| pak d4, Ze sila jiz magnety piisobi na plech musi
byt mnohem mensi, nez sila, jiz se pritahuji navzdjem, tedy vlastné nepiekvapivy vysledek.

Pozn. Wolfram Alpha po zaddni StreamPlot {(2*x*y)/(x"2+y~2)"2,(y~2-x"2)/(x"2+y~2)"2} nakresli
hezky obrézek. (Ano, a Mathematica, na jejiz licenci méte narok, také.)
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Uvazujte elektromagnetické pole uvniti krychle vyjddiené v kartézskych souradnicich z,y, z jako souéin intervalu
< —a/2,a/2 > x < —a/2,a/2 > x < —a/2,a/2 >. Stény krychle jsou z dokonale vodivého materidlu a elektrickd

slozka pole uvnitf krychle ma tvar
~ . [ 2my T2 .
E = Asin| —= os| — | coswt &,
a a

a) Naleznéte magnetické pole za predpokladu, ze mé téz harmonicky prubéh v ¢.
b) Spoctéte celkovou energii elektromagnetického pole uvnitt dutiny rezonatoru.
c) Pro kterd w nezavisi tato energie na case?

)

d) Spoctéte hodnoty Poyntingova vektoru na sténach krychle.



Reseni
a) Magnetické pole nalezneme z rovnice 0B =—-V xE za pouziti V x fé, = Vf x &, tedy

. 2 2
VxE= AE [— sin (7ry) sin (7rz> €y — 2cos <7ry> 0S (m) e?z} coswt .
a a a a a

2 2
= Al {sin (Wy> sin (m) é’y + 2cos (W) Ccos (m) é’z} sin wt .
wa a a a a

b) Energii elektromagnetického pole uvniti krychle nalezneme integraci jeji hustoty

Proto

€ = -
W = ﬁ/ (|E|? + 2| B|?)av
2 Jk
7Z pozorovéni, ze sin® z i cos? x maji periodu 7, vidime, ze kazdy z kvadrata sint ¢ kosin prostorovych soufadnic
prispéje svoji stfedni hodnotou, tedy faktorem 1/2. Proto

1 /14 2
w=2 / (A= cos® wt 4 ¢? <A7r> ( + ) sin? wt)dV = /12cz36—0((30s2 wt + (\[’)m> sin? wt)
2 Jk 4 wa 4 4 8 wa

c) Aby soucet nezavisel na ¢ase, musi platit

w= 5=
a

Protoze vime, ze zachovani energie elektromagnetického pole uvniti krychle je mozné jen za splnéni obou evolu¢nich
Maxwellovych rovnic, neptekvapi, ze tato frekvence vyjde i pokud pozaduje aby napt. E spliiovalo vinovou rovnici.

d) Aby elektromagnetické energie z krychle neutikala, je nezbytné, aby Poyntinguv vektor splioval § S.dS=o.
Tvar zadaného pole E ) zarucuje, Ze samo elektrické pole a tedy i Poyntingtv Vektor na ¢tyfech sténach vymizi. U
dvou stén, na néz je E kolmé sice S nevymizi, ovem protoze S je kolmé na E je ve vysledku Poyntinguv vektor
rovnobézny s plochou stény a predstavuje jen presuny energie podél stény krychle, nikoli ven z ni. Vse souvisi s
tim, ze uvedené feseni predpokldada nekonecné dobie vodivé stény chovajici se jako dokonalé zrcadlo (jinak by E
nemohlo byt u stény nulové).



