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10.1 Mějme jednoduchou, jednoatomovou, dvourozměrnou čtvercovou mř́ı̌zku. Mř́ı̌zková
konstanta je a, hmotnost atom̊u m. Interakci mezi atomy modelujme pomoćı pružinky,
tuhosti pružinek mezi nejblǐzš́ımi sousedy (hrana čtverce) označme k1, mezi druhými
nejblǐzš́ımi sousedy (úhlopř́ıčka čtverce) k2. Veškeré ostatńı interakce zanedbejte.

Jaké jsou frekvence oscilaćı módu s k = (π
a
, 0)?

Uvažme, že mř́ıžka má rozměry N×M . Povšimneme si, že pro daný mód plat́ı, že dvě
sousedńı řady (kolmé na směr š́ı̌reńı) atomů jsou vždy v protifázi, tj. jejich výchylka
a rychlost jsou v absolutńı hodnotě stejné, ale maj́ı opačnou velikost (resp. směr).
Daľśım poznatkem je, že zadáńı vyhovuj́ı dvě možná řešeńı — podélné (výchylky
atomů ve směru š́ı̌reńı) a př́ıčné (výchylky kolmé) vlny.

Problém můžeme bud’ řešit přes pohybové rovnice, nebo (vzhledem k očekávanému
tvaru výsledku) přes energetickou bilanci systému, zvoĺıme druhý zp̊usob.

Uvažme nejprve podélné kmity. Pro kinetickou energii systému plat́ı

Ek = MN
1

2
mu̇2 ,

kde u̇ je rychlost atomu (jej́ı velikost je pro všechny atomy v mř́ıžce v daném
okamžiku stejná).

Potenciálńı energie bude dána součtem dvou př́ıspěvk̊u, sumou ’přes hrany čtverc̊u’1

a sumou ’přes úhlopř́ıčky čtverc̊u’2, tedy

Ep = MN
1

2
k1(2u)2 + 2MN
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2
k2

(√
2u
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,

kde u je výchylka atomu (jej́ı velikost je opět pro všechny atomy v mř́ıžce v daném
okamžiku opět stejná).

V součtu E = Ek + Ep poznáváme E = 1
2
M̃ẋ2 + 1

2
K̃(x)2 což je což je energetická

bilance oscilátoru s frekvenćı ω =
√

K̃
M̃

. Pro frekvenci podélných kmit̊u našeho

systému tedy plat́ı

ωL = 2

√
k1 + k2
m

.

1Délky hran se měńı jen ve směru š́ı̌reńı (a to o ±2u), tj. jedna na základńı buňku.
2Dvě na každý čtverec, změna je rovna změně uhlopř́ıčky čtverce při změně jedné ze stran, tj. (pro

malé u)
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Zcela anologicky budeme postupovat v př́ıpadě př́ıčných kmit̊u, kinetická energie je
stejná, potenciálńı obsahuje pouze př́ıspěvek od ’úhlopř́ıček’ (př́ıspěvek od ’hran’ je
úměrný u2 a proto jej zanedbáme)
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a tedy

ωT = 2

√
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m

.

10.2 Lineárńı řet́ızek polarizovatelných molekul má mř́ı̌zkovou konstantu a. Molekuly jsou
fixovány na svých pozićıch, ale maj́ı vnitřńı stupeň volnosti popsaný pohybovou rov-
nićı

∂2p

∂t2
= −ω2

0p+ Eαω2
0 ,

kde p je elektrický dipólový moment molekuly (paralelně k řet́ızku), α je polarizovatel-
nost a E je lokálńı elektrické pole. Systém je na nulové teplotě, kvantověmechanické
efekty zanedbáváme, každá molekula ”ćıt́ı”pole od ostatńı. Určete a načrtněte disperzńı
křivku ω(k) pro malé amplitudy polarizačńı vlny (optické fonony). Diskutujte chováńı
ω(0) pro r̊uzná α.

Řešeńı budeme hledat ve tvaru rovinné vlny pn = p?eikane−iωt, ze zadáńı v́ıme, že el.
pole3 p̊usob́ıćı na danou molekulu je superpozićı př́ıspěvk̊u od ostatńıch molekul, tj.

En =
∑
n6=m

Enm =
1

4πε0

∑
n 6=m

2pm
d3nm

=
1

4πε0

∑
n6=m

2p?eikame−iωt

a3|n−m|3

=
1

4πε0

2p?e−iωt

a3

∑
n6=m

eikam

|n−m|3
.

Ze sumy si pro větš́ım přehlednost vytkneme eikan, budeme sč́ıtat přes páry m =
n± 1; m = n± 2 atd. a využijeme zápisu komplexńı exponenciely pomoci trigono-
metrických fćı
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Takto vyjádřenou el. intenzitu v mı́stě n-té molekuly dosad́ıme do naš́ı pohybové
rovnice spolu s hledaným tvarem pn a po úpravách źıskáme vztah
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3el. pole od m-té molekuly (pro tuto geometrii) na n-tou je Enm = 1
4πε0

2pm
d3nm

, kde dnm = a|n−m|



Diskuse (měknut́ı optických mod̊u):

Pro k → 0 lze psát S(k) ve tvaru S(k) =
∑

1
m3 , což je konstanta.4 Je tedy zřejmé, že

s rostoućım α klesá frekvence kmit̊u (k = 0), až se pro určité αkrit. stane imaginárńı.
Za těchto podmı́nek (parameter̊u) se stane systém feroelektrickým, na řet́ızku se
objev́ı spontáńı polarizace.5

4Apéryho konstanta, či fčńı hodnota Riemannovy zeta fce ζ(3) ≈ 1.2.
5Naše řešeńı předpokládá polarizaci osciluj́ıćı kolem 0, při α > αkrit. se berou v úvahu anharmonické

členy a p se př́ıpadně rozv́ıj́ı kolem nové rovnovážné hodnoty.


