Predmluva

Tato skriptavznikla z potfeby pokryt Geskym textem vyuku statistické fyziky na PFF UJEP v Usti nad
Labem. Pokud je autorovi znamo existuji v Cesky psane literature tfi monografie vénované statistické
fyzice. Pomérné zastarala Levicova kniha z 50-tych let minulého stoleti [9], ktera byla pfeloZzena
z rustiny, Kvasnicova monografie Statisticka fyzika [7] z roku 1983, ktera je sice skv&lym zdrojem
pouceni pro pokrocilé studenty fyziky, opakované se v&ak diky své matematické abstraktnosti a snaze
o rigoroznost vykladu neosvédcCuje jako ucebni text pro studenty, ktefi se se statistickou fyzikou teprve
seznamuiji. Déle je to monografie autorll Hala, Boublik: Uvod do statisticke termodynamiky z roku
1969, [4], kteravsak je rovnéz uréena spide pokrodilgjSim studentlim ajeji obsah je orientovan smérem
k aplikacim statistickéfyziky v chemii, takze napfiklad nezahrnuje kvantove statistiky ajejich aplikace.

Na druhou stranu v anglicky psané literature existuje cela fada skvélych monogréfii, které jsou
uréeny studenttim, ktefi se v této discipliné teprve orientuji. Jistou nevyhodou téchto textl, je kromé
jazyka, ktery miize pro nékteré studenty predstavovat urcity problém, také jejich obsaznost a &lenéni,
které neodpovida postupu vykladu v prednaskach. Proto vznikl tento text, jehoz cilem je co ng srozumi-
telngji, krok za krokem vyloZit teoretické zaklady statisticke fyziky témér vyhradné idealnich systéml
v termodynamické rovnovaze a na celé fadé aplikaci z rliznych oblasti fyziky ilustrovat nesmirny
potencia této discipliny pri teoretickém zkoumani tepelnych vlastnosti makroskopickych systémili a
latek.

PFi psani textu se autor v prvé fadé snazil o maximalni nézornost, jednoduchost a pfimocarost tak,
aby byl Gtenal skutetné schopen pochopit podstatu vykladanych metod, pojmt nebo aplikaci, nékdy
i za cenu znatnéeho zjednoduSeni nebo pouZiti jednoduchych analogii, které v nékterych pripadech
umoznuji obejit nebo priblizit smysl skryty za narotnym matematickym aparatem. V pripadg, Ze Ctenar
bude chtit pokraCovat ve studiu statistické fyziky navysSi Urovni nepochybné sahne po pokrocilgSim
textu, kde budou dopodrobna vysvétleny vSechny jemnosti oboru, nanéz v tomto textu nezbylo misto.
Dirraz naitel nost textu je také diivodem pro¢ autor podrobné vypisuje provadéné matematické Upravy,
coz se’ matematiCt§ji’ zal ozenemu Etenali mlize zdat zbytetné.

PYi psani skript autor ¢erpal zejména z nasledujicich monografii a uéebnic (v poradi diilezitosti):

1. Ref, F.: Fundamentals of Satistical and Thermal Physics, McGraw-Hill, 1965,
2. Mandl, F.: Satistical Physics, John Willey and Sons, 2002,
3. Kvasnica, J.Satisticka fyzika, Academia, Praha, 1983,

4. Fitzpatrick, R.: Thermodynamics& Statistical Mechanics, Lecture notes, The University of Texas
at Austin.

Text je Clenén tak, jak odpovida Casovému planu v sylabu pfedmétu. Kapitoly 1 — 5, 9, 10
jsou stézeini, logicky na sebe navazuji a je v nich budovana terminologie, vysvétlovany metody a
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odvozovany hlavni vztahy, které se v hojné pouZzivaji v celém zbytku textu. Studiu téchto kapitol
by mél ctendf vénovat nejvétsi pozornost. Kapitoly 6 — 8 se zabyvaji aplikacemi metod a vztahil
odvozenych v prvnich péti kapitolach, pfifemz nejprve by se mé Ctenal seznamit s 6. kapitolou.
Kapitoly 7 a 8 |ze potom studovat v libovolném poradi. Na 'teoretick€ kapitoly 9 a 10, které vedou
k odvozeni kvantovych statistik, navazuji aplikacni kapitoly 11 a 12, které mohou byt opét studovany
v libovolném poradi.

Zavérem by autor rad podékoval obéma recenzentlim za cenné pripominky, zefména Doc. RNDr.
ing. Kurtu FiSerovi, CSc. za peclivé precteni textu a upozornéni na fadu nepfesnosti. Dale dékuji
studentce Romané Mik$ové a doktorandiim Mgr. Petru Brunovi a Mgr. Paviu Cernému za upozornéni
nafadu zejménajazykovych prohreskill v textu aMgr. Robertu Seifertovi a RNDr. Zdehku Moravcovi,
Ph.D. za technickou pomoc pfi pfiprave textu.

28. fijna, 2007 Michal Varady
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Statistickafyzika

Statisticka fyzika se zabyva zkoumanim tepelnych viastnosti makroskopickych systemt v termodyna-
mické rovnovaze, pricemz bere v vahu, Ze jsou slozeny z nesmirného pottu castic, které maji rlizné
vlastnosti a mohou na sebe riizné silové plisobit. Studované systémy mohou byt v libovolném sku-
penstvi, ale mlize se i jednat o zcela kvantové systémy jako o plyny z fotondl, volnych elektronti nebo
bosonové kondenzaty, tedy napriklad shiuky atomll 3He za velmi nizkych teplot. Vzhledem k tomu,
Ze makroskopické systémy obsahuji vétsinou nékolik mol i &i kilomoll latky, jsou typické potty Eastic
Z nichz jsou studovangé systémy zformovanéjen o nékolik malo fadil odlisné od Avogadrovy konstanty
N4 ~ 10* mol~! ajsou tedy enormné velke.

Jaké jsou cile statisticke fyziky? Vychozim bodem Gvah statistické fyziky je znalost vlastnosti
Castic z nichz se studovany system sklada (napfiklad jsoui rozliSitelng, nerozlisitelng, fermiony,
bosony, atd.) aznal ost, nebo alespon predpoklad o charakteru jejich vzajemného silového plisobeni. Na
zakladé téchto informaci, vyuZzitim metod statisticke fyziky avysledki klasickéi kvantové mechaniky
je mozno napriklad:

1. Odvodit konkrétni hodnoty méfitelnych velicin, které popisuji systémy v termodynamickérovno-
vaze ve vSsech moznych skupenstvich. Takovymi velicinami je napfiklad, tlak P, vnitfni energie
U, magnetizace M , tepelné kapacity C'y,, Cy, koeficienty teplotni objemové roztaznosti latek a
podobné.

2. Odvodit stavové rovnice systéemtl, napriklad termickou stavovou rovnici idealniho plynu pV =
RnT, fotonového plynu P = 0T, kde o je konstanta ze Stefanova-Boltzmannova zékona a
dalSich.

3. Odvodit rozdéovaci funkce napriklad energie nebo rychlosti ¢astic v rliznych systémech v ter-
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KAPITOLA 1. UVOD

modynamické rovnovaze. Jako konkrétni priklad Ize uvést jiz z termiky znamé Maxwellovo—
Boltzmannovo rozdé&eni rychlosti molekul plynu nebo rozdéleni mnozstvi vyzéafene energie ve
spektru absolutné éerného tél esa znameé z optiky, tedy tzv. Plancklv zakon.

4. Vysvétlit a popsat elektrické vlastnosti vodicl a polovodicll, vliastnosti hvézd v konetnych fa-
zich vyvoje (bilych trpaslikli a neutronovych hvézd) supravodivost, supratekutost a podobné
experimentalné pozorované jevy.

Shriime tedy, Ze cilem tohoto textu bude seznamit Ctenare se zakladnimi metodami a koncepty,
které byly v ramci statisticke fyziky vyvinuty ke zkoumani systémt mnoha ¢astic v termodynamické
rovnovaze a s jednoduchymi aplikacemi téchto metod na konkrétni systémy, pfevazné vzgemné nein-
teragujicich Castic.

1.2 Statistickafyzika a mechanika

Prvni otézka, kteraasi napadne kazdého Ctenare je, zda Ulohy, které fesi statistickafyzika, nelzefesit jiz
znamymi metodami klasické mechaniky mnohacastic. Mg metedy systém N Castic v termodynamické
rovnovaze, jehoz stav v Caset je jednoznacné urCen N polohovymi vektory 1, 7, ..., ry aN vektory
hybnosti p,, p,, . . ., py jednotlivych astic systemu.

Jou-li zname sily f, = fi(ri, 7o, ..., 7 1,Tit1, ..., TN), které plsobi na jednotlive Castice
systému, potom | ze sestavit soustavu N vektorovych pohybovych rovnic I1I. Fadu

mz"f'i:fl-('l"l,’l"g,...,’I"Z‘_l,’l"z‘+1,...,'l"N) . (11)

Tuto soustavu rovnic by teoreticky bylo mozné fesit numericky s vyuzitim vykonnych poGitaci.
K jgimu feSeni je vSak zaroven tfeba znat pocatecni podminky, tedy N hybnosti a N polohovych
vektorll jednotlivych ¢astic (tedy celkem 6N hodnot)

r?,rg,...,r?,...,r?v,p?,pg,...,p?,...,p?\, (1.2
v ngjakém Case t° ato s absolutni presnosti, protoze pri sebemensi odchylce pocatetnich podminek
od skutecného stavu, by se vyvoj modelovaného systému rychle odchylil od vyvoje realného systéemu.
ReZenim takovéto soustavy by teoreticky mélo byt mozné ziskat stav a vyvoj studovaného systému
v libovolnych Casech, jak do minulosti, tak do budoucnosti.

Ze znalosti poloh a hybnosti jednotlivych €astic systemu by pak bylo jiz snadné urcit Casovée
pribéhy okamzitého tlaku P = P(t), vnitfni energie U = U(t) a podobné. Je jasné, Ze jak okamzita
hodnotatlaku na sténu nadoby (diky stochastickému charakteru narazfi mnoha &astic na sténu nadoby),
tak i vnitfni energie (diky mozné energetické vymeéné mezi Casticemi systému a sténami nadoby)
budou oscilovat kolem rovnovazné hodnoty téchto velicin. Tyto oscilace hodnot velicin kolem stfedni
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1.2. Satisticka fyzika a mechanika

p=pi

Obréazek 1.1: Okamzité hodnoty tlaku na sténu nadoby — fluktuace.

hodnoty se nazyvaji fluktuace, viz obrazek 1.1. Jaka tedy bude hodnota ngaké veliciny X, kterou
Ziskame z mé&feni? Vzhledem k tomu, Ze proces méfeni trva daleko delSi dobu nez je charakteristicka
perioda fluktuaci, bude naméfena hodnotaveliciny rovnastfedni hodnoté veliiny za Cas At. Jde-i At
k nekonetnu, nebo jeli charakteristicka perioda fluktuaci velmi mala je naméfena hodnota veliciny
VvV rovnovaznem stavu rovnajgi stfedni hodnoté

1
(X) = Altlinoo A / X(t)dt . (1.3
to

Timto zplsobem bychom mohli ziskat teoretickou cestou, s pouzitim klasické mechaniky a vy-
konnych pocitatli, Uplnou informaci o vyvoji systému a tim také stfedni hodnoty vSech moznych
méfitelnych velicin popisujicich zkoumany system. Pokud bychom se vSak pokusili pouzit tento pri-
stup v praxi, narazili bychom na neprekonatel né problemy. Jednak bychom méli feSit soustavu typicky
~ 102%* rovnic a zaroven znat nejen pocatetni podminky, ale i kazdy nasledujici stav s nekonetnou
presnosti, coz diky Heisenbergovu principu neurcitosti neni ani principiané mozné. Navici pfi pouziti
negimoderngsi pocitatove techniky by potfebny vypoctetni ¢as o0 mnoho Fadll presahl stafi vesmiru.

DalSi otazka, kterou si |ze polozit je, jak souvisi komplikovanost popisu systému s poctem Castic.
Vezmeéme systém sestavajici ze 2 Castic. Pfidame-li jednu Castici do takového systému, jeho chovani a
vlastnosti se vyrazné zméni. Vezmeme-li na druhou stranu system s 10?3 ¢asticemi a pfidame-li jednu
Castici, na mé&fitelnych velicinach ziggmeé nezaznamename Zadnou zmenu, ale presto nam pri vyse
uvedeném zplisobu popisu systému pribude dalSich 6 rovnic a 6 pocatetnich podminek do soustavy
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KAPITOLA 1. UVOD

rovnic popisujici systém a komplikovanost popisu tedy vzroste presto, Zze méfitelné veliiny nevykazi
Zadnou mé&itelnou zmeénu.

Je tedy takto nastinény, v principu nemozny, Cisté mechanicky, nejuplngsi popis vyvoje systému
jedinou cestou k tomu, abychom ziskali hodnoty méfitelnych, napfiklad z termodynamiky dobfe zna-
mych stavovych veli¢in, ¢i parametrlli popisujicich systém (teplotu, vnitini energii, tlak, magnetizaci,
tepelnou kapacitu, koeficient objemové tepelné roztaznosti, atd.)? Ukazuje se, Ze nikoliv. SkuteCnym
klicem ke studiu systemll mnoha ¢astic je aplikace metod matematické pravdépodobnosti a statistiky.
Aplikace téchto metod na vymezeny okruh problémd nam umozni urcit pravdépodobnosti vyskytu
vech moznych okamzitych hodnot méfitel nych velicin a z téchto pravdépodobnosti potom urcit stfedni
hodnoty téchto veli¢in — tedy hodnoty, které bychom ziskali méfenim.

1.3 Statistickafyzika atermodynamika

Ve statisticke fyzice budeme Casto pouzivat veliiny avztahy ziskané z termodynamiky. Jaky je vztah
téchto dvou fyzikalnich oborlti? Statisticka fyzika bere za zaklad svych Gvah mikroskopické informace
o jednotlivych &asticich tvoricich systémy ao jgich vzgemnem silovem plisobeni. Na zakladé téchto
informaci je schopna odvodit konkrétni hodnoty veli€in charakterizujici latky. Termodynamika je
daleko obecngsi, protoze na zakladé nékolika malo, plivodné postulovanych, fyzikanich principd,
jegjichz platnost byla ové&fovana empiricky, tedy pozorovanim realnych systémt a experimenty, hleda
vztahy mezi mé&fitelnymi veliCinami charakterizujicimi latky nebo systémy. Termodynamikaukazuje, Zze
celarada pozorovatel nych velicin popisujicich latky je mezi sebou vzgemné zavislaaprave odhal ovani
téchto zavislosti je hlavnim Ukolem termodynamiky.

Jako priklad termodynamického pfistupu |ze uvést odvozeni vztahu mezi tepelnymi kapacitami
latek pri stalem tlaku C), aobjemu Cy, ktery |ze obdrzet ze z&kona zachovani energie, tedy |. termody-
namického zakona

d@ = dU + pdV (1.4)

a predpokladu o tom, Ze vnitfni energie systému je funkci teploty a objemu, tedy U = U(T, V).
Vzhledem k tomu, Ze Uplny diferencidl vnitfni energie je

ou ou
dU = (8—T)V dT’ + (W)T dv (1.5)
Izerovnici (1.4) pfepsat jako
ou ou
dQ = (a—T)VdT+ [(W)T+p} dav/ . (1.6)
ProtoZe tepel na kapacita pri konstantnim objemu je
_(dQY\  [oU
ev=(ar),~ (o7), - &0
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1.4. Satisticka fyzika a matematika

kde druhy vztah plyne z |. termodynamického zékona pro dV = 0 dostavame pro tepelnou kapacitu

pfi konstantnim tlaku
_[dQY oUu dv
o=(%), -+ (o), ] (&), 9

- [(%) ] (2), -

Obdrzeli jsmerovnici vyjadiujici vztah mezi dvéma méfitelnymi fyzikalnimi veliCinami C, aC'y jako
funkci ostatnich termodynamickych veli€in a jgich derivaci. Vzhledem k tomu, Ze vztahy v termo-
dynamice jsou odvozovany pouze na zakladé nékolika fundamentalnich principll a nebere se v vahu
vnitfni stavba zkoumanych latek, plati naprosto obecné, bez ohledu na druh ¢i skupenstvi zkoumané
latky nebo systemu. Nadruhou stranu, termodynamika nedokéze teoreticky odvodit konkrétni hodnoty
napriklad Cy, vztah pro vypodet vnitini energie systému U, stavovou rovnici, apodobné. Ulohy tohoto
typu Fesi na zakladé predpokladll o vnitini strukture latek pravé statisticka fyzika

atedy

L ze tedy Fict, Ze termodynamika vhodné doplihuje statistickou fyziku v tom smyslu, Zze pokud
metodami statistické fyziky odvodime vztah napfiklad pro vnitfni energii systému jako funkci teploty
aobjemu,tedy U = U(T, V'), potom z termodynamického defini¢niho vztahu (1.7) |ze snadno vyjadfit
tepelnou kapacitu Cy, a s vyuzitim dalSiho termodynamického vztahu (1.9) Ize pfi znalosti termickée
stavové rovnice snadno ziskat C,,.

Jako jiny typicky priklad pouziti termodynamiky pfi ziskavani vztahli pro hodnoty méfitelnych
veliCin ze statistickych Gvah |ze uvést vypocet stavovych veliCin z volné energie F'. Volna energie
totiz souvisi jednoduchym vztahem s tzv. kanonickou particni funkci systému Z (k je Boltzmannova
konstanta, 1" je termodynamicka teplota)

F=-kTlhzZ |, (1.10)

kterajejednim ze zakladnich pojmu statistické fyziky ajejimuz vypottu pro rtizné systémy budeme vé-
novat velkou pozornost. Zezndosti F = F(T, V') |ze potom pomoci vztahtl znamych z termodynamiky,

napr.
oOF oOF
S—‘(ﬁﬂv ’ p—‘(aJT ’ 1)

U=F+TS (1.12)

nebo

opét urcit celou fadu termodynamickych charakteristik systemu.

1.4 Statistickafyzikaa matematika

Zakladnim matematickym néastrojem statisticke fyziky je teorie poCtu pravdépodobnosti ve spojeni
s kombinatorikou. V této kapitole shrneme zakladni pojmy a metody poCtu pravdépodobnosti a statis-
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tické matematiky v rozsahu v jakém je budeme potfebovat pri studiu statistické fyziky. Uvidime, Ze
obé tyto discipliny budeme potfebovat jen ve velmi omezené mife a jgjich aplikace budou nesmirné
jednoduché.

Kromeé poCtu pravdépodobnosti a kombinatoriky je nastrojem statisticke fyziky zeyménadiferen-
ciani aintegralni pocet funkci jedné a vice proménnych a teorie nekonenych fad. Casto také budeme
potiebovat tabulky urcitych integrall.

1.4.1 Pravdépodobnost

Zacnémetim, Zze budeme definovat pravdépodobnost vysledku néjakého experimentu pomoci termino-
logie a pojml, které se pouzivaji ve statisticke fyzice. Pozorujme ngjaky systém S, tfeba chovani hraci
kostky. NaSim cilem bude nagjit pravdépodobnost, Ze systém nalezneme v ngjakém stavu, ktery generuje
urcitou hodnotu X; sledovanéveliGiny X . V pripadé hraci kostky se miizeme zaméFit tfeba na pripady,
kdy na hraci kostce padne €idlo 5, tedy X5 = 5. Jednim ze zplisobll jak urcit tuto pravdépodobnost
je, ze vytvorime nemirny pocet identickych kopii zkoumaného systému — tzv. statisticky soubor X
a provedeme s nimi identicky pokus. Napfiklad vezmeme velky poCet identickych hracich kostek a
hodimejimi. Je-i () celkovy poCet ¢lenl statistického souboru, tedy v naSem pripadé pocet hracich
kostek a Q2(X;) poCet systemll, které po provedeni pokusu generuji vysledek X;, tedy napriklad potet
hracich kostek najegjichz horni sténé se objevi €islo 5, definujeme pravdépodobnost nasledovné

_ 0(Xi)
P(X;) = hrgoo o)

(1.13)

kde P(X;) je pravd&podobnost realizace pozadovaného vysledku pokusu. Z definice pravdépodobnosti
je Zigimeg, ze P(X;) mlze nabyvat libovolnych hodnot od 0 do 1. Je-li pravdépodobnost O, potom
zadny systém nevykéaze hodnotu X; dokonce i tehdy, jde-li potet systémt k nekonetnu. Na druhou
stranu je-i P(X;) = 1, potom hodnota X; je jedinym moznym vysledkem zkoumaného pokusu, tedy
hodnota X; musi nastat v kazdém pfipadeé.

Podivejme se jesté na jednu dlileZitou vlastnost pravdépodobnosti. Predpokladejme, Ze celkovy
pocet vdech moznych hodnot X; sledované veliCiny, které generuje studovany systém je M. V pripadé
hraci kostky je M = 6. Setteme-li pravdépodobnosti realizace vsech moznych vysledkl pokusu
dostaneme

M M
; P(X;) = Q(QIEOO —) g QX)=1 , (1.14)

diky tomu, Ze kazdy system ze statistického souboru musi vygenerovat prave jednu hodnotu zkoumané
veliCiny X z M moznych, atedy

Z QX)) =9(2) . (1.15)
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Podminka
M

Y PX) =1 (1.16)

se nazyva normovaci podminkou a musi byt splnéna pro kazdou Uplnou mnoZzinu pravdépodobnosti.
Normovaci podminkavyjadrujejasnou skuteCnost, ze vysledek pozorovani systému musi sjistotou dat
n&akou hodnotu X; sledované veli¢iny X z mnoziny jejich moznych hodnot { X}, .

1.4.2 Pocitani s pravdéepodobnostmi

Vezméme si dvariizné vysledky pokusu, X; a X, ktery provedeme na systému S. Tedy napriklad, ze
na hraci kostce padnou €isla 1 nebo 5. Pravdépodobnosti obou vysledki budou P(X;) a P(X;) anas
nyni zajima, jaka bude pravdépodobnost, ze vysledek pokusu bude X;, nebo X ;, coz oznaCime jako
P(X;UX;). Plati

P(X;UX;) = olim % (1.17)
Jejasné, ze mai nastat vysledek bud X;, nebo X je pocet takovych pripadl
Q(X; U X;) = Q(X,) 4+ Q(X;) (1.18)
azrovnice (1.17) okamzité dostavame, ze
P(X;UX;) = P(X;) + P(X;) . (1.19)

Vysledna pravdépodobnost je tedy souctem pravdépodobnosti P(.X;) a P(.X ;). Tedy napfiklad pravde-
podobnost, ze na hraci kostce padne bud €islo 1 nebo 5 je 1/6 +1/6 = 1/3, pfi¢emz pravdépodobnost,
Zzena’féerové kostce padne ngaké urcité Cisloje 1/6.

Vezméme nyni nas statisticky soubor, provedme s nim experiment a vyberme systémy, které vy-
kazuji vysledek X;. Pocet takovych systemll je Q(X;). Nyni provedme novy pokus na statistickém
souboru avybermenovy vysledek X ;. Poget systemlivykazujicichtento stav je (X ;). Predpokladejme
rovnéz, ze vysedek druhého pokusu na statistickém souboru nesouvisi zadnym zplisobem s vysledkem
pokusu prvniho, tedy Ze obé pozorovani jsou takzvané statisticky nezavislal. Spoctéme nyni prav-
dépodobnost toho, ze pfi prvnim méeni obdrzime vysledek X; a pfi druném X, kterou oznaCime
P(X; N X;). K uréeni této pravdépodobnosti je nejprve nutno uréit pocet véech moznych dvojic stavil,
které | ze vybrat ze statistického souboru, ktery oznatime ¥ @ . Pocet vSech téchto dvojic stavil je

QAT =Q(%)-QD) . (1.20)

Je také zigimé, Ze pocet vdech moznych dvojic stavll v souboru ¥ @ X, které vykazuji pri prvnim
pokusu vysledek X; apfi druhém X; je

QXN X)) = QX)) QX)) . (1.21)

Napriklad hodime-i 2x po sob& hraci kostkou, vysledek druhého hodu nijak nesouvisi s vysledkem hodu prvniho.
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Z vySe uvedeného tedy vyplyva pro hledanou pravdépodobnost

) QX; NX; ) Q(X; ) Q(X;

PEGX) = 0 TS it ) e )
Vidime tedy, Ze pfi dvou statisticky nezavislych experimentech je pravdépodobnost toho, Ze vysledek
prvniho pokusu vygeneruje hodnotu X; a vysledek druhého X; je rovna soucCinu pravdépodobnosti
realizace jednotlivych vysledki. Tedy napriklad na hraci kostce je pravdépodobnost toho, Ze po sobé

hodime napriklad Cisa3a5rovnal/6 x 1/6 = 1/36.

= P(X))-P(X;) . (122

1.4.3 Stfedni hodnota, standar dni odchylka

Pfipomenme si pomoci jednoduchého prikladu, jaky vyznam ma klicovy pojem statistické fyziky
stfedni hodnota veliciny. Predpokladejme, Ze chceme zjistit, jaky je primérny vék studentli na nasi
fakulté. Dotazem na studijnim oddé&eni bychom zjistili, kolik osmnactiletych Nig, devatenactiletych
Nig, dvacetiletych Ny, ... studentl navétévuje nasi fakultu. Nyni bychom provedli jednoduchy vypotet
aritmetického priméru véku studenttl

18 X Nig 4+ 19 X Nqig + 20 X Nog + - - -

Nig + Nig + Nog + -+

Nyni predpokl adejme, ze bychom na chodbé fakulty nahodile vybrali studentaapolozili si otazku: Jaka
je pravdépodobnost, Ze je tomuto studentovi 19 let? Z pfededlé diskuse o pravdépodobnosti vime, Ze

N 19 N 19
Py = - : 1.24
o N18+N19+N20+"’ Nstudent ( )
kde Nyiuaen: j€ cElkovy poCet studentll na fakulté. S pouzitim pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych

vékll studentt na fakultg, 1ze vSak aritmeticky primér z rovnice (1.23) prepsat takto

Primérny vék = (1.23)

Prfjmérn)'lvék:18><P18+19><P19+20><P20+--- . (125)

Pomoci tohoto vztahu budeme definovat stfedni hodnotu libovolné jiné diskrétni veiciny =,
ktera mlize nabyvat N rlznych hodnot z,zs, x5, ..., zy, VysSkytujicich se s pravdépodobnostmi
P(.§61>, P(x2)7 P(':C?))v SR P(xN)

N
T = Z x; P(x;) . (1.26)
i=1
Zduraznéme, Ze toto je klicovy vztah, ktery budeme ve statistické fyzice pouZivat pro vypocet stiedni
hodnoty libovolné diskrétni veliciny.

Predpokladejme, Ze f(x) je ngakou funkci vySe uvedené veliciny z. Pro N moznych hodnot veli-
¢iny = tedy mame N funkénich hodnot funkce f (), které se vyskytuji se stejnymi pravd&podobnostmi
jako hodnoty veli€iny . Stfedni hodnotu funkce f(x) budeme definovat nasledovné

F@) =3 f@)P) (1.27)

16



1.4. Satisticka fyzika a matematika

Predpokladejme dale, Ze funkce f(x) a g(x) jsou opét funkcemi veliiny z. Plati

N N N

f(@) +g(0) =Y (fl@)+g(a))Ple) = Y f(a)P(e)+y_ gle:) Pe;) = fx)+g(z) . (1.28)

i=1 i=1 i=1

Podobneé je-i ¢ konstanta potom evidentné plati

cf(x)=rc f(x) . (1.29)

Nyni jsme definovali stfedni hodnotu veliciny a odvodili z&kladni pravidla pro pocitani s jgich
hodnotami. Ted se pokusime kvantifikovat miru rozptylu dané veli€iny okolo stfedni hodnoty. Prvni
co nas napadne je definovat odchylku Az veli¢iny x od jgi stfedni hodnoty =

Ar,=x;, —T . (2.30)

Toto vSak zjevné neni prilis uziteCna informace, protoze se tyka vzdy pouze jedné hodnoty z; a
pokusime-li se urcit jgich stfedni hodnotu dostaneme nulu

Ar=2—-2=72-7=0 . (1.31)

Ke kvantifikaci miry rozptylu veliCiny kolem jgji stfedni hodnoty se proto pouziva jing, vzdy kladna
hodnota, tzv. stfedni kvadraticka odchylka

(Az)2= ) P(a) (2 —T)* =22 -7 . (1.32)

i=1

Vzhledem k vyznamu tohoto vztahu pro dal$i text ukazeme souvislost vySe uvedenych vztahi:

(Az)2 =) Pa)(zi -7 =(2-7)?2= (22— 2T +2°) =2 - 28T+T =22 -7 , (1.33)

i=1

tedy
(Az)?2 =22 — 7% . (1.34)

Odmocnénim této hodnoty dostaneme tzv. standardni odchylku A*z veli€iny x

A*z =4/ (Az)? . (1.35)
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Kapitola 2
Popis systému ve statistické fyzice

V minulé kapitole bylo feCeno, Ze hlavnim cilem statistické fyziky je urcit jaké budou makroskopické
vlastnosti soustavy mnoha €astic danych vlastnosti, které mezi sebou interaguji podle urcitych zako-
nitosti dané fyzikou na mikroskopické Grovni. Tyto makroskopickeé viastnosti budeme kvantifikovat
pomoci méFfitelnych velicin napriklad tepelné kapacity, tlaku, vnitfni energie, magnetizace a podobné.
P¥i popi su soustav mnohacastic budemerozliSovat, zdasejednao klasi cky nebo kvantovy system. U kla-
sickych systeml predpokl adame spojité rozdél eni energie systému, u kvantovych diskrétni energetické
spektrum. Striktné vzato bychom méli vSechny systémy popisovat kvantové, ale tento pristup by ved
k obtiZim vzhledem k jisté neSikovnosti kvantové mechaniky pfi popisu translatnich stupill volnosti
¢astic. Klasicky pristup tedy pouZzijeme zejména pii popisu translaénich stupiill volnosti studovanych
systémil — kde spojité rozlozeni energie je ve vEtSiné pripadll diky nepatrné vzdalenosti energetickych
hladin odpovidajicich translaci naprosto adekvatni pfiblizeni, kvantové mechanické pfiblizeni pouzi-
jeme pfi studiu paramagnetik, feromagnetik, rotaénich a vibratnich stupiti volnosti viceatomovych
molekul, pevnych latek, vlastnosti fotonového a elektronového plynu, tedy vdude kde je nutné vzit
v Uvahu skuteCnost, Ze energie systému je kvantovana.

2.1 Klasickésystémy

Negjprve zavedeme zakladni pojmy a seznamime se s metodami, které se pouZzivaji pro popisklasickych
systéml. Pod pojmem klasické systemy budeme rozumét systémy se spojitym energetickym spektrem,
pficemz naSe Gvahy budeme smérovat k urCeni stfednich hodnot klasickych velicin. Vzhledem ke
spojité povaze velicin v klasickych systémech, zigjmé neplijdou pro vypocet stfednich hodnot velicin
pouZzit pfimo vztahy (1.26) a (1.27), pouZzitelné pro kvantové systemy s diskrétnim energetickym
spektrem. Budeme tedy muset tyto vztahy modifikovat tak, abychom zohlednili spojity charakter
veliCin apravdépodobnosti vyskytu jgich hodnot. V principu, viak vysedny vztah pro stfedni hodnoty
veliGin bude fungovat presné stejnym zplisobem jako rovnice (1.26).
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2.1.1 Zakladni pojmy a metody
Mikrostav

Jako typicky priklad systému, na ktery je vhodné pouZit klasicky popis uvedeme izolovanou soustavu
N bezspinovych, vzgemné neinteragujicich castic uzavienych v nadobe objemu V. V zhledem k tomu,
Zevolnacastice v prostoru ma f = 3 stupné volnosti, manas systém N Castic celkem

f=3N (2.1)

stupitl volnosti v prostoru. Kompletni informaci o stavu systému v Gase ¢t poskytuje 3N prostorovych
souradnic a3V slozek hybnosti jednotlivych Eastic, tedy dohromady 2 f = 6 N parametru:

d1,92,93,494, - - -y Qiy - - -, 4, P1,P2,P3, P45 - - -3 Pisy - -, Pf (22)

kde ¢1, g2, g3 jSou soufadnice x, y, z @ p1, p2, ps slozky hybnosti p,, p,, p. prvni Castice, ¢4 a p4 jsou
x, p, druhé Castice a podobné. Mame-li k dispozici takto Uplnou informaci o stavu systemu, Fikame,
Ze zname jeho mikrostav, dale pu-stav. Pro specifikaci p-stavu budeme déle Casto pouzivat zkracenou
formu zapisu

qf7pfEq17QZ7Q37Q47"'7Qi7"'7Qf7p17p27p37p47'"7pl'7"'7pf . (23)

Fazovy prostor areprezentacni bod systému

Ukazuje se, e z praktickych diivodl je lepsi nez popisovat pohyb NV astic ve 3-D prostoru, popisovat
pohyb jednoho bodu reprezentujiciho cely system €astic v tzv. fazoveém prostor u. Jakamusi byt dimenze
fazoveho prostoru v némz | ze soucasné zobrazit polohy a hybnosti IV Eastic tedy 6N parametrll jednim
tzv. reprezentatnim bodem, ktery jednoznacné definuje p-stav systému? Dimenzi takového fazového
prostoru Ize snadno ur€it z analogie. Poloha bodu v 1-D prostoru (na pfimce) je jednoznatné urcena
jednim parametrem . Polohabodu ve 2-D prostoru (na plo3e) je jednoznatné uréena dvéma parametry
x, y. Opatng, tfi parametry napriklad x, vy, z pak jednoznacné urcuji polohu bodu ve 3-D prostoru a
tedy mame-li 6N = 2f parametrll (danych zapisem (2.3)), ty pak jednoznané urcuji polohu bodu
v 6N dimenzionalnim prostoru. Fazovy prostor v némz budeme schopni popsat stav systému N Castic
jednim bodem bude tedy mit 2, kde f je pocet stuphli volnosti systému, neboli 6 N dimenzi a tedy
stejny poCet soufadnicovych os
2£-D fézovy prosior

QI7qQ7Q37Q47"'7Qi7"'7Q3N}p17p27p37p47"'7pl'7"'7p3]\z ) (24)

TV TV
f-D konfiguragni prostor f-D impulzovy prostor

nanéz budeme vynaget jednotlivé slozky soufadnic ahybnosti Eastic. Casto je prakticke rozddlit fazovy
prostor na dva podprostory:
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reprezentani bod —|
systému

T fazova trajetorie

Obréazek 2.1: 2-D fazovy prostor, zobrazujici pohyb jedné €astice v 1-D prostoru, tedy po pfimce. Na
obrazku je naznatena Cast fazoveé trajektorie Castice a smér pohybu Castice ve fazovém prostoru.

1. Konfiguracni prostor s dimenzi rovnou f

q1,92,493,494, - -, qi5- -, q5
ktery jednoznatné urcuje konfiguraci, tedy polohy ¢astic systemu.
2. Impulzni prostor sdimenzi rovnou f
P1,P2,P3,P4y -5 Piy-- -5 PDf

ktery jednoznatné urcuje pohybovy stav systému castic.

Fazovatrajektorie

Jak jsme jiz uvedli, Castice systému se neustale pohybuji, a tedy i reprezentatni bod systému se ve
fézovem prostoru pohybuje. Jak popsat pohyb reprezentatniho bodu? Vyjdéme z analytické mechaniky.
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Pro uvazovany systéem castic | ze sestavit hamiltonian

H:H(q17"'7Qf7p17"'7pf7t)

a z Hamiltonovych kanonickych rovnic

OH OH
‘i = ; 'i = - ; 25
4= p 0 (2.9)
pak |ze ziskat zobecnénou rychlost
417427'"7q'ia"'7(jf7p17p27"'7pi7"'7pf ; (26)

pohybu reprezentacniho bodu systému ve fazovéem prostoru atedy i jeho tzv. fazovou trajektorii, coz je
kfivkapo niz sereprezentacni bod pohybuje béhem Casového vyvoje systému, viz obrazek 2.1. Pokud je
zkoumany systém konzervativni, coZ v nadem pfipadé izolovaného systemu plati, hamiltonian nezavisi
nacase afazovatrajektorie reprezentacniho bodu nemtize protinat samu sebe. Tato skutetnost jejasnym
dbisledkem jednoznatnosti feSeni Hamiltonovych rovnic.

Fazovy objem

Analogicky jako |ze mluvit o délce v 1-D prostoru, ploSe ve 2-D prostoru aobjemu ve 3-D prostoru, |1ze
mluvit také o objemu ve fazovém prostoru tedy o tzv. fazovém objemu ®. Jak urcit fazovy objem néaké
oblasti ve fazovém prostoru? Vyjdéme z analogie s objemem télesa ve 3-D prostoru. Ten spocteme
pomoci trojného integralu pres Cast prostoru vymezenou vnitikem télesa AV

Vz///%@&,
—
AV

kde dV = dxdydz je objemovy element 3-D prostoru. Obdobné spocteme fazovy objem néjaké
oblasti ve fazovém prostoru

@://.../dqldqz...dqfdpldpg...dpf , (2.7
—_—
AD
kde
d® = dg; dgs ... dgsdp; dp, ... dps (2.8)

je objemovy element fazového prostoru. V dalSim textu budeme objemovy element fazovéeho prostoru
Casto zapisovat strucngji jako
d® = d¢/ dp’ . (2.9
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=5

op

oq

Obréazek 2.2: Rozdé&eni fazového prostoru na elementarni buiky s objemem h/. Je-li reprezentalni
bod systému na dvou rliznych mistech v téze elementarni buice jedna se o identicky p—stav systému.

Diskretizace fazového prostoru

S jakou presnosti Ize urCit polohu reprezentatniho bodu ve fazovém prostoru? Z hlediska klasické
mechaniky tato presnost neni omezena. Z hlediska kvantové mechaniky je tomu vSak zcela jinak.
Presnost soucasného urceni souradnice a odpovidgjici slozky hybnosti je omezena Heisenbergovymi
relacemi neurcitosti, tedy

AqAp; > h
AgaApy > h

Aq;Ap; > h

Aq]vApf Z h

Vynasobenim téchto relaci mezi sebou obdrZzime
6 = AqiAgs - AqpAp1Apy -+ Apy > B = 1PN

kded® > K/ |ze chapat jako dolni limit pro smysluplné déeni fazového prostoru v tom ohledu, Ze je-li
reprezentatni bod v témze elementu fazového prostoru objemu 2/ na dvou rliznych mistech, jsou oba
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stavy systému nerozliSitelné a odpovidaji stejnemu p-stavu. Vidime tedy, Ze pfesnost ureni polohy
reprezentacniho bodu systému je omezena. Z detailngSich kvantové mechanickych Gvah plyne, ze
fazovy objem minimalniho objemového elementu fazového prostoru jet

& =nl =n3N . (2.10)

Fazovy prostor |ze tedy diskretizovat pomoci elementarnich 2 f dimenziona nich krychlicek s objemem
h', viz obrazek 2.2.

Pocet dostupnych mikrostavi

Dullezitym dusledkem této skuteCnosti je, Ze jestlize se vyvoj systému odehrava pouze v néjake ko-
necné podmnoziné fazového prostoru s fazovym objemem A®, je potet p—stavil 2, kterymi systém
(reprezentatni bod systému) béhem svého vyvoje prochazi konecny aje roven

_AD

Q=" (2.11)

Otazkou nyni je, co urcujetvar avelikost této oblasti ve fazovem prostoru. V pripadé naseho systemu N
volnych ¢astic uzavienych v krabici sobjemem V' jetato oblast v konfiguraCnim prostoru atedy mnozina
systému dostupnych ;i—stavl evidentné vymezenasténami nadoby. Jak jetomu v impulzovém prostoru?
To bude ziggmé zavi set namakroskopi ckych vlastnostech systému. Jde-i napfiklad o izolovany systém,
je zfejmé mnoZzina p—stavil dostupnych reprezentatnimu bodu systému jednoznatné uréena celkovou
energii systemu £ = konst. Co kdyZz zkoumany systém nebude izolovany, ae napfiklad v tepelnem
kontaktu s lazni konstantni teploty T = konst, pfiCemz cela soustava lazen + systém je izolovana?
Nyni si system mlize vyméhovat energii s tepelnou 1azni, takZe se s urcitou pravdépodobnosti miize
energie systému meénit od nuly az po celkovou energii systému plus tepelné 1azné. Mnozina systému
dostupnych p—stavil tedy bude vypadat rozhodné jinak nez v pFipadé izolovaného systemu, ale opét
bude jednoznatné urcena makroskopickymi viastnostmi systému. Navic, budeme-li sledovat hustotu
p~stavll v rliznych ¢astech fazového prostoru miize se ménit.

PredeSleme, Ze potet p—stavll dostupnych systému Q2 je kliGovym pojmem statisticke fyziky a
jeho vypotet bude jednim ze zakladnich problémt, které budeme Fesit v nasledujicich kapitolach.
D&l e budeme hledat fyzikalni souvislost této veliCiny ajejich derivaci stermodynamickymi velicinami
a zavedeme s funkci, kterou popiSeme rozdéleni hustoty p—stavti dostupnych systému ve fazovém
prostoru.

1 Jednoduché odvozeni pfesné hodnoty minimalniho objemového elementu fazového prostoru, tedy vztahu (2.10), bude
provedeno v nasledujici kapitole.
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2 aentropie systému

V roce 1872 formuloval Ludwig von Boltzmann jednoduchy vztah
S =klnQ | (2.12)

ktery spojuje pocet p—stavll dostupnych izolovanému systému, tedy jednoznatné mikroskopickou cha-
rakteristiku systému, s entropii systému S, tedy s makroskopickou veli¢inou dobfe znamou z termody-
namiky, kde & je Boltzmannova konstanta

k = 1.3806503 x 1073 JK~1 . (2.13)

Pro zagjimavost uvedme, Ze tento vztah je vytesan na Boltzmannové nahrobku ve Vidni na Zentralf-
riedhof. PfedeSleme jeSté, ze vySe uvedeny vztah mavyznam entropie v tzv. mikrokanonickém souboru
s nimz se seznamime v nasledujicim ¢lanku.

2.1.2 Rozdéovaci funkce a stfedni hodnoty velicin
Casova stfedni hodnota

Vratme se nyni ke kliCové Uloze statistické fyziky, k urCovani stfednich hodnot velicin, tedy hodnot,
které bychom ziskali méfenim. V ¢lanku 1.2 jsmejiz jeden zplisob navrhli. Spocival v presném vypoctu
vyvoje fazove trgjektorie systému, tedy v modelovani ¢asového vyvoje p—stavil systému. Vzhledem
k tomu, Ze kazdy p—stav systému generuje jednu konkrétni hodnotu sledované veliciny X, by tato
metoda vedla ke zjigténi funkce X = X (¢) a tedy jgi hledanou stfedni hodnotu bychom dostali
vypoCtem nasledujiciho integralu
to+AL
(X) = lim 1 / X(t)dt . (2.14)

At—o00 At
to

Tuto stfedni hodnotu veliciny budeme vzhledem k tomu, Ze ji ziskavame stfedovanim pres Cas nazyvat
Casovou stiedni hodnotou a znaCit (X). Jak jsme vSak poznamenali v kapitole 1.2, tento vztah je zcela
k nicemu, protoze je principiané nemozné teoreticky ur€it funkci X = X (¢).

Statisticky soubor

Jak tedy dal? Vime jiz, Ze studovanemu systému, podle jeno makroskopickych vlastnosti miizeme
prifadit ve fazovém prostoru urcitou mnozinu systému dostupnych p—stavil, pficemz kazdy p—stav
z této mnoziny vygenerujejednu konkrétni hodnotu sledovanéveliciny. Nabizi se nam tedy dalSi zplisob
vypoctu stiednich hodnot velicin, ngjakym zplisobem stfedovat prfes mnoZinu systému dostupnych ji—
stavll. V praxi se postupuje tak, Zze zkonstruujeme tzv. statisticky soubor tak, Ze vytvorime nesmirny
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poCet 3 — oo makroskopicky zcela identickych kopii studovaného systému. Podle zplisobu vybéru
makroskopickych charakteristik statistického souboru nese statisticky soubor svéjmeéno. V tomto textu
se budeme zabyvat pouze tfemi statistickymi soubory, mlizeme vak zkonstruovat celou fadu dalSich:

1. Mikrokanonicky soubor
Vytvofime-i statisticky soubor z izolovanych systémli> £ = konst s konstantnim objemem
V' = konst apoCtem Castic N = konst, tedy zkracené

[E,V,N] | (2.15)
dostaneme tzv. mikrokanonicky statisticky soubor.

2. Kanonicky soubor
Pro systémy, které st mohou vymenovat energii s tepelnou lazni teploty 7' = konst steoreticky
nekonetnou tepelnou kapacitou, jejichz objem V' = konst a N = konst, tedy

[T.V,N] (2.16)
vytvarime tzv. kanonicky statisticky soubor.

3. Grandkanonicky soubor
Pro systemy, které s mohou vyménovat energii i Castice s tepelnou lazni teploty 7' = konst,
jelichz objem V' = konst achemicky potencidl ¢astic systemu atermostatu je stejny p = konst,
tedy
7.V, (2.17)

vytvarime tzv. grandkanonicky statisticky soubor.

V dal8im textu budeme analyzovat vlastnosti uvedenych statistickych souborli, odvodime vztahy pro
pravdépodobnosti, Ze ndhodné vybrany system ze statistického souboru bude v danéem p—stavu a
odvodime vztahy pro stfedni hodnoty makroskopickych termodynamickych velicin v jednotlivych
stati stickych souborech.

Rozdé&ovaci funkce ve statistickém souboru — hustota pravdépodobnosti

Jak jsme jiz uvedli, oblast, kterou zaujmou reprezentaéni body odpovidajici systemiim tvoricich sta-
tistické soubory rtiznych druhll, zavisi na makroskopickych charakteristikach systémul. Zobrazime-i
reprezentacni body jednotlivych ¢lenl statistického souboru ve fazovém prostoru, dostaneme oblak

2V praxi je znalost energie systému omezena presnosti méfeni, nebo principiainé v diisledku Heisenbergovych relac
neurditosti. Proto se energie systémi v mikrokanonickém souboru spide specifikuje energetickym pasem E, E + dE, kde
dE < F ajedanabud chybou méfeni nebo Heisenbergovymi relacemi neurcitosti.
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P
Q(p.q)

QAD) ——

Obrazek 2.3: Oblast fazového prostoru dostupna zkoumanému systému. Pocet p—stavil v této oblasti je
oznaten Q(A®). Ve statistickém souboru je tato oblast mapovanaoblakem ¥ bodll. 2(¢7, p/) oznakuje
podet p—stavil v elementu fazového prostoru dg” dp/, ktery je centrovan v bodé se souradnicemi ¢/, p/.
Ve statisti ckém souboru spada do tohoto el ementu fazového objemu (g7, p”, t) reprezentatnich bodd.

celkem X bod0, ktery mapuje mnoZinu systému dostupnych p—stavil, viz obrazek 2.3 pricemz jak jsme
jiz prededali, hustota ;i—stavll v rliznych ¢astech tohoto ’oblaku’ nemusi byt stejna.

Zavedme rozdélovaci (distribucni) funkci, ktera popise rozdéeni hustoty j—stavli ve fazovem
prostoru, tzv. hustotu pravdépodobnosti
(gl pf

I

ool t) = 1i
olg’,p',t) = lim ——

kde X(¢”, p/, ) je celkovy pocet reprezentatnich bodll systém stati stického souboru v elementarnim
objemu dq’/ dp’ centrovaném v bodé fazového prostoru se soufadnicemi ¢/, p/ v Caset a¥ = konst
je celkovy pocet ¢lent statistického souboru. Z uvedené definice je jasng, ze

[ [ ] e ndilarr = (2.19

—00 —00
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atedy rozdéovaci funkce je normovana. Rozdé ovaci funkce v bodé ¢/, p/ ve fazovém prostoru tedy
urcuje pravdépodobnost toho, Ze pfi néhodném vybéru z mnoziny dostupnych p—stavll vybereme pravé
u—stav lezici v objemovém elementu dg” dp/ leZicim v okoli bodu ¢, p/.

Souborova stfedni hodnota veicin

Vidime, Zze kazdemu p—stavu odpovidajedno zcela urcité usporadani systemu, jedna pravdépodobnost
vyskytu p—stavu dana rozdélovaci funkci a také jedna zcela urcita hodnota nami sledované veliciny.
Situace je tedy v podstaté stegjna jako v clanku 1.4.3, kde jsme pocitali stfedni hodnotu diskrétnich
veli¢in pomoci pravdépodobnosti vyskytu jejich jednotlivych hodnot. Jedinym rozdilem nyni je, ze
v klasicke statisticke fyzice jsou pravdépodobnosti i hodnoty velicin spojité veliciny. Ve vypoctu tuto
skutetnost zohlednime tak, ze prepiSeme vztah (1.26) a misto sumace pouzijeme integra

e e}

YE77---/X(qf,pf)@(qf,pf)dqfolpf : (2.20)

—00 —O0 — 00

kde z dlivodu struénosti jsme zkrétili zapis timto zplisobem

X(qf7pf)EX(q177Qf7p177pf) )

pricemz X (¢/, p/) je hodnota stredované veli¢iny v bodé g1, . . ., g4, p1, - - ., p; fazového prostoru,

Q(qf7pf) = Q(Qh <o qr,P1y - 7pf>

jerozdé ovaci funkce, neboli hustota pravdépodobnosti v bode gy, . . . , g7, p1, - . . , py fazového prostoru
a

je objemovy eement fazovéeho prostoru. VypoCet této stfedni hodnoty veliiny X je principiané
odlisny od vypoctu Casove stfedni hodnoty. Takovéto stfedni hodnota se nazyva souborova a zname-li
rozdélovaci funkci o(q”, p/) ve fazovéem prostoru a zavislost sledované veliciny na poloze ve fazovem
prostoru, tedy X = X (q¢/, p/) Izeji narozdil od Easové stiedni hodnoty snadno spoCist.

Ergodicka hypotéza

Nyni vyvstava nesmirné dlilezita otazka: Jaky je vztah ¢asové a souborové stiedni hodnoty veliciny
X ? Odpovéd na tuto otazku dava tzv. ergodicka hypotéza. Ergodickou hypotézu Ize zformulovat®
nasledovné:

Hypotéza 1. M&me mnoznu véech dostupnych ;-stavll daného systému. Rikame, Ze systém je ergo-
dicky, jestliZze po urcitém konetném Case se reprezentacni bod systému diky casovému vyvoji dostane
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z libovolného pocatetniho p-stavu z mnoziny systému dostupnych y-stavil do libovolného jiného -
stavu, nebo alespon do jeho libovolné blizkosti. Je-i systém ergodicky potom Casové a souborové
stfedni hodnoty veliin jsou si rovny, tedy

(X)=X (2.21)

V dal&im textu budeme zkoumat pouze systémy pro které toto plati. Takovéto systemy nazyvame
ergodickeé.

Jaké vlastnosti musi mit systemy, aby byly ergodické? U ergodickych systémil musi fazova tra-
jektorie za koneCnou dobu viceméneé vyplnit celou oblast fazového prostoru, ktera obsahuje vsechny
systému dostupné p-stavy. Toto nastava pro systémy, které obsahuji prvek chaosu. Studujeme-i na-
priklad plyn N €astic uzavieny v nadobg, prvek chaosu do vyvoje systému vnasgi srazky molekul.
Dokazat, zda system je Ci neni ergodicky neni jednoduché av praxi se €asto ergodicnost studovanych
systéml predpoklada.

2.1.3 LiouvillGv teorém pro hustotu pravdépodobnosti

Zobrazime-li reprezentatni body jednotlivych systemi statistického souboru ve fazovem prostoru,
dostaneme oblast vymezujici mnozinu p—stavll dostupnych systemu. Vzhledem k velkému pottu re-
prezentacnich bodll systeémil stati stického souboru ve fazovem prostoru, 1ze natyto body nahliZet jako
na molekuly tekutiny ve fazovém prostoru, s hustotou danou hustotu pravdépodobnosti ve fazovéem
prostoru, tedy rozdélovaci funkci.

Umoznime-li nyni jednotlivym systemiim ze statistického souboru €asovy vyvoj, budou se body
reprezentujici jednotlivé systémy pohybovat po viastnich fazovych trajektoriich danych Hamiltonovymi
rovnicemi

OH . OH
:3172‘ ’ pi:_&]z ’

di (2.22)
kde H = H(q,.-.,q3n,D1,---,P3n, 1) j€ hamiltonian systému. Vzhledem k velkému poctu repre-
zentatnich bodil se 1ze na pohyb jednotlivych reprezentatnich bodli systémi stati stického souboru ve
fazovem prostoru divat jako na proudéni tekutiny, pficemz kazda molekula této tekutiny ve fazovem
prostoru predstavuje reprezentacni bod jednoho systému. Jaké plati zakonitosti pro proudéni takovéto
kapaliny ve fazovém prostoru? Vyjdéme z anal ogie s proudénim red né tekutiny v hydrodynamice.

3Toto je slabdi forma ergodické hypotézy, tzv. kvaziergodicka hypotéza, jejiz spinéni postatuje k tomu, aby se casové a
souboroveé stfedni hodnoty rovnaly. Plivodni ergodicka hypotéza poZzadovala, aby reprezentatni bod systému v konetném
Case do3e! z libovolného yi-stavu do libovolnéhojiného p-stavu z mnoZiny systému dostupnych i-stavil. Ergodickahypotéza
v této formé byla matematicky vyvracena.
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Obrazek 2.4: Vyznam veli€in pouzitych k odvozeni rovnice kontinuity pro proudéni tekutin.
Rovnice kontinuity v hydrodynamice

Pro proudéni tekutin plati rovnice kontinuity. Ta fika, Ze tekutina nemtize samovolné vznikat nebo
zanikat atedy zména mnozstvi (hmotnosti) tekutiny v daném kontrolnim objemu AV
d
— dv 2.23
il 223
(av)

jdenavrub tekutiny, ktera priteCe nebo odtece pres uzavi enou plochu obklopujici dany kontrolni objem

—%Q’U' ds | (2.24)
&)
kde dS = n°dS je vektor kolmy k elementu plochy S obklopuijici kontrolni objem, jehoZ orientace
je danajednotkovym normalovym vektorem n?, orientovanym smérem ven z kontrolniho objemu (viz
obr. 2.4). Vzhledem k orientaci dS je pritok tekutiny do kontrolniho objemu zaporny. Plati tedy
% odV = —%Q’U- as (2.25)
(av) &)
coz lze zaménou poradi derivace a integrace v prvnim ¢lenu a aplikaci Gaussova teoremu na druhy
Clen prepsat jako

/ %de-i- / V- (ov)dV =0 (2.26)
(AV) (AV)
adostavame rovnici kontinuity pro proudéni tekutiny
do
-e . = 2.27
5 TV () =0 (2.27)
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neboli 5 5 5 5
0 OUy OUy 0U;
= =0
o " ox oy T os !
ktera vyjadiuje, Ze Casova zmeéna hustoty tekutiny seCtena s divergenci toku tekutiny owv je rovhanule
atedy, Ze kapalina v libovolném kontrolnim objemu nemiize vznikat ani zanikat. Podle pravidel pro

pocitani s operatorem divergence je mozno rovnici kontinuity prepsat jako

(2.28)

%—FU'VQ:—QV"U , (2.29)

kdeclen v - Vp nalevé strang, tzv. konvektivni ¢len popisuje proudéni — konvekci tekutiny jejiz hustota
se v prostoru méni aclen —pV - v na pravé strané popisuje stlacovani nebo rozpinani tekutiny béhem
proudéni. Jei

oV-v=0 |, (2.30)

tedy
V-v=0 , (2.32)

je proudici tekutina nestlacitelna a rovnice kontinuity se zjednodusi na

00
£ . — _ 2.32
8t+v Vo=0 (2.32)

RozepiSeme-li rovnici (2.27) pomoci definice operétoru nabla

0 0 0
=—2+—93+—k 2.33
Vv axz+ ayg + By ) ( )

dostaneme do 9o 0o 0 v, ov, 0
do O Do Do_ v v, 0.
ot T Yar Toy T, T % %oy %o (2:34)

pro stlaCitelné tekutiny a

00 0o 00 00

E+U$%+Uya—y+vza :O s (235)
tedy
do
% vve=0 (2.3

pro nestlacitel né tekutiny.

LiouvillQv teorém

Vratme se nyni k proudéni hustoty pravdépodobnosti v 6 N dimenziona nim fazovem prostoru. Vzhle-
dem k tomu, Ze kazdy reprezentatni bod pfedstavuje chovani jednoho systému ve stati stickém souboru
a systemy nemohou svévolné vznikat nebo zanikat, je jasné, Ze i pro proudéni hustoty pravdépodob-
nosti vefazovém prostoru musi platit obdoba rovnice kontinuity v hydrodynamice. NaSim cilem je tedy
prepsat rovnici (2.27) pro proudéni hustoty pravdépodobnosti ve fazovém prostoru. K tomu je tfeba
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zavést divergenci toku veliciny v obecné 2 f dimenzionanim prostoru. Vyjdéme z analogie. Divergence
toku tekutiny pv = [pv,, ov,] ve 2-D prostoru je

V.ov= + , (2.37)

ve 3-D prostoru v = [ov,, ov,, ov.| atedy

dov,  Oov dov,
0 n o Y4 0

Ox dy 0z (2:38)

Ve 2f dimenzionanim fazovém prostoru, ktery je slozen z f dimenziondniho konfiguratniho a f
dimenzionalniho impulzového podprostoru je divergence toku tekutiny s hustotou ¢ a rychlosti v ve
fazovem prostoru

v = [41,G2, - -+, 43N, D1, D2s - - - 5 D3N] (2.39)

rovna

v = Z Dod; Z dopi _ zf: {89% N 3@152} (2.40)
dg; = Opi =104 Ops
Doplnénim Casové derivace hustoty (viz rovnice (2.27)) dostavame rovnici kontinuity pro proudéni

hustoty pravdépodobnosti ve fazovém prostoru

8@

241
5t 2 4 (2.41)
atedy podle pravidla o derivovani soucinu
89 89 6‘]2 8]7@
- ) 242
+Z{ +pl }+QZ [8% p; ’ ( )
Z Hamiltonovych rovnic vsak plyne, Ze
. 2 . 2
8%: 0°H ’ 8pZ:_ 0°H (2.43)
dq; Opi0g; Ipi 0q;0p;
atedy vyraz
3N . .
dg;  Op;
= 2.44
; [8(1@- - 3]%] 0 ( )

diky Hamiltonovym rovnicim. Vysledny vztah popisujici proudéni hustoty pravdépodobnosti ve fazo-
vém prostoru tedy je

0o N 0o 00
e i % =0 . 2.45
Srovnanim této rovnice s rovnici (2.35) okamzité vidime, Ze hustota pravdépodobnosti se chovajako

nestlacitel na tekutina a tedy q
o
G 0 . (2.46)

32



2.2. Kvantové systémy

Fyzikani vyznam této skuteCnosti je, Zze vezmeme-li libovolny reprezentatni bod pohybuijici se ve
fazovem prostoru po své fazove trajektorii, hustota pravd&podobnosti se v jeho okoli s asem nemeéni.
Hustota pravdépodobnosti konzervativnich systémt je tedy konstantni a proto musi byt funkci take
pouze konzervativnich velicin. Takové veliciny zname v mechanice tfi: celkovou energii E, celkovou
hybnost p a celkovy moment hybnosti L systému. Tedy

o=o(E,p, L) , (2.47)
pficemz p, L jsou zavislé na volbé soufadného systému, takze Ize vybrat takovy soufadny systém, ze
p=L=0 . (2.48)

Zbyvatedy jedina veli¢ina na niz miize zaviset hustota pravdépodobnosti. Touto velicinou je celkova
energie systemu a tedy
o=0(E) . (2.49)

R4

ve fazovem prostoru zavisi pouze na celkové energii systému.

Hypotéza apriornich pravdépodobnosti

Ziskana zavislost rozdélovaci funkce pouze na celkové energii systému je diisledkem velice obecné
hypotézy, kterou jsme dosud neformulovali, ale kteraje zcela zasadni pri formulaci samotnych zakladii
statistické fyziky. Jedna se o tzv. hypotézu apriornich pravdépodobnosti:

Hypotéza 2. VSechny systému dostupné -stavy, kterym odpovida stejna energie jsou stejné pravde-
podobné.

Neboli, viechny y-stavy leZici v systému dostupné Casti energeticke nadplochy* jsou stejné prav-
dépodobné. Z této hypotézy tedy napriklad vyplyva, Ze vsechny dostupné pi-stavy v mikrokanonickém
soubor u jsou stejné pravdépodobné. Pro kanonicky soubor, kde jednotlive systemy souboru mohou mit
diky interakci stepelnou 1azni rlizné energie toto tvrzeni samoziejmeé nepl ati.

2.2 Kvantové systéemy

Popis kvantovych systém je principialné odlisny od popisu systemil klasickych. Vzhledem k tomu, Zze
kvantova fyzika je bytostné ' pravdépodobnostni’ disciplina, tedy predpovida mozné vysledky pokusi
(hodnoty méfitelnych velicin) apravdépodobnosti jgich vyskytu, teoreticky zaklad kvantove statistické
fyziky se znacné liSi od teoretického zakladu klasicke statisticke fyziky. V této ¢asti se pokusime, pro

4Energetickou nadplochou ve fazovém prostoru je my3ena plocha (mnoZina u-stavil) s danou energii.
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I e

zavéest hlavni pojmy a dokéazat si kvantovy Liouvillliv teorém, ktery ma, jak uz jsme vidéi v klasické
statistické fyzice, fundamentalni vyznam. Ctenar, ktery s kvantovou teorii seznamen dosud neni miize
tuto kapitolu preskocit. Pro ng nyni strucné shriime hlavni vysledky, které v této Casti textu obdrZzime.

Podobné jako v klasické statisticke fyzice méla zasadni vyznam pro urCovani stfednich hodnot
makroskopickych velicin rozdélovaci funkce, v kvantové fyzice je jgi analogii tzv. matice hustoty,
pro kterou stejné jako v klasické statistickée fyzice plati Liouvillliv teorém se viemi jeho dusledky.
| Ctend, ktery s kvantovou teorii seznamen neni, by vSak mé& pozorné prostudovat €lanek 2.2.4, kde
pripominame hlavni vlastnosti a zplisob popisu nékolika kvantovych systemdl, které vyuzijeme pozdgji
v tomto textu a pfipomenout si vztahy pro stfedni hodnoty diskrétnich velicin afunkci (1.26) a (1.27).

2.2.1 Zakladni pojmy
VInovafunkce ajgji vyznam

Kvantovy systém, napriklad system N €astic, je nejUplnéjSim moznym zplisobem popsan svou vinovou
funkci
U = \11(81782 ..... SN)(q17QZ7 7Qf7t) ) (250)

kde soufadnice g1, g, ..., ¢; odpovidaji f translaénim stuphlim volnosti systému a mnoZzinakvantovych
Cisel 51, 59, ..., sy Uréuje stav vnitfnich stupiitl volnosti jednotlivych ¢astic, tedy napfiklad jejich spin,
moment hybnosti, excitatni stav a podobné. Stejné jako byl Casovy vyvoj klasického systému dan
soustavou bud 3N Newtonovych pohybovych rovnic nebo 6 N Hamiltonovych kanonickych rovnic —
podle zplisobu popisu, je Casovy vyvoj kvantovych systemi dan Schrodingerovou rovnici

0

h—VU = HY 2.51
ih , (25Y)

kde H je Hamilton{iv operator. Z kvantové mechaniky vime, Ze vinové funkce jsou stejné jako rozdé-
lovaci funkce ve statisticke fyzice normovany, tedy

/ VU dgf =1 (2.52)

kde ¥* je funkce komplexné sdruzena k funkci ¥. Fyzikani vyznam vinové funkce je nasleduyjici:
Veicina

U dg! = |U2dg’ (2.53)
udava pravdépodobnost, Ze systém nalezneme v Case ¢ v elementarnim objemu dg/ = dg; dgs - - - dgy
centrovaném polohou ¢/ = ¢y, ¢a, . . ., ¢; Ve stavu daném mnoZzinami kvantovych €isel sy, s, . . ., sy

Samotny kvadrét vinové funkce tedy udava hustotu pravdépodobnosti vyskytu Castice v danem ele-
mentu prostorul.
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Rozvoj vinové funkce

VInovou funkci systému Ize zapsat pomoci libovolné tplné ortonormalni baze funkci ¢;(q’) jako
kde koeficienty rozvoje c;(t) jsou obecné komplexni ¢isla. Podminka ortonormality funkci o;(¢”) Ize
zapsat jako

[ =5, (25
kde ; ; je Kroneckerovo delta, pro néz plati
1 proi=j |,
Sij = (2.56)
0 proi=#j
Dosadimei rozvoj vinovéfunkce (2.54) do normovaci podminky pro vinovoufunkci (2.52) dostaneme
Y ab)et)=> la@®)P =1, (2.57)

pricemz |c;(t)|* udava pravdépodobnost, Ze systém nalezneme v ase ¢ v i-tém kvantovém stavu.

Schrodingerova rovnice v maticovée reprezentaci

Dosadime-li za vinovou funkci jegji rozvoj podle Gplného systému ortonormal nich funkci dostaneme

o S elele) = HY alala’) (2.59)

Vynasobime-li tuto rovnici zlevafunkci (¢/) aprovedemeintegraci pfes ¢/ dostanemenalevé strangé

i [ B0g S awara =3 TG0 [S@hai)u =g . @)

pri¢emz pri Upravé jsme vyuzili ortonormalitu funkci ¢; a¢,;. Napravé strané Schrodingerovy rovnice
dostaneme

[ it IHE el ! =3 [t =Y amm, . @6

7 7

kde
Hj; = / 03 (" Hei(q") dg’ (2.61)
jsou maticové elementy hamiltonianu v bazi Uplného systému ortonormalnich funkci ;. Rovnice
L0
ih=ci(t) = > a(t)Hj (2.62)

jematicovou reprezentaci Schrodingerovy rovnice. Tuto rovnici pouzijeme pozdgji pro dokazani kvan-
tového Liouvillovateorému.
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StFedni hodnoty veli€in

Z kvantové mechaniky je znamo, ze stfedni hodnota F veliciny F, ktera je reprezentovana operatorem
F je danavztahem

F = / UFU*dg! . (2.63)
Dosadime-i sem za vinové funkce systému jgich vyjadieni pomoci rozvoje (2.54) dostavame po

snadnych Gpravach

F=3 3 b = Y cOs0n; . (264

kde F;; jsou maticové elementy operatoru F v bazi Uplného systému ortonormalnich funkci ¢, (¢/)

Fyj = / i (a))Fei(a’) (2.65)
Zvolime-i za Uplny systém ortonormalnich funkci ¢; vlastni funkce operatoru F, pak

Fy proi=j
R = proe = (2.66)
0 proi##j

apro stfedni hodnotu veli¢iny F' dostaneme jednoduchy vztah
F = Z F;‘|Ci(t)|2 ) (267)

kde F;; jsou mozné hodnoty veliciny I" avyraz
Py(t) = ¢; (t)ei(t) = lei(t)]” (2.68)

ma vyznam pravdépodobnosti, Ze v €ase ¢ naméfime hodnotu veli€iny F;.

2.2.2 Matice hustoty a kvantova souborova stfedni hodnota

Jak jsme jiz uvedli, ngjupIngsi informaci 0 systému a jeho vyvoji poskytuje vinova funkce, kterou
dostaneme FeSenim Schrodingerovy rovnice. V praxi je vSak popis systému mnoha ¢astic pomoci
vinové funkce neproveditelny, podobné jako je v klasické fyzice principiané neproveditelny Uplny
popis systému mnoha €astic pomoci napriklad Newtonovych pohybovych rovnic. V kvantoveé teorii je
tedy nutné vyvinout metodu, ktera umozni urcit stfedni hodnoty makroskopickych velicin popisujicich
systém na zakladé neliplné informace o systému.

Zavedeme opét statisticky soubor. V' kvantové mechanice rozdéujeme statistické soubory na
tzv. Cisté a smidené. V Cistém souboru maji viechny systémy tvorici soubor stejnou vinovou funkci,
ve smiSeném souboru maji systémy tvorici soubor riizné vinové funkce. Smieny statisticky soubor
predstavuje analogii ke klasickym statistickym soubortim.
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M atice hustoty

Vezméme vinovou funkci ¥(*)(¢f, t) ngakého urditého systému o ze smiseného stati stického souboru.
Tuto vinovou funkci | ze vyjadfit pomoci rozvoje (2.54) do Uplné ortonormalni baze funkci ¢,(¢’), kde
argument « znaci, ze se jedna o vinovou funkci jednoho specifického systému ze statistického souboru

V(1) =) il t)eile’) (2.69)
Povamnéme si, Ze skuteCnost, Ze se jedna o vinovou funkci specifického systemu ze statistického
souboru se projevi pouze v koeficientech ¢;(«, t). Pro vechny koeficienty, prislusgiici véem ¢lenlim
statistického souboru o = 1,2, ..., v, kde v je pocet ¢lenll statistického souboru samozigime plati
normovaci podminka

> alat)ci (o) =) ela )P =1 . (2.70)
Stfedni hodnotaveiciny F' pro systém o ze statistického souboru je danarovnici (2.64)
=Y e el t)Fy =Y ci(a, )ej(a, ) Fy (2.71)
i g i,J

kde maticovéelementy F; ; jsou pro vSechny systémy souboru pri stejnych, j stejné, protoze se pocitaji
ve stejné bazi ortonormalnich funkei podle vztahu (2.65) a nezavissji tedy na «. Stredni hodnoty F(@)
veliGiny I jsou v&ak diky rtiznosti vinovych funkci popisujicich jednotlivée Eleny statistického souboru
rlizné a pro jgjich stiedni hodnotu plati

_ 1<
F == Fl(a) 2.72
Vﬁ}; , (272)

kde v je poCet ¢lenll stati stického souboru. Dosadime-li za (@) ze vztahu (2.71) dostaneme

:—ZZZ (a,t)cj(a, t)F; ZZ

amatici v hranaté zavorce oznacme

Z (o, t)cj(ay, t)] (2.73)

a=1

14

0ji(t ! Zc (a, t)cj(ant) = cf(t)c () (2.79)

<

anazvémeji matici hustoty. Stfedni hodnotu veli¢iny v kvantovéem statistickém souboru miizeme tedy
pomoci matice hustoty vyjadfit jako®

ZZQNFZ = Z (oF),; = tr(oF) = tr(Fo) . (2.75)

Stfedni hodnota veliiny v kvantovém statistickém souboru je tedy dana souctem diagonanich ele-
mentl, neboli stopou — trace — tr soucinu matice hustoty a matice reprezentujici operator sledované

5Ctenari, ktery ma problém s prechodem od prvniho vyrazu na prave strané nasl edujici rovnice k drunému | ze doporugit,
aby si rozepsal jednotlivé Cleny v souctu >, > ; 0jikij asrovnal je sdiagonanimi el ementy vysedku nasobeni matic oF.
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veliciny vestejnéreprezentaci Uplného ortonormal niho systému funkci. Zname-i matici hustoty snadno
muizeme uréit stfedni hodnoty velicin v kvantovych souborech a neni tedy nutné znat jednotliveé ko-
eficienty rozvoje vinové funkce ¢;(a, t). V tomto smyslu je matice hustoty kvantovym ekvivalentem
klasické rozdé ovaci funkce o( E') popisujici rozloZeni hustoty pravd&podobnosti ve fazovém prostoru.
Obecnékomplexni prvky matice hustoty |ze ur€it napriklad z méfeni stfednich hodnot nékterych velicin
na smiSenych statistickych souborech ainverzi vztahu (2.75).

Vlastnosti matice hustoty

Matice hustoty je Ctvercova a protoze stfedni hodnoty velicin musi byt redlné lze dokazat, Ze je
hermitovsk, takze plati

0ji = 0 - (2.76)

Z normovaci podminky vyplyva, Ze soucet jeich diagonalnich elementll, nebo-li stopa matice hustoty,
jerovnajedné

Y oui=tre=1 . 2.77)

Diagonani element matice hustoty o,; urcuje pravdépodobnost, Ze naméatkou vybrany systém ze statis-
tického souboru bude v i—tém kvantovém stavu.

Jak pozname, zda matice hustoty prislusi Cistemu ¢i smiSenému statistickému souboru? V Cistém
souboru jsou vinové funkce popisujici jednotlive systémy stejné, takze i koeficienty c¢;(«, t) jsou pro
v&echny ¢leny souboru stejné

ci(a,t) = ¢i(t) pro vsechny a=1,2...,v , (2.78)
atedy
0ij = Cjcj = ¢ici . (2.79)
Vezmeme-li (¢?);; dostaneme podle pravidla o nasobeni matic

(QQ)ij = Z QikOkj = Zczcz‘cj‘ck = ¢iCj Z |exl? = ac; =(Q)iy (2.80)
k

k k

pricemz >", |cx|* = 1 vyplyvaz normovaci podminky. Pro matici hustoty €istého statistického souboru
tedy plati

o=20> . (2.81)
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2.2.3 Liouvilllv teorém pro matici hustoty pravdépodobnosti

Nyni odvodime €asovou zmeénu operatoru matice hustoty. K tomu vyuzijeme Schrodingerovy rovnice
vyjadfené v maticovém tvaru (2.62) pro system « ze statistického souboru

.0
zhacj(a,t) = Z ci(a, t)Hy; . (2.82)

i

Nyni vezmeme rovnici k predeslé komplexné sdruzenou, tedy

0
—ihac,’;(a, t) = ;cf(a, OHy (2.83)
kde pfi Upravé jsme vyuzili hermicitu hamiltonova operéatoru, takze H;, = H;,. Nyni prvni rovnici

vynasobime zlevac; («, t) adruhou zleva c;(a, t) a obé rovnice odeCteme. Dostaneme

iﬁ%[Cj(Oé, tch(e,t)] =Y [eion t)ci(on t) Hyi — ¢ (o, t)ej (o, t) Hy] (2.84)
Setteme-li obé strany této rovnice pres véechny systemy o = 1,2, ..., v avzniklou rovnici vydélime

poctem &lend statistického souboru v dostaneme

do i do
— —[Ho—oH] = — =0 2.85
(6t)+h[g oHl =4 , (2.85)
pficemz z kvantové mechaniky vime, Ze leva strana rovnice vyjadfuje Uplnou Casovou derivaci opera

toru o. Pro matici hustoty tedy plati obdoba klasického Liouvillovateoremu.

2.2.4 Popis nékterych kvantovych systéml
Systém véazanych castic se spinem

Mgme systém N v prostoru fixovanych® &astic, napriklad vazanych v krystalové miizce, z nichz
kazda ma spin 1/2 a vlastni magneticky moment o ve vngsim magnetickem poli B. Kvantovou
mechanikou jsou povoleny dvé orientace magnetického momentu vici B: paraelni a antiparalelni.
Tyto orientace jsou popsany kvantovym &islem m, které miize nabyvat dvé hodnoty m = 4-1/2. y-stav
tohoto systému v Case ¢ 1ze pak specifikovat vypisem N kvantovych Cisel m; popisujicich orientaci
spinu vici magnetickému poli jednotlivych ¢astic, napriklad:

M1, Mo, M3, .o, Myy .., My, (2.86)

Svyraz v prostoru fixované &astice je nutno brét s ohledem na vysledky kvantové mechaniky, kde relace neur&itosti
neumoznuji pevné fixovat castici k danému bodu v prostoru. Na danou formulaci je nutné nahlizet tak, ze Castice vazana
napfiklad v krystalové mFiZce bude kmitat kolem rovnovézné polohy, ktera vsak bude pevnav prostoru.
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pricemz celkova magneticka energie daného p-stavu bude rovna souctu magnetickych energii jednot-
livych castic.

Jejasné, Ze orientace magneti ckych momentl jednotlivych ¢astic v mriZce se neustale velmi rychle
méni diky tepelnym kmitlim &astic v mfizce. Je také pochopitel né, Ze model ovat Casovy vyvoj orientaci
spindi jednotlivych Eastic, tedy p-stavll by nebylo mozné.

Systém 1-D harmonickych oscilator @

Z kvantové mechaniky je znamo, Ze povol ené energie harmonickych oscilatortl jsou kvantovany aplati
pro né

1
en:(n+§)hw , n=0,1,2,3,... (2.87)

kde kvantové ¢islo n mlize nabyvat libovolnych celych kladnych hodnot od nuly. p-stav systému N
vzgiemné neinteragujicich oscilatorll vazanych v prostoru |ze tedy jednoznacné ur€it mnozinou N
kvantovych Cisdl,

N1, N2, N3y Ny oo, AN (2.88)

z nichz kazdeé specifikuje stav jednoho oscilatoru systéemu.

Bezspinova Castice v krabici

Uvazujme translacni pohyb bezspinové Castice v krychlové krabici sdélkou hrany L, jiz stény predsta
vuji nekonecné vysokou potenciani bariéru, takze pravdépodobnost vyskytu €astice mimo krabici je
rovna nule. Z kvantové mechaniky je znamo, ze energie ¢astice je kvantovana a miize nabyvat pouze

hodnot
2

- g(j§+j§+j§), kde i, jyd.=1,2,3,... (2.89)

Tato trojice kvantovych Cisel zaroven jednoznatné urCuje u-stav v némz se system nachazi. Jei
v krabici vice vzgemné neinteragujicich Castic, tedy ngaky idedni plyn, u-stav takové soustavy je
urCen vypisem trojic kvantovych Cisel, které urcuji pohybovy stav jednotlivych Castic.

Clwdysdz
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Kapitola 3

(2 ajehovyznam

V minulé kapitole jsme zdUraznili vyznam veiCiny 2, tedy poctu systému dostupnych p—stavll ve
statistickéfyzice. V této kapitole provedeme nékolik odvozeni, které seji budou tykat. Ziskanévysledky
budou velmi dlilezité pro dal&i pochopeni tohoto textu a budeme se k nim Casto vracet. Nejprve
srovnanim fazového objemu A ® oblasti, kteraje vefazovem prostoru dostupnajednoduchému systému
s kvazikvantové odvozenym pottem stejnému systému dostupnych p—stavll Q ukazeme, Ze objem
elementarni bunky fazovéeho prostoru je skuteéné i/, kde h je Planckovakonstantaa f je potet stupiti
volnosti systému. Potom anal yzou jednoduchého makroskopi ckého systému odvodime zavid ost hustoty
p—stavll w v energetické slupce v okoli energie £ na energii a objemu systému. Dale odvodime vztah
2 ajeho derivaci k makroskopi ckym termodynamickym veli¢inam, tedy spojitost mezi mikrofyzikou a
termodynamikou. PfedeSleme, Zevztahy (3.16) a(3.40) odvozenév této kapitole budeme Casto vyuzivat
v dalSim textu ajgjich odvozeni by tedy mél Ctenaf vénovat zvySenou pozornost.

3.1 Fazovy objem af) volné Castice

Mé&me volnou Castici, pohybujici se v izolované krychlové krabici s délkou hrany L avnitfnim obje-
mem V. Pfedpokl adejme, Ze Castice maenergii v rozmezi hodnot £, £+ dE, kde dE je malaneurcitost
v urCeni energie Castice, vyplyvajici napriklad z Heisenbergovych relaci neurcitosti. Spoctéme nejprve
klasicky jaky fazovy objem A® je vymezen pohybem Castice ve fazovéem prostoru a potom kvazikvan-
tové pocet energetickych stavll 2 dostupnych &astici, neboli pocet ;i—stavll, které se nalézaji v objemu
A®. Porovnanim téchto dvou vysledkll obdrZime objem elementarni buiiky fazového prostoru.

3.1.1 Fazovy objem odpovidajici pohybu volné Castice

u-stav jedné Castice ve fazovem prostoru je jednoznané urcen Sesti parametry: soufadnicemi g1, g2, g3
odpovidajicimi poloze Castice v 3-D konfiguratnim prostoru a tfemi slozkami hybnosti ¢astice p1, po,
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EnergieE

EnergieE + 0E

Obrazek 3.1: Koule ve 2-D impulzovém podprostoru fazoveho prostoru. Cast fazoveho prostoru
dostupného Castici s energii F az £ + dF je dana plochou mezikruzi (ve 2-D) pfipadné objemem
kulové slupky (ve 3-D). Polomér koule je v tomto pFipadé dan vztahem R* = p2 + p2 = 2mE a
tloustkakulove slupky dR = /7% dE.

p3 ve 3-D impulzovém prostoru. Vztah mezi kinetickou energii €astice hmotnosti m a j€ji celkovou
hybnosti je

p=V2mE | (3.2
pfic¢emz pro celkovou hybnost Castice plati
PP =p+pit+pi 2omE < p* <2m(E + dE) . (3.2

Z poslednich dvou rovnic je patrné, Ze ve 3-D impulzovém prostoru odpovida pohybu Castice kulova
slupka, viz obrézek 3.1, s vnitfnim polomérem danym rovnici (3.1) a tloustkou, kterou dostaneme
diferenciaci stgjné rovnice

dp = dE . (3.3)




3.1. Fazovy objema (2 volné Castice

Fazovy objem vymezeny pohybem Castice spocteme nasledovné

AD — //////dqldqde3dp1dp2dp3=
—

pres objem nadoby pres kul. slupku

L L L p+dp © 27
= / / / dq; dgs dgs / / / p’sinfdpdddy (3.4
000 p 0 0

pficemz integrd v konfiguratnim prostoru je evidentné roven objemu nadoby V' a druhy integra
v impulzovém prostoru, tedy objem tenké kulove slupky budeme aproximovat vztahem

Arp dp = 47V2miVEdE | (3.5)
kde za p a dp jsme dosadili vztahy (3.1) a(3.3). Vysledny fazovy objem dostupny Castici tedy je

AD = 47V2m2V VEdE . (3.6)

3.1.2 Qvolnécastice

Z kvantové mechaniky vime, Ze energie Castice v krabici, atedy systému, ktery byl popsan v Gvodu
teto kapitoly, je kvantovana a pro dovolené energetické hladiny plati
P e e e = 1,2,3 37
E]zdydz - g(]m—i_Jy +.]z> 9 ]xa]yajz— ) Sy Iy . 1] ( . )
8mV's
kde Cidla j,, j,, j. nabyvaji vSech kladnych celoCiselnych hodnot. Tento vztah je mozno prepsat
zavedenim jediného kvantového Cidla j* = j2 + j7 + j7 apro energii energetické hladiny v zavis osti
na kvantovém Cisle j tak dostavame

5)° . (3.8)

Vzhledem k tomu, Ze vzdaenosti jednotlivych energetickych hladin makroskopickych systémt jsou
nesmirné malé, miizeme pouzit tzv. kvaziklasickou aproximaci ve 3-D prostoru kvantovych €isal j,,
Jy» 7 @SUmaci pfi vypottu poctu energetickych stavli nahradit integrélem pres energii, danou spojitou
funkci j

n?

E = 2]
8mV's

(3.9)

Urceme nyni poCet energetickych stavll AQ(E) s energiemi z energetického pasu £, E + dE.
Z rovnice (3.9) azavisosti j naj., j, a;j. vyplyva, ze geometrickym mistem stavdi s konstantni energii
ve 3-D j—prostoru (viz obrazek 3.2) je vzhledem k tomu, ze mozné hodnoty kvantovych Cisdl j,, jy,,
j. jsou kladng, kladny oktant kulové slupky s polomérem

1
C(8mVs _\® 2(2m)3Vs
- p| =22 ""F 1

N[
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I
Obrazek 3.2: Kladny oktant kulové slupky o poloméru 5 (viz rovnice (3.10)) ve 3-D j—prostoru v niz
jsou koncentrovany Castici dostupné p—stavy. Tloustka slupky v j—prostoru dj je dana velikosti dE

(vizrovnice (3.12)).

atloustkou dj, kterou dostaneme vyjadfenim dj z diferencovaného vztahu (3.9)

B2 h2
4B = " 52jdj = idj . (3.11)
takze ,
dj = 4”;;3 % (3.12)

Potet energetickych stavi v kladném oktantu kulové slupky v j—prostoru je imérny jeho objemu, takze

1 2
Sdmidj = % dj . (3.13)

Posledni vztah 1ze vyjadrit jako funkci energie dosazenim vztahli (3.10) a(3.12) za j a dj. Dostavame
tak hledany vyraz pro pocet energetickych stavli (u—stavll) v energetickém pasu E, £ + dE
_ 2mmVs 2(2m)%V%\/— 44/2 Wm%V\/—

AQ(E) 7 , EdE = =3 EdE . (3.14)

Definujme nyni novou veliinu nazvanou hustota energetickych stavll vztahem

w(E) = A%E) : (3.15)
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3.2. 2 makroskopickych systémll a souvislost s termodynamikou

ktera vyjadrfuje hustotu p—stavil v okoli energetickée hladiny s energii £. Pro hustotu energetickych
stavll Castice uzaviené v krabici objemu V' tak dostavame
4y/2wms?
w(E) = %\/ﬁ = CTV E . (3.16)

kde konstanta C' je

82 ma
Vztah pro w(E) bude jednim z nej€ast§ji pouzivanych vztahll v dal&im textu. PouZijeme ho ve viech
teoriich tykajicich se velkého poctu nezavislych (nebo slabé interagujicich) Castic at jiz jde o molekuly

ideédl niho plynu, bosonovy kondenzét nebo elektronovy Ci fotonovy idedni plyn.

3.1.3 Objem elementarni bunky fazovéeho prostoru

V predchozich dvou ¢lancich jsme nejprve odvodili klasicky velikost fazového objemu, ktery je do-
stupny volné ¢astici senergii £, £+ dFE, pohybujici se v krabici objemu 1/, a potom kvazikvantove,
pro identicky systém, pocet energetickych stavli nachazejicich se ve vymezenem fazovem objemu.
Velikost elementarni bunky tedy dostaneme vydé enim fazového objemu daného rovnici (3.6) poctem
energetickych stavll uréenych rovnici (3.14), takze

AD ;

@ = S0 =" (3.18)

V zhledem k tomu, uvazovany systém matfi stupné volnosti, |ze oCekavat, Ze objem elementarni bunky
pro systém s f stupni volnosti bude
00 =h! =N . (3.19)

Ziskali jsmetak spravny vysledek, ktery jsmejiz uvedli bez odvozeni v ¢lanku 2.1.1.

3.2 ) makroskopickych systéml a souvislost stermodynamikou

M akroskopické systémy maji nesmirny pocet stupiill volnosti. M&me systém s celkovou energii £ a
rozdémeji namalédiskrétni hodnoty skrokem dF, priCemz dF jefadové mnohem vétSi nez vzdal enost
energetickych hladin systemu. Velikost dE urCuje pfesnost s niz jsme schopni urcit energii systéemu.
Nyni uréeme pocet u—stavll AQ(E), jejichz energie leZi v intervalu E, E + dE. Jei E >>> dF,
dostaneme tento pocet z definicniho vztahu (3.15)

AQ(E) = w(E)dE | (3.20)

kde w(E) je jiz znama hustota u—stavil, tedy poCet p—stavll s energii E pripadajicich na jednotkovy
interval energii.
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PoCet —stavill v energetické slupce £, E + dE souvisi s fazovym objemem slupky, ktery |ze
vyjéadrit nasledovné: necht ®(F)) je fazovy objem prislusgici oblasti s energii menSi nebo rovnou E a
®(FE + dE) fazovy objem oblasti s energii menSi nebo rovnou E + dE. Pro fazovy objem energetické
slupky stloustkou dE tedy dostaneme
0P(F)

OF
kde fazovy objem ®(E + dFE) jsme aproximovali nultym a prvnim &lenem Taylorovy fady. Pro poCet
p—stavll v energeticke slupce tedy dostavame

A®(E) = ®(E + dE) — ®(E) = dE | (3.21)

AD(E) 1 0%(E)

AQ(E) = w(B)dE = — = = - —

dE (3.22)

apro hustotu energetickych stavil
CAQ(E) 1 09(E)

w(E) dE W/ OE

(3.23)

3.2.1 € idealniho jednoatomového plynu

Odvodme nyni klasicky priblizny vztah popisujici chovani hustoty p—stavlli pro izolovany makro-
skopicky system N Castic idedniho plynu s celkovou energii £/ uzavienych v krabici tvaru kvadru
S rozméy a, b, c, objemu V. Jakou oblast ve fazovém prostoru zabira mnozina dostupnych p—stavl
tohoto systému v zavislosti na energii a objemu systemu?

V konfiguratnim prostoru je to samozigymeé vnitfek nadoby. Jak je tomu v impulzovém prostoru?
Pro celkovou energii systému plati

3N
_ 1 2 2 2\ 1 2
E=c—pi+p5++p)) =5 ;pz- - (3.24)

Vidimetedy, Ze v impulzovém prostoru je mnozinou bodd s konstantni energii f dimenzionani kulova
plocha s polomérem

R=V2mE . (3.25)
Nasim Ukolem je urcit pocet p—stavlti v kulove slupce s tloustkou dE, které jsou dostupné systemu
sobjemem V. Tento pocet je dan nasledujicim integralem, ktery Ize diky trivianosti integrandu napsat
jako soutin dvou integrad, 7, v konfiguratnim a I,, v impulzovém prostoru

1
AQ(E) = ﬁ/// /// dg1 dgo ... dgrdpidp, ... dpy =

presobjem nadoby  preskul. slupkuv f prost.

1
= ﬁ//.../dqldqg...dqf- /// dp:dps ... dpy =
— —

pres objem nadoby preskul. slupkuv f prost.

1
= 7Ll - (3.26)
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Vypoctéme negjprveintegral 1,. Tento integrél |ze rozepsat podobnéjako v predeslem pripadé na soucin
N trojnych integralll, kazdy pres objem nadoby. Dostavame tedy

a Cc

a b ¢ a b ¢ b
I, = // dQ1dqde3///dQ4dQ5dQG"'///de—Qde—lde:
9 0 0 JO 0 0 9 0 0

2 ]
N~ N~
\Y \

— yIB=—yN | (3.27)

Zbyva urCit integral I, tedy objem f-D kulové slupky. S polomé&em R = v/2m£E atloustkou dE.
Jak jg odhadnout si ukazeme na zakladé anal ogie se znamymi 2-D a 3-D pripady:

1. MezikruZzi ve 2-D prostoru
Plocha mezikruZi tloustky dR ve 2-D prostoru (tedy naploSe), pro kteréplati R > dR je

S =0-dR=27R dR (3.28)
kde O je obvod kruhu.

2. Kulova slupka ve 3-D prostoru
Objem kulové slupky tloustky dR ve 3-D, pro kterou plati R > dR je

V =S-dR=47R* dR | (3.29)
kde S je plochakoule.

3. Kulova slupka v f-D prostoru
Objem kulové slupky tloustky dR v f-D, pro kterou plati R > dR urCime z analogie s pred-
chozimi dvéma pfipady.
Vi = konst R¥~' dR | (3.30)
kde konst, je Ciselny faktor, obsahujici ziejmé soutin konstanty = a ngakého cislal. Vzhledem

k tomu, Ze nam jde o funkéni zavislost poctu p—stavil na energii a objemu a ne o presny pocet
p—stavll, nebudeme detailné zkoumat vztah pro ’plochu’ f dimenzionani koule.

1Z matematiky je znamo, Ze objem f-dimenzionalni koule je
I
272 nf

Vf(R) = fr(é)

, (3.31)

kdeT'( g) je tzv. Eulerova gama funkce, ktera pro danou hodnotu f /2 nabyva zcela urité Eiselné hodnoty. Dlvodem pro¢
jsme misto presného vypottu objemu kulové slupky v f dimenzionanim prostoru pouzili konstantu je skutetnost, ze jsme
v tomto okamZiku nechtéli komplikovat odvozeni operacemi s Eulerovou gama funkci.
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Pro polomér koule plati vztah (3.25), z néhoz diferencovanim okamzité dostaneme

m
dR = ,/@ dE | (3.32)

atedy dosazenim do rovnice (3.30) dostaneme

f-1 m 1 1 I
I, = konst < 2mE> dE = konst =(2m) "2 Ez7! dE =
p oI 2( )
= konst' E ' dE (3.33)

kde dllezite je, Zze konst i konst’ jsou Ciselné faktory nezavisé jak na energii tak i objemu systemu.

Celkovy pocet p—stavli dostupny vyse specifikovanému systemu je

_ 1
ht

apro hustotu ;—stavii v okoli energie £ plati iméra

AQ(E) LI, = konst” VN E** ' dE (3.34)

wE)xVNE? 1~ VN EY (3.35)

kde v poslednim ¢lenu jsme zanedbali jednicku vOci poctu Castic systému N. Zavérem |ze tedy Fici, Zze
hustota ;—stavll pro makroskopické systémy je extrémné rychle, monotonné rostouci funkce energie a
objemu systému. Pocet Castic systému N urcuje dimenzi fazového prostoru.

3.2.2 Q atermodynamické veliCiny

Nyni vime, Ze poCet p-stavli dostupnych systému je funkci energie a objemu, nebo obecngji ener-
gie a vngsiho parametru, tedy Q2 = Q(FE, a). Zménu pottu dostupnych u-stavll s energii a vngsim
parametrem | ze vyjadfit pomoci totalniho diferencialu

o0 50
0= () dep 4 (£ . .
d <8E>ad +<aa)Eda (3.36)

Vydélime-li nyni tuto rovnici poctem dostupnych p-stavli 2 avynasobimeji soucinem Boltzmannovy
konstanty ateploty T

1 1 /00 1 /700
kTﬁ dQ = kTﬁ (a—E)a dE + kTﬁ (%)E da s (337)
Izeji pfepsat jako
0ln Q) 0ln
Td(k:an)_kT< °F )adE+k:T< - )Eda : (3.38)

kde Clen naleveé strané je vzhledem k Boltzmannove vztahu pro entropii (rovnice (2.12)) roven 7°dS.
Nyni interpretujme fyzikalni vyznam derivaci na pravé strané rovnice (3.38). K tomu vyuzijeme prvni
termodynamicky zékon

TdS =Td(klnQ) =dE+ A da (3.39)
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kde dFE je zména vnitini energie systému?, A zobecnéna sila a da zména odpovidajici zobecnéné
souradnice. Porovname-li tento vztah srovnici (3.38) aozna€ime-i prvni derivaci napravé stranéjako
3 dostaneme velmi diileZity vztah

_ (0lnQ\ 1
ﬁ:( 55 )a_k_T . (3.40)

Porovnanim ¢lenu A da s druhym ¢lenem napravé strané v rovnici (3.38) dostaneme

A=KkT (aan) _! (aan) . (3.41)
oa ), B da )
V konkrétnim pfipadé tlaku a objemu, tedy A = p aa = V dostaneme
1 /0In€Q)
= . 3.42
P75 ( oV )E (542

Z poslednich tfi vztahtl je kliGova rovnice (3.40). Tu budeme velmi ¢asto pouZivat v dalSich Gvahach.
Vztah pro vypoCet zobecnéné sily ze zmény pottu p-stavlli se zobecnénou soufadnici neni z hlediska
praktické pouzitelnosti prilis vhodny, protoze v konkrétnich pfipadech je vypocet 2 znacné narocny.

V 5. kapitole odvodime praktiCtgSi vztah pro vypoCet zobecnéné sily z tzv. particni funkce, jgiz
vypoCet je podstatné jednodussi.

2V termodynamice jsme znagili vnitini energii systému U. V tomto textu, abychom zdlraznili spojitost vztahli vyply-
vgicich ze statistické fyziky s termodynamikou, budeme nékdy pro vnitfni energii pouZivat rovnéz symbol E. V da&im
textu uvidime, Ze vnitfni energie systému je rovna stiedni energii systému, tedy U = E.
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Kapitola4d

Mikrokanonicky soubor

Nyni aplikujeme znalosti ziskané v minulych kapitolach na pripadé tzv. mikrokanonického statistic-
kého souboru. Tento statisticky soubor sice neoplyva rozsahlymi a uziteCnymi aplikacemi, ale diky
své jednoduchosti dané platnosti tzv. hypotézy apriornich pravdépodobnosti umoziuje velmi pfiro-
zené pochopit napriklad princip vypoCtu stfednich hodnot veli¢in v tomto souboru a navic umoznuje
velmi jednoduSe objasnit fyzikalni vyznam entropie, tedy veliCiny s niz jsme se jiz mnohokrét setkali
v termodynamice.

4.1 Vlastnosti mikrokanonického souboru

Mikrokanonicky soubor je souborem nesmirného poctu identickych izolovanych systemil nalézajicich
sev rliznych y—stavech. Energiejednotlivych systémt mikrokanoni ckého souboru jsou fixovany v ramci
presnosti mé‘eni energie mezi hodnotami £, £ + dE, kde £ >>> dFE ajgich objem a pocet Castic
je konstantni, coz vyjadiime zapisem

[N, V, E]

Rikame, Ze makrostav systemti mikrokanonického souboru je dan hodnotami vyse uvedenych velicin.

4.1.1 Rozdé&ovaci funkce

Rozdé ovaci funkce mikrokanonického souboru je dana hypotézou apriornich pravdépodobnosti, ktera
Fika, Ze vechny p—stavy se stejnou energii jsou stejné pravdépodobné, tedy

1 .
P(E) = —— , pro energiezintervalu E, E + dE 4.0

(E)
PE) = 0 , pro energiejiné
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Q(EV,N,X)

,/””’// q

Q(E, V, N)

Obrazek 4.1: Q(E,V, N) oznatuje pocet dostupnych p—stavli systému s fixovanou energii, objemem
apottem &agtic. Q(E, V, N, X;) oznaluje pocet p—stavll, které generuji danou hodnotu X, sledované
veliCiny X.

kde P(F) je pravd&podobnost, Ze nahodile vybrany systém ze stati stického souboru najdeme v jednom
konkrétnim p—stavu (samozigmeé s energii z vySe uvedeného intervalu) a 2(E) je poCet systému
dostupnych p—stavli.

4.1.2 Stredni hodnoty velicin v mikrokanonického souboru

Vypocet stfednich hodnot velicin v mikrokanonickém souboru je diky hypotéze apriornich pravdépo-
dobnosti velmi jednoduchy a pfimocary. VSechny dostupné p—stavy jsou v mikrokanonickém souboru
stejné pravdépodobné. Oznatmejejich potet Q(E, V, N). Zaroven kazdy ;.—stav generujejednu urcitou
hodnotu X, sledované veliCiny X, tfeba tlaku na zvolenou sténu nadoby. Oznatme Q(E, V, N, X,)
celkovy potet —stavil, které generuji danou hodnotu sledované veliGiny X, viz obrazek 4.1. Potom je
jasng, ze pravdépodobnost vyskytu hodnoty X, veli€iny X je

Q(E7MN7XR>
Q(E,V,N)

P(X},) =CQ(E,V,N, X;) = (4.2)
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Mnozinu vSech p—stavil, které generuji stejnou hodnotu néjakée makroskopické veliciny X (tfebatlaku,
magnetizace, ...) nazyvame makrostav. Pravé spoctena pravdépodobnost je tedy pravdépodobnosti
vyskytu daného makrostavu, charakterizovaného konkrétni hodnotou néjaké makroskopické veliciny.

Jak tedy urgit stfedni hodnotu (tedy vysledek mé&Feni) n&jaké makroskopickeveliciny? Reknéme, Ze
v naSem stati stickém souboru se vyskytuje celkem K rliznych makrostavil (hodnot) velic¢iny X, kazdy
s urCitou pravdépodobnosti P(X}). Pro tyto pravdépodobnosti musi samozieimé platit normovaci
podminka

K
Y P(Xp) =1 . (4.3)
k=1
Potom pro stfedni hodnotu veliciny X v mikrokanonickém souboru dostaneme

Y X QUE, VN, Xy)

X =) XiP(Xy) = Q(E. VN (4.9)
k=1 B

Tento zplisob vypocttu stfednich hodnot je sice velmi nazorny, ale v praxi nema velké uplatnéni diky
tomu, Ze vypoCet pottil ;i—stavll odpovidagjicich jednotlivym makrostavlim je prakticky neproveditelny
ukol.

4.1.3 Mikrokanonicky soubor atermodynamické veliCiny

KliCovou rovnici, ktera zprostfedkuje pfechod mezi mikroskopickymi charakteristikami mikrokano-
nického souboru, tedy poctem dostupnych u—stavll Q(E) a makroskopickymi (tedy méfitelnymi)
termodynamickymi veliinami, je iz dfive uvedena Boltzmannova rovnice pro entropii

S =khQ . (4.5)

Zname-i Q)(E), spocteme entropii systému a déle postupujeme pomoci znamych termodynamickych
vztahtl vyplyvajicich z |. termodynamického zakona

TdS = dE + pdV + pdN . (4.6)
Dostavame . .
1_(o 47
T <6E>V,N ’ *7)
p_ (95
T‘(aV>E,N ’ 49
1 oS
m_ (95 _ 4.
T <6N)E,v (49)

Vidime tedy, Ze analyzovat systém pomoci mikrokanonického souboru, predpoklada ngjit vztah
pro pocet dostupnych p—stavli Q(E). Toto je vSak pro v&tsinu reanych systémll nesmirné slozity
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Ukol. V dalsi kapitole uvidime, ze pomoci jiného tzv. kanonického souboru, Ize dojit ke stgjnym
vysledktim daleko jednoduseji pomoci tzv. kanonicke particni funkce. Jak uz jsme predeslali v Gvodu,
mikrokanonickym souborem jsme se zabyvali zejména pro nadzornou souvislost poctu dostupnych p—
stavll, tedy ryze mikroskopické veliciny, s entropii, tedy makroskopickou stavovou funkci znamou
z termodynamiky. Také odvozeni vtahu pro stfedni hodnoty velicin je v mikrokanonickém souboru
velmi nazorne.

4.2 Jednoatomovy idealni plyn

Analyzujme nyni v ramci mikrokanonického pfibliZzeni ided ni jednoatomovy plyn, tedy plyn N nein-
teragujicich Castic uzavienych v nadobé s konstantnim objemem V, jehoZ celkova energie je v ramci
pfesnosti méfeni v energetickém pasu £, £ + dE.

4.2.1 Pocet dostupnych p—stavil

Nasim Ukolem je urcit pocet dostupnych p—stavii Q(E) jednoatomového idedlniho plynu uzavieného
Vv izolované nadobé. Pfi vypoCtu budeme postupovat identicky jako v €lanku 3.2.1 a nebudeme proto
opakovat véechny kroky odvozeni. Z rovnic (3.26) a(3.27) pro pocet p—stavil dostupnych izolovanému
systému je vidét, ze vypocet |ze uskuteCnit ve dvou krocich, integraci pres konfiguratni a impulzovy
podprostor fazového prostoru. Integraci pres konfiguraCni prostor dostaneme

o, =VN . (4.10)
Nyni spoctéme objem 3N dimenzionani koule o poloméru
R =+V2mE (4.11)
v impulzovém prostoru. Dosazenim do rovnice (3.31) dostavame

3N
272

= SNT (3N (%) (2mE)=2 . (4.12)

Van(R)

K vypoctu Eulerovy gama funkce pouzijeme vztahy

nl'(n) = I'(n+1) |,
'n) = (n—1)! (4.13)

adostaneme

Nz

Vo (E) = m@mbﬁ _ b (4.14)

(%!
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Pro celkovy fazovy objem, ktery prislusi dostupnym staviim systému s objemem 1/, poctem éastic N,
jehoz energie se miize ménit od nuly do E tedy dostavame

(4.15)

avzhledem ke vztahu pro objem e ementarni bunky fazového prostoru (3.19) tedy dostavame pro pocet
p~stavll dostupnych systému

N 3N
V) (2rmkE) ™z (4.16)

- (55) S
Jak v&ak souvisi pocet ;i—stavil dostupnych systému jehoz energie se miize ménit od nuly do E spoctem
dostupnych p—stavil systému izolovaného, jehoz energie jefixovanav intervau E, £ + dE? Z rovnice
(4.15) je patrng, ze A®(E) o« E3N/2 kde N ~ 10%*. Z tohoto vztahu Ize snadno ukézat, Ze pro takto
velké dimenze fazového prostoru je takika cely objem 3N dimenzionani koule koncentrovan v ne-
smirné tenké slupce pfi jgjim povrchut. Za poget dostupnych i—stavli nami uvazovaného izolovaného
makroskopického systému, |ze tedy s nesmirnou presnosti vzit rovnici (4.16).

4.2.2 Termodynamika idealniho plynu

Z ¢lanku 4.1.3 vime, Zevztah mezi Q( E') atermodynamickymi velicinami v mikrokanonickém souboru
zprostfedkuje Boltzmannovarovnice pro entropii (4.5). K vypoctu entropie je tfeba vyjadrit logaritmus
Q(E), tedy

vV 3 3N
InQ(F) = Nln 73 + §Nln (2rmE) — In (7)' =
vV 3 3N 3N 3N
= Nn—+-NIn@2mFE)— —In—+ — =
D5t g n(2rmkE) g+
_ N(lnv+gln2ﬁmE—31 SN 3) ,

° 417
2 gty T3 (4.17)

kde€len In (2¥)! jsme upravili pomoci Stirlingovavzorce

InN!'~NInN-N (4.18)

ktery plati pro velka N. Entropie idedlniho plynu v mikrokanonickém priblizeni tedy je

3. 2mrmE 3. 3N 3

1Ctenari, ktery ma problém nahlédnout tuto skuteénost, Ize doporudit aby pomoci kalkulagky studoval chovani vztahu
O3y (E) o< E3N/2 (viz rovnice (4.15)) pro dvé velmi blizké hodnoty energie napfiklad £ = 1 aE — dE = 0, 999999999.
Jiz pro 3N/2 = 10! dostavame @3y (E — dE) ~ 5 x 10~°, zatimco ®3x(E) = 1. S rostoucim exponentem bude
O3y (E — dE) délerychleklesat.
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KAPITOLA 4. MIKROKANONICKY SOUBOR

PodrobnéjSim zkoumanim tohoto vztahu bychom zjistili, Ze neni zcela spravny, protoze takto spoctena
entropie neni aditivni a nesplhuje pozadavky na entropii systemu formulované I11. termodynamickym
zékonem pro T — 0. PYiCiny téchto skuteCnosti budeme podrobné analyzovat v ¢lanku 6.2.3 a zatim
je ponechame bez vysvétleni. Pfes tyto nedostatky nam vSak vySe uvedeny vztah umoznuje s vyuzitim
rovnic (4.7) a(4.8) spravné urit vnitfni energii jednoatomového idealniho plynu

1 oS 3 1 3
T <8E)VN 2 F 2 ’ ( )
atermickou stavovou rovnici
P oS 1
T <aV)E y v "o @2

V niz n je latkove mnozstvi a R molarni plynovakonstanta.
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Kapitola5

Kanonicky soubor

Na rozdil od mikrokanonického souboru hraje kanonicky statisticky soubor vzhledem k Sifi svych
aplikaci ve statistické fyzice zcela klicovou roli. Kanonicky soubor je vytvorfen z nesmirneho poctu
kopii zkoumaného systému (v rtiznych p—stavech), jejichz makrostav je charakterizovan teplotou lazné
obklopujici zkoumany system 7' — s niz si zkoumany system miize vyméiovat energii, objemem
systému V' a poCtem castic systemu N, tedy

[T,V, N]

Specifikujme nyni systémy, na néz bude mozno aplikovat kanonické rozdéeni ponékud detailngji
a zavedme zaroven znaeni, kterého se budeme drzet pfi odvozeni kanonické rozdélovaci funkce.
Upozornéme, ze veliCiny, funkce a vztahy zavedené a odvozené v této kapitole jsou kliCove pro cely
zbytek tohoto textu. Je tedy nezbytné nutng, aby dfive, nez Ctenal pokro€i ke studiu dalSich kapitol,
bezezbytku pochopil latku prezentovanou v této kapitole.

5.1 Kanonickérozdéeni

Naobrazku 5.1 je znazornén zZkoumany systém A, ktery je v tepelném kontaktu stepelnou lazni A, jgjiz
tepelna kapacita je mnohem V&SI nez tepel na kapacita zkoumaného systému, tedy vétSinou je systém
A jemnohem mensi nez lazen A’

A< A

Diky tepelnému kontaktu si systém A mize vyméhovat energii s lazni A’, pficemz teplotu 1azné Ize
béhem této energetické vymeny povazovat za konstantni, vzhledem k zanedbatel né tepel né kapacité A
viici A’. Celou soustavu A, tedy zkoumany systém dohromady s tepelnou |azni budeme povazovat
zaizolovanou, takze energie celé soustavy E(©) = konst 1 a mlizeme na ni tedy aplikovat vlastnosti
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izolovna soustava AQ O

A’ E’

tepelnd lazen

A E,

- zkoumany systém

Obréazek 5.1: May zkoumany systém A, velkatepelnalazeh A’ acelaizolovana soustava A©).

mikrokanonického rozdéeni. Vztahy mezi systémem A, 1azni A’, soustavou A(®) avztahy mezi jejich
energiemi E,, E', E© |ze za predpokladu, Ze interakéni energie mezi A a A’ je zanedbatelna napsat
jako

AQ = 4 4 A
EO = E +FE . (5.1)

Prikladem systému A k jehoz zkoumani 1 ze pouzit kanonické rozdé eni, miize byt napriklad |ahev
vina ponofena v zahradnim bazénu A’. Toto je pfiklad makroskopického systemu. Zkoumany systém
muize byt také mikroskopicky. Napriklad vezmeme-li jeden atom v krystalové mfiZce pevne latky za
zkoumany systém A, potom cely zbytek krystalu |ze bréat za tepelnou lazen A’. Kanonicka rozdé ovaci
funkce urcuje pravdépodobnost P( E) toho, ze pfi nahodném vybéru ng akého systému A z kanonického
stati stického souboru vybereme system s energii E.

!PFipadné se bude pohybovat v intervalu E(©) + dE, kde dE je malaneurditost v urceni energie dana presnosti méreni
nebo Heisenbergovymi relacemi neurcitosti. Tato jemnost neni podstatna pro dalsi pochopeni textu.
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5.1. Kanonické rozdéeni

5.1.1 Odvozeni kanonické rozdélovaci funkce
Pro prehlednost provedeme odvozeni kanonické rozdé ovaci funkce v nékolikakrocich:

1. Zatneme tim, Ze vezmeme jeden konkrétni p—stav r systému A, jemuz prislusi energie E, a
spotteme pravdépodobnost P,, Ze se systém A nachazi v tomto p—stavu. Kolika zplisoby 1ze
v izolované soustavé A©) redlizovat r—ty p—stav systému A? Protoze p—stav systému A je r,
odpovidatento pocet, poctu dostupnych p—stavlitepelnélazni ' (E’) senergii (viz rovnice (5.1))

E'=E9 _E, (5.2)
atedy
QEY=QEQ-E) . (5.3)

Tim jsme urGili poCet realizaci y—stavu r systému A v soustave A, Vzhledem k tomu, Ze
soustava A©) jeizolovana, plati zde hypotéza apriornich pravd&podobnosti, a tedy (viz rovnice

(4.2)
P.=CYEY-E) | (5.4)

kde C’ je normovaci konstanta takova, ze

%:ZPrzl , (5.5)

pricemz sCitame pres vsechny mozné u—stavy systému A.

2. Nyni vyuZijeme skutetnosti, 7e A < A', B, < E© arozlozime logaritmovany? vztah pro P,
(5.4) v Taylorovu fadu kolem energie £©)

Oln QY (E™)
OF'
aprotoze E, < E© zanedbame dal&i tleny rozvoje. Vyznam derivace ve druhém Elenu napravée

strané je znam z ¢lanku (3.2.2) rovnice (3.40)

1 [(’NnQ’(E(O))}
0

InP,=InC’'+ Q' (EY) - E +... (5.6)

1G] (5.7)

kT OE'

piiGem? tato derivace je potitana pro energii £, k je Boltzmannovakonstantaa 7" je termody-
namicka teplota tepelné lazné A’. Odlogaritmovanim rovnice (5.6) tedy dostavame

P, =C'Q(E9)ertr (5.8)

Protoze ' (E©) je konstantni a nezavisi nar, pro hledanou pravdépodobnost vyskytu konkrét-
niho p—stavu r systemu A dostaneme

P.=Ce Pt | (5.9)

2Tedy mnohem pomal€ji rostouci funkci energie nez by odpovidalo plivodnimu vztahu (5.4).
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Konstantu C' Ize urcit z normovaci podminky (5.5)
1 _
5= > et (5.10)

kde opét stitame pres vSsechny mozné u—stavy systemu A pro vechny energie E,.. Vyslednou

pravdépodobnost toho, Ze system A nalezneme v jednom p—stavu r |ze tedy napsat jako
e BEr

= W

3. Nas v3ak spise nez pravdépodobnost vyskytu jednoho konkrétniho p—stavu s energii E,. zgjima
pravdépodobnost P(FE), ze nalezneme systém A v libovolném p—stavu s energii £ = E,.
Oznatime-li poCet p—stavll, kdy masystém A energii E jako Q(E), zjevné plati

P, (5.11)

() _
P(E)=)_ P, =Q(E)P, =CQE)e " = %ﬁ : (5.12)

kde stitame pravdépodobnosti jednotlivych p—stavli systému A s energii E,., pricemz diky
principu apriornich pravdépodobnosti 1ze tuto sumaci nahradit nasobenim poctem dostupnych
p—stavll systému A senergii £ = E, .

Tim jsme odvodili kanonické rozdéleni

_ Q(E)ePE
I

které hragje ve statisticke fyzice zcela zasadni roli.

P(E) (5.13)

Vyraz e "F se nazyva Boltzmannllv faktor a suma pres vsechny mozné p—stavy systému A ve
jmenovateli kanonického rozdé eni
Z

> et (5.14)

kterou budeme znatit pismenem Z se nazyva kanonicka parti¢éni funkce®. Parti¢ni funkci miizeme
aternativné zapsat zname-li stupen degenerace jednotlivych energetickych hladin systému Q(E)
(tedy pocet rliznych p—stavll odpovidajicich jednotlivym energetickym hladinam) pomoci souctu pres
vSechny energetické hladiny systému j jako

Z =Y QE;)e’ (5.15)
j
V dal$im textu se budeme vénovat vypo&tu particni funkce pro fadu konkrétnich systémtl, protoze jak

uvidime, pravé znalost particni funkce je klicem k vypoctu stfednich hodnot makroskopickych velicin
atedy termodynamickych charakteristik systému.

30znateni Z vyplyvaz némeckého terminu’ Zustandsumme' pro particni funkci. V éesting se nékdy také pouzivatermin
'stavovasuma.
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5.2. Stfedni hodnoty makroskopickych velicin

P(E)

)

Obrazek 5.2: Tvar kanonické rozd&ovaci funkce. Stfedni hodnota energie systému E je odpovida
maximu rozdélovaci funkce, Sitka maxima je dana standardni odchylkou A*E.

5.1.2 Tvar kanonického rozdéeni

Zkoumejmenyni tvar kanonickérozdél ovaci funkce pro systém mnohaneinteragujicich ¢astic. V ¢lanku
3.2.1jsmeukazali, ze () takovych systémi je extrémné rychle rostouci funkci energie a plati pro ni
Uméra

QE)x B2 . (5.16)

Na druhou stranu exponencidla e #F v Gitateli kanonické rozdélovaci funkce je velmi rychle klesgjici
funkce energie. Particni funkci ve jmenovateli kanonické rozdélovaci funkce se zde zabyvat nemusime,
protoze se jedna pouze o Ciselny faktor. Jaky matedy tvar funkce typu

QE)e PP ~ B2 e (5.17)

Y

kter& je soucinem extrémneé rychle rostouci a rychle klesgjici funkce, pficemz funkce Q(E) roste tim
rychlgji, €im je vétSi NV, tedy poCet Castic systemu A? Je zigime, Ze takovafunkce majasné maximum,
které je tim ostfgiSi (uzsi), €im rychlgi roste funkce (£, tedy ¢im vice €astic obsahuje zkoumany
systém A (viz obrazek 5.2).

5.2 Stiredni hodnoty makroskopickych velicin

Vyjadieme nyni stfedni hodnoty nékterych makroskopickych velicin v kanonickém souboru. Jiz vime,
Ze stfedni hodnotu ngjake veliciny X |ze ze znalosti rozdélovaci funkce urcit pomoci rovnice (1.27)

X =Y X(E)P(E,) = Lr g( = ﬁzrm - ZX yetE (5.18)
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kdevelicinu X musimevyjadfit jako funkci energie X = X (E,). V sumeé stitame presvsechny mozné
u—stavy systému.

5.2.1 Stfednienergie

Dosazenim do rovnice (5.18) asnadnymi matematickymi Upravami dostanemejeden z kli¢ovych vztahii
statistické fyziky, vztah pro stfedni hodnotu energie v kanonickém souboru

_ E,e B 1 192 InZ
Fon e Y Bt = 0z _ oz (5.19)

S et Z Zog o

Sfedni hodnota energie je tedy rovna zaporné vzaté derivaci prirozeného logaritmu particni funkce
podle 3. Stfedni hodnota energie systému E je samozieimé rovna z termodynamiky znameé vnitini
energii systemu U.

5.2.2 Stfedni kvadraticka odchylka energie

Stfedni kvadraticka odchylka energie je dana vztahem (1.33)

2

AE?2 =F2 - F (5.20)
Nejprve spotteme £2
— Y E?ePEr 1 0 1027
p— r.—r — BE, - -
B =S = 7 Z E?e AT (5.21)
Jak se |ze snadno presvédcCit aplikaci pravidla o derivovani soucinu funkci na clen
9 (1oz
op \Z op
v nasledujici rovnici, |ze tento vysledek prepsat jako
— 18*2Z 0 (107 1 (82\°> O0E o
RP=——_=_ (=2 )+= (=) =—=+E 5.22
v =3 \z00) 7 (35) =5 522
Dosazenim tohoto vztahu do (5.20) ur¢ime hledanou stfedni hodnotu
OE  9*InZ
AE2— - 2 —~2 5.23

Protoze AE? > ( dostavame dllezity diisledek. Dosadme za 3 = 1/kT do rovnice (5.23) a

diferencovanim jmenovatele parciani derivace dostaneme
— OF OE OF
AF?2=——F7=kT*— >0 = — >0 . 5.24
Orr or — or — (5.24)

Vidime, Ze stfedni hodnota energie systému je neklesajici funkci teploty.
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Relativni velikost fluktuaci energie

Energie systému v kanonickém souboru se samozi'ejmé neustal e sCasem méni diky tepel névyménémezi
systémem atepelnou |azni. Energie systému tedy fluktuuje podobné jako je znazornéno na obrazku 1.1
pro tlak systemu. Jak odhadnout charakteristickou velikost téchto fluktuaci, a tedy v podstaté Sifku
kanonické rozdéovaci funkce? Vime, Ze stfedni kvadraticka odchylka energie je dana vztahem

oE
AE? = —— 5.25
5 (5.25)
Tato rovnice | ze upravit B B
— OF OF OT
2 - _ = - = 2
AE? = 95 oT 35 kT<Cy (5.26)
kde teplotu jsme vyjadFili jako funkci [, tedy
1 oT 1
T=— ted — =—— = —kT? 5.27

aCy = OF /0T jetepelnakapacitasystému pfi konstantnim objemu. Nyni nas zajimarel ativni velikost
fluktuaci energie v systému, tedy pomér

AE  VAE?Z  TVECy

5.28
E E E (5:28)

Protoze T jeintenzivni velicinaa Cy, E jsou extenzivni veliGiny, takze jejich hodnota je imérna pottu

castic V, lze psat

A:E x 1 . (5.29)
E VN

Dochazime ke stejnemu zavéru, avsak |épe kvantifikovanemu jako v ¢lanku 5.1.2. Relativni velikost

fluktuaci energie v kanonickém souboru je nepfimo Umérna odmocniné z poCtu €astic tvoricich zkou-

many systém. Pro makroskopickée systémy slatkovym mnozstvim~ 1 mol je N ~ 1024, atedy relativni

zména jgjich energie diky fluktuacim jefadu 1/v/N ~ 10712,

5.2.3 Stfedni hodnota zobecnéné sily —tlak

Z termodynamiky vime, Ze vnitfni energie systému je funkci teploty a vngsich parametrll systemu,
které jsou reprezentovany odpovidajicimi zobecnénymi soufadnicemi, tedy napfiklad objemem U =
U(T,V) (systém s jednim vngSim parametrem), nebo obecngji U = U(T, a1, as, . .., ar), pPro system
charakterizovany K vngSimi parametry. Vezméme nyni ngjaky vngSi parametr systému akvazistaticky
jg zménme z hodnoty a; na a; + da;, pfiCemz pfi tomto dgi zabranime systému v tepelné vymené
energie s okolim. Energie systému ve stavu r se diky tomuto déji zmeéni o hodnotu

OE,

dE, = 0 da; (5.30)
aai
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ProtoZe systém je béhem dée izolovany, je tato zména energie podle |. termodynamického zakona
rovnazaporné vzaté praci, kterou systém vykona

o8,
8&1-

Pro stfedni hodnotu prace vykonané systémy v kanonickém souboru | ze psat

5, e (08 au)

dW, = —0E, = ——"da; . (5.31)

dw = S e b (5.32)
Vyraz v Citateli tohoto vztahu | ze upravit jako
1)) 10 107
_BET _—T [— _BET = — — 533
26 ( 8&1-) ﬁ&ai;e 3da (5:33)
coz po dosazeni zpét do rovnice (5.32) dava
S 1 07 10InZ7

V zhledem k tomu, Ze makroskopicka prace vykonana systémem pfi zmeéneé i—tého vngSiho parametru
systému je dana z termodynamiky dobfe znamym vztahem

dW =4, da; | (5.35)

kde A, je stfedni hodnota zobecnéné sily piisludné vnggimu parametru a;, dostavame dilleZity vztah

— 190InZz
3 o, (5.36)
Konkrétné pro stfedni hodnotu tlaku plati
- 10Z 190z (537

BZOV B oV
kde za zobecnénou soufadnici jsme dosadili objem V. Tento vztah je velmi dlileZity, protoze umoziuje
ze znalosti kanonické particni funkce dostat termickou stavovou rovnici systéemu.

5.3 Particni funkce atermodynamické veliciny

Znalost particni funkce kanonického souboru umoziuje snadno spoCitat veskeré termodynamické
veliGiny popisujici stav systému. Parti¢ni funkce systému zavisi na 3 avngdim parametru systemu* a,
protoze E, = E,.(a). Pro particni funkci tedy plati

Z =27Z(6,a) . (5.38)

4Pro piehlednost v tomto &lanku uvazujeme systém jehoz energie je charakterizovana pouze jednim vngsim a parame-
trem. Zobecnéni pro vice vnéjSich parametrl je trivialni.




5.3. Particni funkce a termodynamické veliciny

Teplo

Napidme nyni Uplny diferencidl logaritmu parti¢ni funkce a vyjadieme jg pomoci d1V a E vyuzitim
vztahtl (5.34) a(5.19)
OlnZ OlnZ

dinZ) = 5 da + a3 dg =pdWw — Eds . (5.39)
Druhy Clen |ze prepsat pomoci pravidla pro derivovani soucinu jako
~Ed3 = —d(BE) +BdE (5.40)
takZe po dosazeni do rovnice (5.39) dostaneme
d(ln Z) = 3dW — d(BE) + BdE (5.41)
tedy
d(ln Z + BE) = 3(dW + dE) = gdQ (5.42)

kde soucet zmény vnitfni energie a prace vykonané systémem je podle I. termodynamického zakona
roven teplu d @), které systém pfijal.

Entropie

Ze znalosti tepla, které si systém vymenil s okolim, [ze okamzité vyjadfit zménu entropie systemu

e

Svyuzitim (5.42) je tedy entropie systému

S =k(lnZ + BE) . (5.44)
Volna energie
Protoze

TS=kTInZ +E (5.45)

avolnaenergiejedefinovanajako F' = U —T'S dostavame dal§i kliCovy vztah statistickéfyziky, vyraz
pro volnou energii systému

F=—-kTlhZ . (5.46)
Ze znalosti volné energie systému Ize nyni pomoci vztahtl znamych z termodynamiky
OF OF
=—| = S =— (= 5.47
= (57) - (5) (547
urcit termickou stavovou rovnici, entropii systému pripadné jeho stfedni, nebo-i vnitfni energii
U=F+TS . (5.48)

Skutecné tedy vidime, ze particni funkce je klicem k urCeni makroskopickych charakteristik systému.
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5.3.1 Particni funkceajegi vlastnosti

Nyni vime, ze particni funkce kanonického rozdéleni 7 hraje ve statisticke fyzice zcela zasadni roli.
Jgji znalost umoznuje snadno urcit veskeré makroskopické termodynamické parametry systemu jako
stfedni energii, tlak, entropii, volnou energii, termickou stavovou rovnici a podobné. Na druhou stranu
vypocet particnich funkci redlnych systémll, zeména v pripadech kdy nelze zanedbat vzaemnou
interakci mezi Casticemi systému, neni snadnou Glohou. Shriime tedy vlastnosti particni funkce a
podrobngji diskutujme zplisob jejiho vypottu pro kvantove systémy, klasicke systemy a systémy se
slabou vzgjemnou interakci.

Parti¢ni funkce kvantovych systéml

Definice particni funkce kanonického rozdéeni pro kvantové systémy s diskrétnimi energetickymi
hladinami je
zZ =Y e’ | (5.49)

kde sCitame pres vSechny dostupné pi—stavy zkoumaného systému, tedy presvsechny p—stavy prislusici
v&em energetickym hladinam systému. Abychom skute¢né dokonal e pochopili zplisob vypottu particni
funkce, prepidme tento vztah nasledovné. Kazda energeticka hladina zkoumaného systému E, muize
byt Q(E,) krat degenerovana, tedy miize obsahovat Q2(F,) rliznych mikrostavli se stgjnou energii.
Svyuzitim Q(Ey) Izerovnici (5.49) prepsat pomoci sumy pres vsechny energetické hladiny systemu

Z =Y QE,) e (5.50)

Parti¢ni funkce klasickych systemt

V pripadé klasickych systemi, u kterych povazujeme energetické spektrum za spojité nebo kva-
zispojité, zavisi energie na fazovych proménnych E(q1,...,qr,p1,...,pf) @ fazovy prostor je
rozdélen na elementarni buiky s objemem R/ = KN, Mame-i objemovy element fazového
prostoru (dg; - - - dgsdp; - - - dpy) centrovany v bodeé ¢i,...,qs,p1,...,pr jemuz prislusi energie
E(q1,-..,q7.01,--.,pr), 1ze energii v tomto elementarnim objemu povazovat priblizné za kon-
stantni a odpovidajici pocet pu—stavll s danou energii v daném elementarnim objemu je tedy
(dgy--- dgsdp;--- dpg)/hf. Partitni funkci v klasické aproximaci dostaneme integraci Boltzman-
nova faktoru pres vSechny objemové elementy fazového prostoru (= pfes vSechny p—stavy), v nichz
se system miize nachazet®, takze

1 (o ol o] [e.e]
7 = ﬁ//...///.../eﬁE(ql ----- PP dgy - dgpdpy--- dpp . (5.51)

———"0 —%
pres objem nadoby
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5.3. Particni funkce a termodynamické veliciny

Parti¢ni funkce slabé interagujicich systém(

Uvazujme particni funkci systemu A ktery se sklada ze dvou podsystémil A s energii E, a A’
senergii F,, které spolu velmi slabé interaguji. Lze psat
AO = A4 A (5.52)
E9 = E +E, | (5.53)

8

kde druhy vztah plati diky tomu, Ze systemy spolu interaguji velmi slabé ajgjich interakéni energie je
zanedbatelna. Pro parti¢ni funkci obou system plati

7(0) _ Z g BEr+Es) _ Z g PBr g BEs _ (Z eﬁ&) <Z eﬁ&) —g.7 (5.54)

r,S r s

Vidime, Ze parti¢ni funkce systemu slozeného ze dvou, velmi slabé interagujicich systéemt je rovna
soucinu particnich funkci obou systemil. Protoze dale plati

mZO=mZ +n2" (5.55)

Ize vzhledem ke vztahu (5.19) psat pro stiedni energii systemil vztah

EO =FE+F . (5.56)
Entropie systemu A© je
SO = k(nz® +BEO)=k(In(Z-Z)+BE+FE) =k|[InZ+ GE)+ (InZ' + BE")| =
= S+95 . (5.57)

Dostali jsme dal$i dlllezity vysledek. Parti¢ni funkce velmi slabé interagujicich systémll jsou multipli-
kativni, kdezto stfedni energie a entropie systémil jsou samoziejmeé aditivni.

SV konfiguratnim podprostoru fazového prostoru se typicky jedna o ast prostoru vymezenou vnitrkem nadoby v niz se
systém (napf. plyn) nachézi.
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Kapitola 6

Aplikace kanonickéeho rozdéeni

V této kapitole aplikujeme kanonické rozdéleni na nékolik konkrétnich kvantovych i klasickych sys-
teémUl. Zatneme prikladem kvantového systému — paramagnetikem, kdy pomoci kanonického rozdéeni
odvodime zavidost jeho magnetizace na vngSim magnetickém poli a teploté. Dae se budeme zaby-
vat klasickymi systémy. Pro idealni jednoatomovy plyn odvodime klasickou jednoCasticovou particni
funkci a z ni potom jeho termodynamické charakteristiky, termickou stavovou rovnici a budeme dis-
kutovat tzv. Gibbsliv paradox, ktery nas privede k modifikaci klasické parti¢ni funkce idedlniho plynu,
tak abychom z ni dostali spravny vztah pro entropii systému. Pro klasické systemy odvodime velmi
obecny, byt z hlediska historiefyziky ponékud kontroverzni, ekviparticni teorém, jehoz pouziti budeme
ilustrovat na nékolika prikladech.

6.1 Paramagnetismus

Mé&mevzorek paramagneticke | atky, obsahujici NV magnetickych atomu, ve vnéjSim magnetickém poli
smagnetickouindukci B. Predpokladejme, ze kazdy atom maspin 1 /2, vlastni magneticky moment i a
cojevelmi dlilezité: vzaemnainterakce atomil paramagnetikav diisl edku j jich vlastniho magnetického
momentu je zanedbatel na. Z kvantové mechaniky je znamo, Ze magnetické momenty atomdi se spinem
1/2 mohou byt ve vn&Sim magnetickém poli orientovany pouze dvéma sméry, bud paralelné nebo
antiparalelné viici B. Dale predpokladeime, Ze cely vzorek ma teplotu 7'. Vzhledem k existenci
tepelnych kmith krystalovée mrizky vzorku se orientace magnetickych momentt jednotlivych atomt
velmi rychle méni. Vezméme nyni jediny atom vzorku a spoctéme stfedni hodnotu jeho magnetického
momentu 7. Zbylé atomy vzorku budeme nyni povazovat za tepelnou 1azen a zkoumanym systémem
tedy bude jediny vybrany atom. Na takovyto systém miizeme aplikovat kanonické rozdé eni.
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6.1.1 Curieho zakon

Zkoumany atom miize mit jen dvé orientace svého vnitfniho magnetického momentu g vUci vngSimu
poli (orientovanému v kladném smeéru osy z), atedy jsou mu dostupné jen dva u—stavy. Jgjich energie
a pravdépodobnost vyskytu, urena kanonickym rozdéenim, je:

1. Paralelni orientace

p=100u11B=1[00DB = e =-puB = Pt=Celom =0 . (6.1)

2. Antiparaléni orientace
pw=1[00-u |1 B=[0,0,B] = e,=puB = P =Ce’m=0CeB (6.2

Prvni stav je samoziegmeé pravdepodobnéjsi, protoze jde o niZsi energeticky stav. Jaka je ale stredni
hodnotaz? Tu Ziskame dosazenim do vztahu (5.18), pficemz sCitame pfes obaatomu dostupné ji—stavy

272":1 M(Er) eiﬁer o MeBMB — Iue_ﬁﬂB eﬁ#B _ e‘ﬁ#B

"= S? efe B4 e OB ~ WeBiB | e BuB ptanhy (6.3)
kde ;

Podivejme se nyni na typickée hodnoty y. Magnetické momenty atomil jsou o ~ up ~ 10723 JT,
kde 1. je Bohrlv magneton, typické hodnoty magnetické indukce bé&znych poli jsou maximalnév fadu
jednotek Tesla, Boltzmannova konstanta je & ~ 10~2% JK ateplota je v fadu stovek Kelvinl. Pro
typické hodnoty y tedy plati y < 1 avztah (6.3) Ize rozvinout v Taylorovu fadu kolem 0. Plati

¢ ~ 1+y+... (6.5)
eY ~ 1l—y—... |, (6.6)
atedy
1 e (l=—y—...
tanhy ~ tyt 2( Y ) =y ) (6.7)
Magnetizace vzorku je rovna
— u*B
M =Np=Npy=N=—=xB , (6.8)
kT
kde ,
_ Nop
=7 (6.9)
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6.1. Paramagnetismus

Magnetic moment (Bohr magnetons /ion)

—

I l
% 1 2 K

B/T  (tesla/K)

Obréazek 6.1: Srovnani teoretické zavidosti a experimental nich hodnot magneti zace nékolika paramag-
netickych soli na vngsim magnetickém poli. (Zdroj: [2].)

je magneticka susceptibilita latky a N, je potet atomll paramagnetické latky na jednotku objemu.
Dostali jsme tak Curieho zakon, ktery fika, Zze magneticka susceptibilita paramagnetik je neprimo
Umérnajegich teploté, tedy

Yyox Tt . (6.10)
Tento zakon plati pro vé&tSinu paramagnetickych latek.

Na druhou stranu, pro velmi vysoka magneticka pole, nebo velmi nizké teploty miize byt i > 1.
Pak e > e¥, pak tanhy = 1 a = u. Celkova magnetizace vzorku tedy odpovida situaci, kdy
jsou vSechny magnetické momenty atomll srovnany do sméru vnéjsiho pole a magnetizace vzorku je
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maximalni, nezavisla na velikosti vngSiho pole B, rovna

M= Nop . (6.11)

Tim jsme pomoci kanonického rozdéeni odvodili vztah pro magnetizaci paramagnetik v zavisl osti
navngsim poli ateploté. Pfesto, Ze jsme vyslednée vztahy odvodili pro nejjednodussi, speciani pripad
atomU se spinem 1/2, které magji jen dvé dovolené orientace vlastniho magnetického momentu VICi
vngSimu poli, pro atomy s vySim spinovym ¢islem bychom az na nepatrné modifikace v diisledku
nutnosti zapoCist vice dovolenych orientaci p vU¢i B obdrzeli podobné vztahy a stejnou teplotni
zavislost magnetické susceptibility, tedy Curieho zakon.

6.1.2 Srovnani sexperimentalnimi daty

Na obrazku 6.1 jsou porovnany teoretickée priibéhy magnetizace s namérenymi hodnotami pro nékolik
rliznych paramagnetickych soli. Kdybychom velmi jednoduSe rozsifili naSi teorii paramagnetismu
z analyzovaného elementarniho pripadu, kdy spin atomi je roven 1/2, na komplikovangsi atomy,
pro néz je dovoleny potet orientaci magnetickych momentll atomil viici vngSimu poli vétsi, dostali
bychom prlibéhy znazornéné na obrazku 6.1, které velmi presné odpovidaji naméfenym hodnotam.
Tato pozoruhodna shoda s experimentem poukazuje zejména na to, Ze plivodni predpoklad o tom, Ze
magneti ckainterakce mezi jednotlivymi magnetickymi momenty atom{l paramagnetik je zanedbatelna,
je spravny.

6.2 Idealniplyn

Nyni aplikujeme kanonické rozdéeni naideani plyn, pficemz budeme pouzivat metody klasickeé sta-
tistické fyziky, tedy koncept fazového prostoru. Platnost tohoto priblizeni budeme v tomto textu jesté
jednou detailné diskutovat v 8. kapitole. Nejprve odvodime jednocasti covou particni funkci jednoato-
mového idealniho plynu a ukézeme, jak 1ze ze znalosti particni funkce idedlniho plynu snadno prejit
k jeho termodynamickym vlastnostem, pfipadné k termické stavové rovnici. Dae budeme diskuto-
vat Gibbsllv paradox v jehoz diisledku modifikujeme klasickou partiéni funkci idedlniho plynu, tak
abychom z ni dostali spravny vztah pro entropii systému.

6.2.1 Partic¢ni funkce jednoatomového idedlniho plynu

Mé& me nadobu objemu V' niz je uzavieno N molekul jednoatomového idedniho plynu kazda o hmot-
nosti m. Celkova energie plynu v nadobeé je dana souctem translacnich energii vSech jeho molekul,
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6.2. ldealni plyn

tedy
1 N
E=cm) vi=3 sz— —(i ) (6.12)
i=1

kde p; jsou slozky hybnosti jednotlivych molekul. Klasickou particni funkci tohoto systému dostaneme
vyuzitim vztahu (5.51)

= BN // /e 2 Zi 7 dgi ... dgsydp:... dpsy (6.13)

pficemz v konfiguratnim prostoru integrujeme pfes objem nadoby V' a v impulzovém prostoru od
—o0 do oo. Vzhledem k tomu, Ze v integrandu se vyskytuji pouze hybnosti, |ze tento integral rozdélit
na soucin dvou integralli v konfiguratnim a impulzovém podprostoru fazového prostoru. Integrél
v konfiguratnim prostoru je

Iq — //.../dql___dq3N://---/d3'l"1d3’r’2...d3'r'N:
vV Vv \%
= /dg’l"l/dg’l"z"'/dg'r’NZVN s (614)
\% \%4 \%

kde r; jsou polohové vektory jednotlivych molekul. Tento integral se tedy redukuje na soucin N
objemovych integral i pfes objem nadoby z nichz hodnota kazdého je rovna objemu nadoby.

Integral v impulzovém prostoru Ize, diky tomu, ze se slozky hybnosti molekul vyskytuji pouze
jako soutet kvadratll v exponentu Boltzmannova faktoru, zapsat jako

I, = // /e 2 L1 P} dpi dps ... dpsy =

= / eﬁﬁpl dpl / 67%p2 dp2 / eﬁﬁp’“\’ dp?;N =
- ) o -
= { / e im dp] , (6.15)
pficemz
o0 1
2 2
/ e dp — (”—m) , (6.16)
. g
kde pfi vypoctu tohoto integralu jsme pouZili substituci
T = b D (6.17)
2m

askutetnost, zeintegral [~ e dr = /7.
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Pro klasickou parti¢ni funkci idealniho plynu dostavame

1 VN 27mm E 2mm "
Z' 11, (—) = V( )] =z (6.18)

:h3—N :hg—N 3 h23

kde

9 3
W=V ( h?;) (6.19)

jetzv. jednocasti cova particni funkceideal niho plynu, tedy particni funkce pro jednu molekulu idealniho
plynu. Logaritmus parti¢ni funkce je

2
an’:Nln(:N[an—glnﬁJrgln( Z;”)} : (6.20)

Poznamengjme na zavér, ze vztahy (6.18) a (6.20) je nutno jesté opravit s ohledem na nerozliSitelnost
castic plynu, a ze po této korekci plati pouze tzv. klasické idealni plyny, které budou diskutovany
pozdgji v 8. kapitole.

6.2.2 Termodynamika idealniho plynu

Z logaritmu particni funkce Ize svyuzitim vztahti (5.19), (5.37) a (5.44) odvozenych v minulé kapitole
snadno urcit stfedni energii, stavovou rovnici aentropii idedniho plynu.

StFedni energie

— Oln 7' 31 3
E=— = N-—— = _NkT 6.21

atedy najednu molekulu pfipada stfedni energie € = 3/2kT.

Stavovarovnice

10In2’ 1N1 _ NKT _ nRT

=_1 _INS = 6.22
P=%"9v 3V TV v (6.22)
kden jelatkové mnoZstvi a R je molarni plynovakonstanta, tedy pV' = nRT.
Entropie
_ 2
S = k(lnZ + BE) = Nk mV - 2+ ot () 1 g3kr| =
2 2 h? 2
3 3 2k m 3
= nR [an+§lnT+§ln( 2 )+§} , (6.23)
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6.2. ldealni plyn

Obréazek 6.2: Nadoba s plynem rozdé ena prepazkou na dveé stejné ¢asti. Entropie plynu v leve Casti je
S’ entropie plynu v prave Casti je S”.

tedy
S =nR [anJr glnTJrcr} , (6.24)
kde 3 21k 3
mkm
0—§ln( e ) +§ . (6.25)

6.2.3 Gibbsliv paradox

Podivame-li se podrobngji navztah pro entropii idedlniho plynu (6.24), 1ze si okamzité v mnout dvou
problémtl.

Prvni problém s pouZitim tohoto vztahu nastava pro velmi nizké teploty. Plati
T—0 — S — —oc0 (6.26)

coz je samozigme v rozporu se |11, termodynamickym zakonem, podle néhoz pro
T—0 = S -0 . (6.27)

Vysvétleni toho rozporu je jednoduché. Parti¢ni funkci jsme odvodili v klasickém priblizeni, které plati
pouze pro AE < kT, kde AFE je vzdaenost energetickych hladin systemu. Tento predpoklad vsak
prestava platit pro velmi nizké teploty a ¢imz take prirozené selhava klasické priblizeni. Nemtizeme
tedy oCekavat, Ze klasicky odvozeny vztah pro entropii bude platit za nizkych teplot, leda bychom
odvozeni entropie idedlniho plynu provedli kvantoveé.

Druhy problém v odvozenem vztahu pro entropii ideaniho plynu plyne z toho, Ze entropie
je extenzivni veliCina. Termodynamické veliiny délime na extenzivni a intenzivni. Pro extenzivni
veliCiny plati, ze zménime-i velikost systému « krét, extenzivni veliCiny popisujici systém se zmeni
také o krét, kdezto intenzivni veliCiny zlistavaji stejné. Typickymi priklady extenzivnich velicin jsou
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napfiklad vnitfni energie a objem, kdezto typickymi intenzivnimi veli¢inami jsou napfiklad tlak a
teplota. Entropie je extenzivni veliCina, atedy a zménime-i velikost systému napfiklad 2 x, entropie
systému se musi zdvojnasobit. M&me tedy » molll idedlniho plynu uzavieného v nadobé objemu V/
steplotou T'. Entropie plynu je dle (6.24)

S =nR anJrglnTJrcr . (6.28)

Nyni zdvojnasobme velikost tohoto systemu, napriklad pfipojenim nového, ale identického systému
k plivodnimu systému. Pro entropii .S’ nového zvétSeného systému musi podle pravidla pocitani s ex-
tenzivnimi veliCinami platit

S =25 . (6.29)
Je tomu skuteCné tak? Novy zvétSeny systém ma stejnou teplotu, ale dvojnasobny objem apocet Castic
nez plivodni systém. Dosazenim do vztahu pro entropii dostaneme

S" =2nR |In2V + glnT +o (6.30)

atedy
S" —25=2nRIn2#0 . (6.31)

Vidime, Ze entropie systému s dvojnasobnou velikosti je vétsi nez dvojnasobek entropie plivodniho
systému. Tento paradox byl objeven a diskutovan Gibbsem a nazyva se Gibbsliv paradox. K de se bere
tato dodateCna entropie?

Diskutujme nyni podrobngji, co vlastné znamena zdvojnasobeni velikosti plivodniho systému.
Vezméme tedy dva identické systémy a oddéme je pfepazkou (viz obr. 6.2). Odstranime-i nyni tuto
prepazku celkova entropie systému, tedy entropie prvniho plus entropie druhého systéemu, pfed i po
odstranéni prepazky musi zlistat stejna. Pro jiné extenzivni veliGiny, napfiklad pro vnitini energii to
samoziejme plati. Podle vztahu (6.31) tomu vSak pro entropii tak neni.

Vezméme si nyni dva systemy stejného objemu a teploty se stejnym poctem Castic oddélené
prepazkou, pfitemz Eastice v obou systémech jsou néjakym zplisobem roziSitelné (napriklad molekuly
rbiznych plynd, rtiznobarevné kulicky). Odstranime-li prepazku v tomto pripadé, molekuly rtiznych
druhli se zatnou misit. To je v&ak evidentné nevratny proces spojeny s narlistem entropie. Tento
narlist entropie | ze snadno spocitat. Potet dostupnych pi—stavll systému zavisi na objemu systému jako
Q o« V. Objem dostupny molekulam prvniho druhu se po vytazeni prepazky zdvojnasobi, stejné
jako objem dostupny Casticim druhého druhu. Vyuzijeme-li defini¢ni vztah pro entropii izolovaného
systému S = k In €2, pro rozdil entropii po a pred vytazenim prepazky plati

AS =k(InQ —InQ) =k [In(2V)*" —2In V"] =2kNIn2 =2nRIn2 (6.32)

kde ' je poCet dostupnych p—stavll celého systému bez prepazky a ) se tyka subsystemtl S a S'.
Vy3Se uvedeny vztah dava rozdil entropii stejny, jako jsme dostali ze vztahu (6.31). Nyni tedy zaCina
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byt jasng, kde je problém. PYicinou narlistu entropie je michani molekul rtiznych druhil. Pfi odvozeni
klasické particni funkce, jsmetotiZ nikde explicitné nepredpokladali, Ze molekuly idedl niho plynu jsou
nerozisitelné. Jinymi slovy jsme pokladali kazdou molekulu za individuum odlisné od vSech ostatnich
molekul, napriklad tak, ze by kazda molekula nesla tabulku se svym €islem nebo jménem. Tak tomu
v&ak v pFipadé redlnych molekul samozfgimé neni, a my tedy musime v tomto smyslu modifikovat
parti¢ni funkci idea niho plynu.

Jsoui molekuly rozliitelng, vznikne prohozenim poloh dvou nebo vice molekul novy u—stav.
V pripadénerozlisitel nych molekul seprohozenim molekul p—stav samoziejméneméni. K olikazplisoby
|zeusporadat N rozligitelnych &asticdo N pevnédefinovanych pol oh daného :—stavu? Reent této tlohy
je dobfe znamé z kombinatoriky — jde o poCet permutaci, ktery spocteme jako N!. Tim dostavame
korekci partiéni funkce. Pocet p—stavll N rozliSitelnych Castic je N! kréat vétSi nez pocet p—stavil
nerozliSitelnych castic, atedy pro spravnou particni funkci systému nerozlisitelnych molekul plati

Zl
7 = N (6.33)
Pro jgji logaritmus miizeme s vyuzitim Stirlingova vzorce psat
InZ=InZ'-NInN+N . (6.34)

L ogaritmusopravené parti¢ni funkce se od plivodni 1i8i pouze aditivnimfaktorem (— N In N+ ), ktery
vzhledem k tomu, Ze stfedni energie atlak zavisi naln Z pouze jako derivace podle 3, resp. V' neovlivni
E ap. Nadruhou stranu entropie zavisi pfimo naln Z atedy li&i se pravé timto aditivnim faktorem.
Pro entropii idealniho plynu, ktera se jiz chovajako spravna extenzivni veli¢inatedy dostavame

S = Nk lan+§lnT—lnN+1+g] =

vV 3
= Nk {ln N + o) InT + 00} , (6.35)
kde 3 27k 5
TK M

6.3 Ekviparticni teorém ajeho aplikace

V Klasické statisticke fyzice, tedy pro systémy se spojitym energetickym spektrem a specidnim tva-
rem hamiltonianu, existuje velmi obecné pravidlo, tzv. ekviparticni teorém, které nesmirné usnadnuje
vypocet strednich hodnot energie fady systémll. Na druhou stranu je pfi jeho aplikaci na konkrétni
systémy nutna nesmirna obezietnost, protoze pro systémy u nichz vzdaenost energetickych hladin
AFE je srovnatelna nebo VES nez kT, nelze predpokladat spojité rozdéleni energie a pouziti ekvipar-
ticniho teorému dava chybné vysledky. Jako priklad takového chybného vysledku v diisledku pouziti
ekviparticniho teorému | ze uvést odvozeni Raylel gh—Jeansova zakona pro rozdé eni energie ve spektru
absolutné Cerného télesa.
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KAPITOLA 6. APLIKACE KANONICKEHO ROZDELENI

6.3.1 Odvozeni ekviparticniho teorému

Ekviparticni teorém odvodime pro konzervativni systémy se specianim tvarem hamiltonianu. Celkova
energie zavisi na zobecnénych souradnicich a hybnostech, tedy

E:E(QlaQQa"'7Qf7p17p27"'7pf> . (637)

Ekviparticni teorém |ze odvodit pro klasické systémy jejichz hamiltonian splfiuje nasledujici dveé pod-
minky:

1. Celkovaenergie je alespon Castecneé aditivni, tedy

Ezsi(pi)+El(q17q27"'7Qf7p17p27'"7pi—17pi+17"'7pf) ) (638)
E:Ei(Qi)+E”(q17q27'"7(]i—17qi+17'"7qf7p17p27"'7pf) ) (639)
kde e;(p;) resp. €;(q;) zavisi pouze najedné proménné p; nebo ¢; a zbytek vyrazu pro energii na
této soufadnici nezavisi.
2. Funkéni zavislost £; nap; nebo ¢; majeden z tvarli

g = bp? , (6.40)
g = Vg (6.41)

takze energie je kvadratickou funkci dané slozky hybnosti, pfipadné soufadnice, kde b, b’ jsou
konstanty.

Spoctéme nyni stfedni hodnotu z; pro dany system v tepelné rovnovéaze s tepelnou lazni teploty
T =1/kp.

Pro rozlozZeni energie v uvazovaném pripadé plati kanonické rozdéeni a pro stfedni hodnotu z;
|ze psét
[T [Z e e PR a2 dgy L dgy dpy ... dpy
5T [Z = [ e BE@ap ) dgy ... dgpdpy ... dpp
kdeintegrujemeprescely fazovy prostor. Vezmemeli v vahu prvni podminku pro tvar celkové energie
systému, miizeme psat

(6.42)

foooo E; eﬁﬁ(EiJrE/) dql e de dpl e dpf

L foo g BleitE) dql dedpl dpf

—00

ffooo € g fei dpl ffooo E’BE/ dql C. de dpl C dpifl dpz'+1 R dpf

fix;o e Pei dpz fix;o e PE dql R de dp1 c dpifl dpi+1 C. dpf
[ ;e dp;

= 0 6.43
[ ePedp (649
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6.3. Ekviparticni teorém a jeho aplikace

kde pro Gsporu mista vypisujeme pouze prvni z 6 N integraénich znakll. Posledni vyraz |ze upravit
stejné jako vztah pro stfedni energii v kanonickém souboru, tedy

_90 foo eﬁBEi dpz o
s go—oo ) _ 9 (/ - dpz) . (6.44)

7, e Pedp; ]

— OO

Do tohoto vyrazu |ze nyni dosadime predpoklad, Ze ¢; = bp? a pouzijeme substituci y = (b3)/p;

/ e i dp, = / g Br} dp; = [f%ﬁ*% eV’ dy . (6.45)

Logaritmovanim dostavame

[e.e] [e.e]

1 1
In / e Fidp;, = —3 Ing— 5 Inb+ In / eV dy (6.46)

—00 — 00

a abychom tedy spoCetli (¢;) je nutno posledni vztah derivovat podle 3. To je viak nesmirné snadné
uvedomimei si, Ze integral na pravé straneé je po jeho vypocteni konstanta, a proto neni funkci S.
Dostavame

_ 11

coz je takzvany ekviparticni teorém v klasické fyzice. EkvipartiCni teorém |ze vyjadfit slovné takto:
stFedni energie na kazdy nezavisly kvadraticky ¢len v celkové energii je rovna 1 £7'. Obdobny vysledek
bychom dostali zopakovanim vypoctu pro g;.

Zduraznémejesté jednou, Ze ekviparticni teorém plati pouze v klasi cké fyzice. Vezmeme-li v Gvahu
kvantové mechanicky popis systémll, systemy maji diskrétni energeticke hladiny, jejichz vzdalenost
je AE. Jdi teplota systému dostatetné vysoka, potom AF < kT a skuteCnost, Ze stfedni hodnotu
energie systému pocitame klasicky, tedy integraci pres fazovy prostor, namisto spravného stitani
pres jednotlivé diskrétni energetické hladiny v podstaté neovlivni vysledek. Na druhou stranu je-i
ET < AFE, klasicky pristup musi nutné selhat. Lze tedy shrnout, ze klasicky ekviparticni teorem
selhavapfi nizkych teplotach alzeje pouZzit pri dostateCné vysokych teplotach na systémy, které se pri
téchto teplotach jiz chovaji jako klasicke.

V (vodu této kapitoly jsme zminili kontroverzni roli tohoto teorému v d&jinach fyziky. Dlivodem
je, Zze pred vznikem kvantoveé fyziky byl ekviparti¢ni teorém povazovan za zcela univerzani princip a
byl nelisp&Sné pouzit k popisu systemi s kvantovou povahou. NejznaméjSim pripadem mylného pouziti
ekviparticniho principu z historie fyziky je napfiklad pokus o teoreticky popis spektra tepel ného zareni
absolutné Cerného télesa, tedy zavislosti vyzafene energie na vinové délce pomoci ekviparticniho
teorému, nebo odvozeni teplotni zavislosti tepel né kapacity pevnych latek.
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KAPITOLA 6. APLIKACE KANONICKEHO ROZDELENI

6.3.2 Stredni kineticka energie jednoatomové molekuly plynu

Celkovou energii molekuly plynu |ze psét jako

1
E=K +V == +0,+0) + V(g asn) (6.48)
kde K jekinetickaa V' (qs, ..., gsn) potencialni energie dané molekuly, ktera zavisi pouze na zobec-

nénych soufadnicich. Hamiltonian systému ma tedy tvar nutny pro pouZziti ekviparti¢niho teorému se
tfemi kvadratickymi Cleny p2, p2, p?, pfi€emz na kazdy z nich pfipada podle ekviparticniho teorému
stfedni energie £7°/2. Stfedni kineticka energie molekuly je
K= ;kT , (6.49)

za predpokladu, Ze translatni pohyb molekuly |ze popsat klasicky. Jde-li o molekulu idedlniho plynu,
je veSkera energie molekuly kineticka atedy

t=K= ng , (6.50)
celkovaenergieplynuje £ = N %k:T , takZe molarni tepel na kapacita jednoatomového idea niho plynu
je

cvm=——==Na=k==R (6.51)
kde N4 je Avogadrova konstanta.

6.3.3 Brown(v pohyb

Zkoumeme nyni pohyb makroskopické ¢astice hmotnosti m, tfeba pylového zrna, ponorenév kapaliné
teploty 7" v roviné z—y, ktera je kolma na smér gravitatniho zrychleni. Ze symetrie vyplyva

Uy = overlinev, =0 . (6.52)

Pro okamzité hodnoty rychlosti v, a v, to v&ak neplati. Diky chaotickym narazim molekul kapaliny
do €astice nabyvaji v, av, nenulovych hodnot a &astice vykonavatakzvany Browntiv pohyb. Na pohyb
t&7i $té Castice mtizeme aplikovat ekviparticni teorém

1 — kT

1
§mv§ = §l€T = v2 =

avidime, zev2 — 0 pro velkam. Nadruhou stranu pro &stice s malou hmotnosti je v2 nezanedbatelné
afluktuace rychlosti je pozorovatel na napriklad pod mikroskopem.

(6.53)

m

6.3.4 Stredni energie harmonického oscilatoru

Uvazme jednodimenzionalni harmonicky oscilétor, ktery je v rovnovaze s tepelnou lazni teploty 7'.
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K lasicky

Celkova energie oscilétoru je
1 1
E=—p"+ k¢ (6.54)
2m 2
kde prvni ¢len souctu vyjadrfuje kinetickou, druhy potenciani energii a ~ tuhost oscilatoru. Vyraz pro
celkovou energii tedy je aditivni a obsahuje dva kvadratické Cleny, takze ihned dostavame aplikaci

ekviparti¢niho teoremu

e stiedni kinetickou energii oscilatoru

1 - 1
—p? = kT 6.55
om? T 2 ’ (6.55)
e stfedni potencialni energii oscilatoru
1 - 1
—ka2 = kT :
Hd* = 3 k (6.56)

atedy v klasickém pribliZeni je celkova energie oscilatoru rovna

E

1 1

Kvantové

VyfeSme nyni stginy problém kvantové a srovngime vysledek s klasickym pfiblizenim zalozenym
na ekviparticnim teorému. Z kvantové mechaniky je znamo, Ze energie harmonického oscilatoru je
kvantovana a pro jednotlivé energeticke hladiny plati

1
5n:hw(§+n) , kde n=0,1,2,... (6.58)

w= % (6.59)
m

je frekvence oscilatoru. Stfedni energii oscilatoru spocteme ze znamého vztahu

— OlnZ
E=— 6.60
aﬁ ) ( )
kde Z je particni funkce, pro kterou plati
N N L Y
= e (14 ey ey (6.61)
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Vyraz v zavorce je soutet nekonetné geometrickéfady sa; = 1 aq = e ?™ ktery jepro e # < 1
roven

. aq . 1
Pro particni funkci tedy dostavame
e 2
7 — o (6.63)
1

InZ = —2fhw —In (1 - e Py . (6.64)

Pro stfedni energii tedy dostavame

— OlnZ 1 huw e Bhw 1 1

Pe e (e e ) (e ) 6

coz je naprvni pohled jiny vysledek nez vysledek ziskany s vyuzitim ekviparti¢niho teorému. Pojdme
nyni prozkoumat limitni pfipady tohoto vyrazu pro stfedni energii:

1. Wsokoteplotni limit
Pro vysokoteplotni limit

huw
Pho = 17 < 1 (6.66)

je vzdalenost energetickych hladin Aw je mnohem mensi nez tepelna energie systemu £7" a méli
bychom tedy dostat vysledek stejny jako dava ekviparticni teorém, protoze klasické priblizeni
by mélo byt adekvéatni. Protoze hiw < kT mlzeme exponencialu ve vztahu (6.65) aproximovat
Taylorovou fadou v okoli nuly, takze

— 1 1 1 kT kT
E= — ~ -+ — | &~ hw— .67
e 2+1+ﬁhw+---—1} hw<2+hw) hwhw ’ (667)
vzhledem k podmince (6.66) atedy
— 1
FE===kT (6.68)
g
ve shode s vysledkem obdrzenym z ekviparticniho teorému.
2. Nizkoteplotni limit
V nizkoteplotnim limitu pro stfedni energii oscilatoru je
fuw
hw=—>1 6.69
Shw T (6.69)
atedy e’ > 1, takze vztah pro stiedni energii oscilatoru (6.65) prejde v
— 1
E = hw (5 + eﬁm’) . (6.70)

Tento vztah je zcela odlidny od stfedni energie dané ekvipartiCnim teoremem a pro teplotu
T — 0 K bliZi se hodnoté 7w /2 ve shodé se vztahem (6.58) pro n = 0.
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Kapitola 7
Tepelne kapacity pevnych latek

V této kapitole odvodime vztahy pro tepelné kapacity idealnich harmonickych krystal(l, pricemz bu-
deme predpokladat, Ze jedingm zdrojem tepelné energie krystalu jsou vibrace jednotlivych atomt
krystalove mrizky (tedy predpokladame, Zze v mrizkovych bodech sedi jednotlivé atomy ane molekuly,
které mohou mit vlastni, vnitfni vibraéni spektrum). Dale prozatim zanedbame roli volnych elektronii
v kovech, kterou se budeme zabyvat pozdgji. Budeme rovnéz predpokladat, Ze elektronové obaly
jednotlivych atom{l mfizky osciluji spolu s celymi atomy jako by se jednalo o tuha télesa. Dal&im
dlilezitym zjednodusujicim predpokladem je, tzv. harmonicka aproximace, Ze sila vynucujici oscilace
jednotlivych atom{l mfizky matvar Hookova zakona

F=—xu |, (7.1)

kde x je analogii tuhosti pruziny v mechanice a u vychylka atomu z rovnovazné polohy, takze v Ta-
ylorové rozvoji potencialni energie systému atomii v krystalové mrizce (viz dae rovnice (7.22)) Ize
vzit pouze Cleny do 2. Fadu. Tato aproximace je pouzitelna pokud vychylky atomil z rovnovaznych
poloh nejsou pfilis velke, tedy pro tzv. malé kmity. Ukazuje se, Ze tento pristup dava velmi dobré
vysledky v oblasti vypoCtu vnitfni energie atepelnych kapacit pevnych latek, nadruhou stranu selhava
napfiklad pfi pokusech o vyklad teplotni roztaznosti pevnych latek, kdy je nutné v Taylorové rozvoji
potencialni energie soustavy atomll v mrizce uvazovat jesté minimalné jeden nebo dva dal§i cleny.
Také v pripadé vypottu tepelné kapacity kovl je nutné zahrnout prispévek volnych elektront, ktery
odvodime pozd&i. Pevnou latku tedy budeme modelovat jako 3-D soustavu tuhych kouli spojenych
pruzinami, viz obrazek 7.1, které hraji roli chemické vazby.

7.1 Dulong—Petitliv zakon

Nejjednodussim pokusem o urCeni tepel né kapacity pevnych latek je aplikace ekviparticniho teorému.
Predstavime-li si pevnou latku jako system N oscilator{l (atomi pruznou chemickou vazbou vazanych
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Tabulka 7.1: Molarni tepelné kapacity c,,,, nékterych pevnych latek v jednotkach J mol—* K1 pfi
teploté 7" = 298 K.

Pevnalatka Com Pevnalatka Com
Méd 24.5 Hlinik 24.4
Stfibro 255 Cin (bily) 26.4
Olovo 26.4 Sira (rombicka) 22.4
Zinek 25.4 Uhlik (diamant) 6.1
Zelezo 25.1 Zlato 25.4

v krystalové mfiZce pevné latky), z nichz kazdy miize kmitat ve tfech smérech, tedy pocet vibraénich
stupndl volnosti je f = 3, pricemz vime, ze hamiltonian na kazdy vibratni stupef volnosti obsahuje
dvakvadratické ¢leny, potom pro stfedni energii kazdého oscilatoru dostaneme

1
2/ KT =3KT . (7.2)

€

Pro molarni tepelnou kapacitu pevné latky slozené z 3N 4 takovych oscilatorli dostaneme

_(ouN ory .. 11
ch_(a—T)V_3NAk<8T)V_3R_24,9JK mol . (7.3)

Tento vztah se nazyva Dulong—Petitliv zakon. Vidime tedy, Ze molarni tepelna kapacita pevnych latek
vypoctena pomoci ekviparticniho teorému nezavisi nateploté a je pro vsechny pevné latky stejna.

Jak je tomu ve skutecnosti ukazuje tabulka 7.1. Vidime, Ze pro vé&tSinu latek je teoreticky urCena
tepelna kapacita v relativné dobré shodé s tepelnou kapacitou zméfenou za pokojove teploty. Zasadni
problém je vSak u diamantu a zaroven, méfime-i tepelné kapacity pevnych latek za nizkych teplot,
dostavame zcela jine vysledky. Experimenty ukazuji, ze molarni tepelna kapacita pevnych latek se pro
nizké teploty chovajako

cym =T +~T | (7.4)

kde o a v jsou konstanty a pficemz pro izolanty v = 0, kdeZto pro vodi¢e v > 0. Experimentané
zméreneé teplotni zavislosti tepelné kapacity pro typicky izolant (KCl) a vodi€ (Cu) pfi nizkych tep-
lotach jsou znazornény na obrazcich 7.2 a 7.3. Navic podle I11. termodynamického zakona, tepelna
kapacita jakékoli 1atky cy,,, — 0 pro T — 0. Na druhou stranu pro vysoké teploty jsou tepelné
kapacity vSech pevnych latek temé&F stejné a jegjich hodnota pfiblizné odpovida Dulong—Petitovu z&
konu. Dulong—Petitliv zakon |ze tedy brat jako vysokoteplotni limitu tepelnych kapacit pevnych | atek.
Chovani tepelnych kapacit pfi nizkych teplotach nas vsak nuti vytvorit zcela novou teorii. Prvnim a
relativné velmi Gspésnym pokusem bylatzv. Einsteinova teorie z roku 1907.

84



7.2. Einsteinovateorie

w
o
I
\

Q0999
Q0909

n
O
I
\

Q0999

\

00000 0000 50000 0000 00000
g g 2
OO0 D000 @~ THE00 @~ 500 0000
&
&
0000 0000 00000

00000

¢, /T mJ (half mole)” (%)
1

O

10 15 20
@550 T2 —

Q0999
(©]
o

Q0999

Obrazek 7.2: Zméfena teplotni zavislost tepelné
- @—55555 kapacity pll molu KCI. (Zdroj: [10] dlet.)

1.6 LIRS B

Q0999
Q0299

&
-
00000 00000 00000 00000 00000

> < o &
> >
CH >
C >
e >
e &= & <
CH P (@

Q0999

T TT 77T T 7 1

n
T

o
®
I

a2
¢,/ 7 mJmol 'K
l

o
»
T

(<]
-

o
H
o]
R;
&

Obréazek 7.1: 2-D predstavaided niho krystalujako K —
systému identickych tuhych kouli spojenych iden- ) o o o
tickymi pruginami. Obrazek 7.3: Zméfena teplotni zavislost molarni
tepelné kapacity médi. (Zdroj: [10] di€?))

7.2 Einsteinovateorie

V tomto velmi jednoduchém modelu je cely harmonicky ideal ni krystal sestavajici z NV atomi vazanych
v krystalové mrizce aproximovan systémem 3N (f = 3 je potet stupill volnosti kazdého oscilatoru)
nezavisych oscilatorl, které vdechny kmitaji se stejnou, tzv. Einsteinovou frekvenci w z, kolem svych
rovnovaznych poloh v krystalové mfizce nezavisle na sobg, viz obr. 7.4. Pohybové rovnice vsech 3N
oscilatortl jsou tedy stejné

G +wpg; =0 . (7.5)

Zasadnim pfinosem Einsteinova pristupu proti klasickemu Dulong—Petitovu je, Ze vibrace jednotlivych
oscilatordl jsou uvazovany kvantové. Pro energetické hladiny kazdého ze 3N nezavisdych oscilatorli
tedy plati

1
€ :hwE(nr+§) , n.=0,1,2,3,... (7.6)

1Keesom, PH. & Perlman, N., Phys. Rev., 91, 1354, 1953
2Corak, W.S., Garfunkel, M.P, Satterthwaite, C.B., Wexler, A., Phys. Rev., 98, 1699, 1955
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Obrazek 7.4: Einsteinovo priblizeni idealniho har-

monického krystalu jako systému identickych, na-

vzéjem nezavislych 3N harmonickych oscilatorll. - oprazek 7.5: Srovnani Einstei novy teoretické za-
vidosti Cy,,,/3R pro diamant (O = 1325 K) a
experimentalnich hodnot (symboly +). Dle Ein-
steinovy prace z roku 1907. (Zdroj [10].)

NaSim Ukolem je urcit stfedni hodnotu energie takovéto soustavy a z ni pak jgi tepelnou kapacitu.
Postupujme tak, ze vezmeme jeden stupen volnosti jednoho oscilatoru a predpokladeime, ze tento
oscilator st mlize vyménovat energii se zbytkem krystalu, ktery budeme povazovat za tepelnou |azen.
Pro popis takovéeho systému je tedy evidentné vhodné kanonické rozdéeni. Pro urCeni stfedni hodnoty
energie harmonického oscilatoru spocteme nejprve jeho kanonickou particni funkci (viz (6.61) a(6.63))
az ni potom podle znamého vztahu (5.19) stfedni hodnotu energie. Vzhledem k tomu, Ze tento vypocet
jsmejizjednou provedli v ¢lanku 6.3.4, nebudeme odvozeni opakovat apfipomenemejenjehovys edky.
Pro logaritmus parti¢ni funkce harmonického oscilatoru jsme obdrzeli vztah

InZ = —%ﬁm) —In(1— e ™) (7.7)
astfedni hodnota energie tedy je
. 9olmzZ 1 hwp e PheeN 1 1
T O L e R CR=) B

Pro molarni tepelnou kapacitu idedlniho krystalu plati

— 2 2 ﬁ/.uE 1
cvm = 3N, (ﬁ) — 3N, (ﬁ) §—§:3NA fPwy e _
1% Vv

o7 3 (Fr — 1) kT2
- (Bhwp)® er

kde 3V 4 je potet nezavislych oscilatorti namol latky aderivaci podie T" jsme rozepsali pomoci vztahu
pro derivaci slozené funkce € = €(3(7")). Ve vztahu pro tepelnou kapacitu odvozenou Einsteinem se
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Tabulka7.2: Srovnani materidlovych konstant: £ Youngova modulu pruznosti, ¢ hustoty, M,,, molarni
hmotnosti a wg Einsteinovy frekvence, © (z E) teoretické Einsteinovy teploty ur€ené z modulu
pruznosti, tedy v podstaté s vyuzitim vztahu (7.12) a © g (z ¢y) Einsteinovy teploty uréené z experi-
menta nich hodnot tepelnych kapacit pro nékolik pevnych latek.

Prvek  E/10Y 0 M, /10~ wp/102 O (zE) O (zcy)

[INm™] [kgm™] [kgmol~'] [s7] [K] [K]
Diamant 83 3520 12 172 1316 1220
Hlinik 6.9 2 700 27 39,6 303 240
Olovo 1.8 11 360 207,2 8,1 62 67

nékolikrat vyskytuje faktor Shwy. Proto se zavadi nasledujici znaeni

h huw

e (7.10)

kde O jetzv. Einsteinovatepl ota. Pro tepel nou kapacitu idea niho harmonického krystalu v Einsteinove
aproximaci v této notaci dostavame

(%)2 eeTE
Cym = 3R( - i (7.12)
er —

pricemz jedinym parametrem modelu je Einsteinova teplota © . Ta je specificka pro kazdou pevnou
latku ajeji hodnota lezi pro vétSinu pevnych latek v rozmezi teplot 200 az 300 K. Einsteinovu teplotu
Ize urcit teoreticky napfiklad z modulu pruznosti latky, bodu tani latky, nebo v pfipadé iontovych
krystal i z absorpénich vlastnosti infraterveného zareni. Jako priklad vztahu pro Einsteinovu frekvenci
uvedeme priblizny vztah

3 EY?
wgp ~ N, W

kde N4 je Avogadrova konstanta, E je Youngliv modul pruznosti a o je hustota latky.

: (7.12)

7.2.1 Vysokoteplotni a nizkoteplotni limit

Pro urCeni chovani Einsteinovy tepel né kapacity za vysokych anizkych teplot nejprve prepiSeme vztah
(7.11) pomoci substituce

= = 7.1
r=E (7.13)
tedy
z’ e’
Cym = 3R( o (7.14)
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1. Wsokoteplotni limit
Ve vysokoteplotnim rezimu x — 0 a odpovidajici tepelnou kapacitu | ze vyjadrit jako limitu

, 22 €

pricemz exponenciani funkci 1ze pro x — 0 aproximovat Taylorovym rozvojem:
e€=1+z+---
Po dosazeni rozvoje pouze do ¢lenti prvniho fadu okamzité dostaneme
cvm = 3R | (7.16)
tedy Dulong—Petitliv zakon?.

2. Nizkoteplotni limit
V nizkoteplotnim limitu jex > 1 atedy e” > 1, takze vztah (7.14) okamZzité prejde v

x2 e’
e2a:

@E ©p

2
=3Rz*e* =3R (—) e T . (7.17)

Cym — 3R T
Vidimetedy, ze pro velmi nizkétepl oty se Einsteinovatepel nakapacitablizi nule, coz je v souladu
se I11. termodynamickym zakonem.

7.2.2 Srovnani sexperimentalnimi hodnotami

Z vyse uvedeného je zigime, Ze Einsteinliv model pro tepelné kapacity pevnych latek dava vzhledem
k hrubosti jeho predpokladli prekvapivé dobrou shodu s mé&fenymi hodnotami (viz obr. 7.5). Vysoko-
teplotni limit tepel né kapacity ided ni harmonické krystalové mfize je v zasadé v souladu s experimen-
talnimi hodnotami. Také pro teploty 7" — 0, ¢y, — 0, coZ je v souladu se I11. termodynamickym
zékonem. Na druhou stranu v&ak cy,,, klesa k nule exponencidné a to neodpovida experimentané
uréené zavisosti (7.4), kde tepelna kapacitaklesa k nulejako cy,,, oc T3.

7.3 Debyeovateorie

K odstranéni nesrovnalosti mezi Einsteinem odvozenou teplotni zavislosti tepelnych kapacit pevnych
latek za nizkych teplot a experimentané urCenou je nutné opustit predstavu, Ze jednotlivé atomy
v krystalové mrizce pevné latky kmitaji se stejnou frekvenci jako nezavislé oscilatory. V tomto smyslu
zpresnénou teorii vypracoval v roce 1912 holandsky fyzik Peter Debye.
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j-2 j-1 j j*1l j*+2

Obrazek 7.6: Vychylka u; j—tého atomu v monoatomarnim linearnim fetézci z rovnovazné polohy.
Konstantafetézce, a« mave 3-D vyznam mrizkové konstanty.

~ 7~

7.3.1 Vibracekrystalové mrizky v normalnich souradnicich

Vezméme opét idealni harmonicky krystal obsahujici NV atomll, stejné hmotnosti m, které se chovaji
jako tuhé koule mezi nimiz plisobi pritazlive a odpudive sily. Polohové vektory jednotlivych atomii
v rovnovaznych polohéach oznatme jako

('0) = [xgg)*% "Eg;)*la xég)] ) ] = 1727 T N (718)

Ty

Cely systém ma 3N vibratnich stupili volnosti a vychylkav i—tém stupni volnosti je definovanajako
w=z—2 . i=12,....3N |, (7.19)

viz obrazek 7.6. Kinetickou energii kmitli mfizky dostaneme snadno
1 3N
_ 2
E, = oM El (VR (7.20)

S potenciani energii takovéto soustavy to tak jednoduché neni. Je zfgimé, Ze potencidlni energie
soustavy atomil v krystalové mrizce je funkci okamzitych poloh jednotlivych atoml mFizky, tedy

V = V(;Ul,.TQ,SCg,...,.’EgN) s (721)

pricemz pro malé vychylky atomi z rovnovaznych poloh Ize tuto funkci rozlozit v Taylorovu fadu

3N 3N
ov 1 0?V
_ 3 > | iy 7.22
Vo="lot — L‘?"Ez}ouz * 2 L?:Ez‘xj}ouzuj i ’ (722

'L','j:.l
i#]

pricemz indexem 0 zdUrazihujeme, Ze se veliciny pocitgji v rovnovaznych polohach atomul. Jaky je
vyznam prvnich tfi ¢lenli Taylorova rozvoje potenciani energie idedniho krystalu, nanéz se v dalsim
omezime? Hodnota V|, zZfgmé udava minimani potenciani energii krystalu, jsou-i vsechny atomy
v rovnovaznych polohach. Druhy ¢len obsahujici derivaci prvniho fadu je nutné roven nule, protoze
derivace jsou poGitany v rovnovaznych polohach atomt a ta nabyva minima, jsou-li vsechny atomy

1K e stejnému vysledku bychom dodli kdybychom potitali limitu (7.15) dvojitou aplikaci L’ Hospitalova pravidia.
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mrizky v rovnovaznych polohach, tedy (0V/0z;)o, = 0. Jedinou korekci potencidni energie krystalu
vyplyvajici z kmitavého pohybu jednotlivych atomi je tedy &len obsahujici druhou derivaci. Oznaéme
odpovidgjici konstanty jako
0V
C= (g ) (729
0

kde x;, z; jsou polohy i-tého a j-tého atomu mrizky a koeficienty C; ; vyjadiuji silovou vazbu mezi
i-tym a j-tym atomem mrizky. Hamiltonian idealniho krystalu tak je

1 3N 1 3N
i=1 ij=1

Colzeusoudit zjeho tvaru? V prvni fadeé vidime, Ze zatimco kineticka energie je dana prostym souctem

kvadratll rychlosti jednotlivych atomdl, vyraz pro potencialni energii idedniho krystalu je podstatné

mFizky spolu vzajemné interaguji. Na druhou stranu je v3ak zvolena aproximace potencialni energie

kvadraticka ve vychylce a z mechaniky je znama transformace, ktera nas zbavi smisenych soucinli a

zaroven zachova priznivy tvar vztahu pro kinetickou energii. Tato transformace matvar

3N
U; = Z Bz’,rQr ) (725)
r=1

kde B; . jsou vhodné zvolené koeficienty a transformuje hamiltonian (7.24) do vyrazné jednodussiho

tvaru
3N

1 -2 2 2
H = vo+521(qr o) (7.26)

kdew? jsou kladné konstanty, tzv. frekvence normal nich modl anove proménné g, se nazyvaji normalni
souradnice systému. V normalnich souradnicich je tedy hamiltonian idealniho harmonického krystalu
roven soutu 3N hamiltoniant nezavislych 1-D harmonickych oscilatort, pfitemz r—tému stupni vol-
nosti prislusi souradnice g, akruhovafrekvence w,. Uvedenatransformace tak prevedla komplikovany
problém N interagujicich, kmitgjicich atomli na ekvivalentni, ae jednoduchy problem kmitani 3N
nezavislych 1-D oscilatorti s hamiltoniany

1

H, = 5(@3 +wigr) (7.27)

Jediny rozdil proti Einsteinovu pristupu je tedy v tom, Ze jednotlivé nezavislé oscilatory kmitaji
srtiznymi kruhovymi frekvencemi w,..

Kvantovou mechanikou povolené energetické hladiny jednotlivych oscilator jsou dany znamym

vztahem
! )
2 )

er = hw,(n, + n,=0,1,2,3,... (7.28)
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akvantovy stav celého systému je tedy dan mnozinou 3N kvantovych Cisel, jimiz je jednoznatné urcen

stav jednotlivych oscilatorli {n, ny, ns, . . ., n3xn }. Pro celkovou energii krystalu dostaneme
3N 1
Enl,nQ,ng ..... nsN — % + Zl th(nr + 5) y (729)
coz | ze prepsat jako
3N
Enl,nQ,ng, ..... n3N —N77 + Z nrhwr s (730)
r=1
kde
1 3N
—Nn =V + 3 Zl hw, (7.31)

jekonstanta, kteranezavisi nakvantovych ¢islech n,. areprezentuje minimalni moznou energii krystalu.
n tedy vyjadfuje vazebnou energii najeden atom pro teplotu rovnu absolutni nule.

7.3.2 Vnitrni energieidealniho krystalu

Spoctéme nyni vnitfni energii krystalu, tedy stfedni hodnotu energie. K tomu je nutné urcit particni
funkci systému

7 = § @ Pl=Nntnihwitnahwa+-+nzyhwsn]

— &V <i eﬁmhm) (i eﬁnzﬁw) < i eﬁnsNh‘“SN) . (7.32)

ni =0 no =0 naN =0

Tento vztah | ze s pouZitim vztahu pro soucet nekonecné geometrické fady (6.62) vyjadrit obdobné jako
jsmeto udélali v rovnici (6.61)

= N ... -
J = 96 K (1 — eﬁhw1) (1 — eﬁma) (1 _ eﬁhwszv) ) (7.33)
neboli
3N
an:ﬁNn—Zln(l_ e*ﬁﬁwr) ) (734)

r=1

K vypottu particni funkce je tfeba znat 3N frekvenci normalnich modl w,.. Vzhledem k tomu,
Ze’vzdaenosti’ jednotlivych frekvenci jsou extrémné malg, |ze jgjich rozlozeni aproximovat spojitou
funkci o(w) dw, ktera vyjadfuje pocet normanich modu, jejichz frekvence leZi v intervalu w, w + dw.
Protoze funkce o(w) aproximuje rozlozeni diskrétni veliciny spojitou funkci, lze ve vztahu (7.34)
nahradit sumaci integrdlem

InZ =(Nn— /ln (1 — e‘ﬁm)a(w) dw . (7.35)

0

91



KAPITOLA 7. TEPELNE KAPACITY PEVNYCH LATEK

Pro stfedni hodnotu energie | ze proto psat

olnZz

E==23;

[ hw
0

atepelna kapacita ided niho harmonického krystalu je dana integralem

o)

C(OE\ L, (0E\ [ (Bhw)?e
0

Vidime tedy, ze cesta k odvozeni tepelnych kapacit pevnych latek v Debyeoveé aproximaci vede
pres dvé Uskali. Ngjprve je nutné prevést hamiltonian problému do tzv. normanich soufadnic, v nichz
se problém interagujici soustavy oscilatorll zjednodusi na systém nezavislych oscilatorll, kmitgjicich
sobecné rliznymi frekvencemi. Druhym problémem, ktery vyfeSimev dal&im ¢lanku je nalezeni spektra
normalnich frekvenénich modu krystalu, tedy uréeni rozdé&lovaci funkce o(w).

7.3.3 Debyeova aproximace a pocet vinovych modi v kontinuu

Pro uréeni funkce o(w) predpoklada Debye, Ze idedlni krystal neni slozen z jednotlivych atomd,
které kmitaji okolo rovnovaznych poloh v mfizkovych bodech, ale Ze predstavuje izotropni kontinuum
v némz se Sifi zvukove viny. Je jasng, ze za nizkych teplot kde Einsteinliv model selhava, se v prostiedi
pevné latky excituji zefména nizkoenergetické viny s velkou vinovou délkou A, pro néz skutecnost,
Ze jsme zanedbali diskrétni strukturu krystalu nevadi vzhledem k tomu, ze A > a, kde a je mFfizkova
konstanta. Na druhou stranu, za vysSich teplot, se mohou v krystalu excitovat i energetictgSi mody
vin s velmi kratkou vinovou délkou, pro jejichz Sifeni mlize predstavovat diskrétni struktura prostredi
zésadni problém. Nakonec pro viny svinovou délkou A < 2a bude principi&né nemozneé se prostfedim
Sifit vlibec (viz obrazek 7.7). Tyto predstavy jsou podstatou Debyovy aproximace, najegimz zakladé
nyni odvodime tvar hledané funkce o (w).

Pocet vinovych mod( v kontinuu
V prvnim kroku musimeuréit pocet vinovych modl zvukovych vin sfrekvencemi zintervauw, w+ dw,
které mohou existovat uvnitf izotropniho kontinua, pro jednoduchost tvaru makroskopického kvadru

shranami délek L,, L,, L.. Pro zvukové viny plati disperzni vztah

w=kc, , (7.38)
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2a

min —

Obréazek 7.7: Oscilace linearniho fetézce atomul, které maji pro dany fetézec minimalni vinovou délku
atedy maximalni frekvenci. Sousedni atomy osciluji v tomto pfipadé v protifazi.

kde & je nyni vinové Cislo, k£ = 27 /) ac, je rychlost zvuku v kontinuu.Pro jednoduchost budeme
predpokladat periodické okrajovée podminky na sténach kvadru, tedy

ko(z + Ly) = kyz + 2mn,
ky,(y + L,) = kyy + 2mn, (7.39)
k.(z+L,)=k,z +2mn,

kden,, n,,n, jsou celacisa Z téchto podminek vyplyva, ze vinovy vektor k je kvantovany anabyva
pouze hodnot

2

k:c = L_:nm 5
27

ky = L—yny , (7.40)
2

k, = L—inz

Pro pevné dané hodnoty k., k. je poCet dovolenych hodnot k., kterélezi v intervalu k,, k., + dk, roven

An, = ﬁ dk, (7.41)
27

a tedy celkovy pocet vinovych vektorll leZicich v elementarnim objemovém elementu k—prostoru
k. k+ d*kje

odk = (§ dkm) (5 dky) <% dkz) = @ dk, dk, dk. . (7.42)

Jaky je celkovy pocet vinovych vektorll velikosti k., k + dk v k—prostoru? Konce vinovych vektorl
splfujicich tuto podminku evidentné leZi v kulove slupce v k—prostoru s polomérem k atloustkou dk.
Jgji objem je

4k? dk k2
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9 -~

6 Vn= 22 = 4.67 x 107 Hz
diamond

3 -

0

v(= 25107 He

Obréazek 7.8: Srovnani Debyeovateoretického (Carkovanacara) aexperimenta né zjisténého (plnacara)
vibracniho spektra pro diamant. (Zdroj [12].)

Dosazenim disperzniho vztahu (7.38) dostaneme hledany potet vinovych modil s kruhovymi frekven-
cemi w,w + dw, které se mohou Sifit v kontinuu objemu V/

K2V | A
Faktor 3 vyjadfuje skuteCnost, Ze v pevne latce existuji tfi polarizace zvukovych vin. Dveé polarizace

vin torznich a jedna viny podélné, tedy analogie zvukovée viny v plynech. VIny torzni se v plynech

~rv

Debyeova frekvence

V Debyeové priblizeni budeme aproximovat skutetné frekvencni spektrum krystalu o(w) modifiko-
vanou funkci, kterou jsme odvodili pro spojité prostiedi o.(w). Jak jsme jiz uvedli, nizkofrekvencni
dlouhovliné médy se budou témér stejné dobre Sifit jak v kontinuu, tak i v diskrétnim idedl nim krystalu.
Na druhou stranu vinové mody s vinovou délkou mensi nez ~ 2a, kde a je mfizkova konstanta, se
nebudou diskrétnim krystalem &ifit viibec. Navic celkovy potet vibraénich modl v krystalu, ktery ob-
sahuje N atomll je 3N. Zavedeme tzv. Debyeovu frekvenci w p, pri¢emz frekvencni spektrum krystalu

budeme aproximovat funkci

cw) ,  w<wp (7.45)

o
op(w) =0 , w>wp
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kde wp je vybranatak, ze celkovy pocet vinovych modil v krystalu je roven 31V, tedy

]OUD(W) o = 7300(@ do=3N | (7.46)
0

0

coz po dosazeni vztahu (7.44) dava

3@ /O’D(W)w dw = QWQCg’wD =3N . (747)
0
Jednoduchou Upravou dostaneme
1
N\ 3
Wp = Cs (67T2V) . (7.48)

Debyeova frekvence zavisi pouze na poméru N/V, tedy na Casticové hustoté atomt v krystalu.
Spocteme-i vinovou délku, nekratsiho vinového modu odpovidajiciho Debyeové frekvenci, dosta-

neme )
2 N\? N\?
Ap = col =2 (” ) = 1,61 (7) ~1,6la , (7.49)

Qo=

6V
kde a je mfizkova konstanta krystalu. Srovnani experimentalné zjisténé funkce o(w) s teoretickou
op(w), danou vztahem (7.44) a omezenou Debyeovou frekvenci, pro diamant je na obrazku 7.8.

7.3.4 Tepenakapacitaidedlniho krystalu

Odvozeni vysledného vztahu pro tepelnou kapacitu idealniho krystalu nyni spociva v dosazeni vztahu
(7.44) zao(w) do integrélu (7.37) av provedeni integrace od nuly do wp, takze

wp Bhwp

TR v, avE / e
vk / (e —paa” Yooy | oo o 0
0 0

kde jsme pouZzili substituci + = Shw. Tento vztah Ize dale upravit vyjadienim objemu z Debyeovy
frekvence z rovnice (7.49)

V = 6r2N <&)3 : (7.51)
Wwp
takZe dostavame
cy = 3Rfp(Bhwp) = 3RfD(%) ) (7.52)
kde fp je Debyeova funkce
Y
O et e

0
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Obrazek 7.9: Tepelné kapacity rliznych pevnych latek a jejich srovnani s teoretickymi hodnotami
danymi Einsteinovym a Debyeovym modelem. (Zdroj [2].)

a©p Debyeova teplota

o, - wn
Pk

Horni mez y integralu v rovnici (7.53) je teplotné zavida funkce y = [hwp. Pfi vypoctu teplotni

zaviglosti tepelné kapacity idedlniho krystalu v Debyeoveé aproximaci tedy musime pro kazdou teplotu

numericky urcit hodnotu Debyeovy funkce.

(7.54)

7.3.5 Vysokoteplotni a nizkoteplotni limit

1. Wsokoteplotni limit
Pro T > ©p mizeme exponencidlu ve jmenovateli Debyeovy funkce aproximovat pomoci
Taylorovarozvojejako e* ~ 1 + z av Citateli jednickou, takze

Yy
fD:%/x2dx=1 , (7.55)
0
tedy
cym = 3R . (7.56)
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Tabulka7.3: Debyeovy teploty © p pro rlizné pevné latky uréené z modulu pruznosti az méfeni tepelné
kapacity za nizkych teplot.

Pevnaléatka Op (K) Op (K)
(z méfeni tepelné kapacity)  (z modulu pruznosti)
NaCl 308 320
KCI 230 246
Stfibro 225 216
Zinek 308 305

Vysokoteplotni limit Debyeovy teorie tepelnych kapacit pevnych latek je tedy ve shodé s pred-
povédi danou klasickou fyzikou, aplikaci ekviparticniho teorému.

2. Nizkoteplotni limit
ProT <« ©p jdey k nekoneCnu. Horni mez integralu v Debyoveé funkci |ze tedy polozit rovnou
nekonetnu, pficemz je znamo, ze

r zter 4t
0

Dosazenim tohoto vysledku do vztahu pro tepelnou kapacitu (7.52) dostavame

1274 T\?
~ — . 7.58
con =R () (759

Tento vztah jev souladu stvrzenim 111, termodynamického zakona, ZeproT — 0, ¢y — 0. Déle
je ve shodeé s experimenta né zjistenym chovanim tepelnych kapacit pevnych latek pro T — 0,
kdy tepelna kapacita klesa k nule jako tFeti mocnina teploty.

7.3.6 Srovnani s experimentalnimi hodnotami

Naobrazku 7.9 vidime srovnani teoretické zavis osti tepel né kapacity nékolikapevnychlatek nateploté
dané Debyeovou a Einsteinovou teorii a experimentané zjisténych hodnot pfi rliznych teplotach.
Z grafu je patrné, ze Debyeovateorie, narozdil od Einsteinovy, ktera selhava zeménazavelmi nizkych
teplot, aproximuje pomérné velmi dobfe experimentalné zjisténé zavislosti v celém intervalu teplot.
Vytvorena teorie tepelnych kapacit pevnych latek samozigimé neni Gplna. V pripadé kovl je nutno
k spoctené tepelné kapacité vyplyvaici z energie kmitavych pohybl atomi v krystalové mrizce jesté
doplnit prispévek k tepelné kapacité od volnych elektrond, ktery uréime v kapitole vénované aplikacim
Fermi—Diracovarozdéleni. Dalejsme zanedbali vnitfni stupné volnosti ¢astic tvoricich krystal, coz pro
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krystaly, kde v mFizkovych bodech jsou misto atomil molekuly se svymi vlastnimi vnitfnimi stupni
volnosti, samozigjmé vede k odchylkam od Debyeovy teorie a je nutné tuto skutecnost zohlednit.

Debyeovy teploty pevnych latek O Ize urcit bud experimentalné za velmi nizkych teplot pou-
zitim vztahu (7.58), ktery se fituje na naméfené zavislosti, nebo z teoretického vztahu pro Debyovu
frekvenci (7.49). Porovnani Debyovych teplot pro nékolik pevnych latek ziskanych témito metodami
jev tabulce 7.3. Vidime, Ze hodnoty ziskané obéma zplisoby jsou v pomérné dobré shodg.
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Kapitola 8
|dealni klasicky plyn

V této kapitole se budeme zabyvat tzv. idealnim klasickym plynem. Idealni klasicky plyn je modelovy
plyn, jehoz popis je narozdil od popisu rednych plynli vyskytujicich se v pfirodé znatné jednodussi
a za urcitych podminek jgj |ze s rozumnou presnosti pouZzit k popisu plynil redlnych. Prvnim (kolem
teto kapitoly bude definovat vlastnosti idealniho klasického plynu. Zatneme tim, Zze upfesnime, jaké
vlastnosti musi mit reélné plyny, abychom je mohli povazovat za idealni. Dale vysvétlime vyznam
priviastku klasicky a z translatni particni funkce idedlniho plynu odvodime kritérium pro to, aby
idedlni plyn mohl byt popisovan v klasickem priblizeni. Vysledkem téchto Gvah bude, Ze vSechny
atomarni a molekularni plyny za béznych teplot a tlakti miizeme popisovat v tomto pribliZeni pomoci
tzv. Maxwell-Boltzmannovy statistiky. Dale nazna€ime odvozeni particnich funkci dvouatomovych
klasickych idealnich plyni, tedy parti¢ni funkce translatni, rotacni, vibratni a elektronového obalu.
Z téchto funkci potom odhadneme teoretickou teplotni zavislost tepelnych kapacit téchto plynl a
srovname ji s odhadem tepelnych kapacit uréenych pomoci ekviparti¢niho teorému. V zavéru kapitoly
odvodime Maxwellovo rozdéeni molekul idedlniho klasického plynu podle rychlosti. Zdlraznéme
jesté, Ze vysledky obdrzené v této kapitole |ze aplikovat pouze na takove redlne plyny, které lze
popsat v idednim klasickém priblizeni. Popis idednich plyni, které ngjsou klasické ponechame do
10. kapitoly, ve které pro né odvodime kvantoveé statistiky Fermi—Diracovu a Bose-Einsteinovu.

8.1 Specifikaceidealniho klasického plynu

8.1.1 Idealni aproximace

Idealni plyn je pribliZzenim, které Ize s rozumnou presnosti pouZzit k popisu redlnych plynt tvofenych
molekulami, atomy, elektrony, fotony a dalSimi Casticemi, pokud se Castice tvorici plyn mohou témer
volné pohybovat v prostoru. To je splnéno tehdy, je-li energie prfevazné vétSiny probihgjicich vza
jemnych interakci mezi Casticemi plynu zanedbatelné mala vici stfedni kineticke energii &astic plynu
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a pouze prfi nesmirné kratce trvajicich srazkach castic interaguje velmi mala €ast z celkovéeho poctu
castic plynu silné. Realny plyn Ize tedy popisovat v idealnim priblizeni jestlize je celkova stfedni
kineticka energie Castic plynu E), daleko vétsi nez celkova stiedni potenciani energie £, vyplyvajici
ze vzgjemného silového plisobeni Eastic plynu, tedy

E,>E, . (8.1)

Podminku pouZzitel nosti této aproximace pro reané plyny | zetakée formulovat tak, ze stfedni vzdal enost
mezi ¢asticemi plynu I musi byt mnohem vétsi nez rozméry &astic plynu Ry, tedy

1> Ry . (8.2)

Pro atomové a molekularni plyny za normalnich podminek? je stfedni vzdaenost &astic I ~ 30 Aa
priimér molekul R, ~ 3 A. Vzhledem k tomu, Ze na téchto vzdaenostech plisobi mezi molekulami
pouze velmi slabé kratkodosahové van der Waal sovy sily klesgjici se sedmou mocninou vzdaenosti, je
mozné atomové a molekularni plyny blizko normalnich podminek povazovat zaideani.

SkuteCnost, Ze prevazna vetsinamolekul plynu spolu v tomto priblizeni teméf neinteraguje, vede
k tomu, Ze celkovou energii plynu lze s rozumnou presnosti zapsat jednoduSe jako souCet Kinetickych
energii jednotlivych molekul. Jsoui ¢, energie jednotlivych energetickych stavii dostupnych jednotli-
vym &asticim plynu? an,. poCet ¢astic v téchto energetickych stavech, tzv. obsazovaci &isla jednotlivych
stavll, I1ze pro celkovou energii plynu E, kde index R oznatuje stav plynu jako celku, tedy tzv. N
Casticovy stav dany jednotlivymi obsazovacimi Cisly n,., psét

ER:E(nl,n%...,nr,...):aner , (8.3

pficemz sCitani provadime pres vsechny diskrétni energetické stavy dostupné jednotlivym Casticim.
Pro obsazovaci ¢islan,. jednotlivych energetickych stavll musi prirozeng platit

N = an , (8.4)

tedy poscCitame-i pocty Castic ve vSech stavech dostaneme celkovy pocet Castic systemu V.

8.1.2 Klasicka aproximace

Podivejme se nyni detailngi na vypocet particni funkce idedlniho plynu, tedy plynu s vlastnostmi
diskutovanymi v pfededlém ¢lanku. V ¢lanku 6.2.1 jsme odvodili tzv. jednocasticovou particni funkci,
tedy particni funkci pro ideani plyn obsahujici jednu Castici

Cae o (2m)\?
a=Y e”’ _v(h?;) , (8.5)

T

INormalnimi podminkami rozumime normalni teplotu 7’ = 0 C atlak p = 101, 325 kPa.
2Jinak Feteno, mozné kinetické energie jednotlivych ¢astic plynu, které jak vime z tlanku 2.2.4, jsou kvantované.
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kde r indexuje jednotlive energeticke stavy, v nichZ se miize ¢astice vyskytovat, tedy jednocasticove
stavy. Dale jsme uvedli, ze v klasickém priblizeni plati pro particni funkci N Casticového idealniho
plynu vztah

Iy = A 8.6
kdefaktorial poCtu Castic plynu vystupujevejmenovateli diky tomu, Ze ¢astice plynu jsou nerozliSitelné

(vizcl. 6.2.3).

NapiSme nyni pozorné vztah pro parti¢ni funkci N Casticového ideaniho plynu. Z definice plyne,

Zy =Y e’ (8.7)
R

kde R oznatuje jednotlivé N Casticove energeticke stavy, tedy stavy v nichZ se miize plyn vyskytovat
jako celek. Tento vztah |ze pomoci vztahti (8.3) a (8.4) snadno prepsat jako

Zy= Y elxmme (8.8)

ni,no,...
Spnp=N

Abychom si udélali predstavu o jednotlivych ¢lenech tomto v souctu, rozepiSeme predchozi vztah, pro
ided ni plyn slozeny pouze ze dvou Castic. Dostavame

ZQ = Z eﬁBER = [Z e’BnTéT] [Z eBnSES] , (89)
R r s
kde
Er =n,€6, +nges . (8.10)
Rovnice (8.9) Ize upravit nasledovné

Z eﬁnrer] [Z eBnSeS] _ Z e72567‘ +% Z e*ﬁ(ﬁrJres) ) (8]_]_)

7,8, #£S

Ly =

Prvni ¢len >~ e %%« zapoCitava situace, kdy jsou obé Eastice v témze stavu, tedy r = s an, = 2.
Druhy &en zapotitava pripady, kdy je kazda &astice v jinem stavu, tedy r # s an, = ny = 1. Clen
1/2! ve jmenovateli u druhého ¢lenu zohlediuje skutetnost, ze prohodimei Castice mezi stavy r a
s, stav plynu se nezmeéni. Jedna se tedy o zohlednéni skutecnosti, e Castice plynu jsou nerozlisitelné.
Podobné bychom mohli napsat particni funkci N Casticového idealniho plynu

ZN _ ; e—Nﬁer + ; e_(N_l)ﬂfr% ; e—ﬁes + ; e—(N—Q)ﬁfw'% ; e—ﬁss ; e—ﬁst + ..

S

~~
Eleny zohlediujici situaci, kdy je v jednom stavu 2 a vice Eastic

sl el e

S

N identickych 8enii zohlediujicich pripady, kdy je v kazdem stavu jedina Eastice
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Zevztahll (8.11) a(8.12) jasné vyplyva, ze particni funkce idealniho IV Easticového plynu

N

21
I (8.13)

protoze nezahrnuje ¢leny, které vyjadruji pripady, kdy v jednom stavu jsou dvé a vice Castic.

Nyni |ze prikroCit k vysvétleni vyznamu priviastku klasicky. Pokud Ize v rovnici (8.12) zanedbat
Cleny zapocCitavgjici situace, kdy je v jednom stavu vice nez jedna Castice, mluvime o tzv. klasickém
priblizeni apro IV Casticovy idedni plyn v této aproximaci 1ze pro particni funkci psét

N

z
1
4N =

=3 (8.14)

kde faktor - vyplyvaz faktu, Ze Eastice jsou nerozliditelné. Zbyva specifikovat kritérium pro klasicky
plyn. M&i byt plyn popsan v klasické aproximaci, musi byt pravdépodobnost, Ze jednocasticové
stavy jsou obsazené vice nez jednou castici, zanedbatelné mala. Jinymi slovy, vétSina z mnoziny
dostupnych jednocasticovych stavil je prazdna, pouze jejich mala ¢ast je obsazena jednou &astici a
zcela zanedbatelny pocet stavil je obsazen vice nez jednou Eastici. Tato situace nastava jestlize potet
stavll v daném energetickém pasu je mnohem vétsi nez pocet ¢astic plynu, které maji energie z tohoto
pasu.

Formulujme nyni tuto podminku matematicky. Pravd&podobnost, ze négakou Castici plynu nalez-
neme v energetickém stavu r, tedy ve stavu s kinetickou energii jgjiho translacniho pohybu e,., je dana

kanonickym rozdéenim?
1

P =—¢gPe | (8.15)
21
Z pravdépodobnosti P, vyskytu Castice v energetickém stavu r 1ze okamzité urcit stfedni poCet Castic
v daném stavu

n, = NP, | (8.16)

kde NN je celkovy pocCet Castic plynu. Podminku pro klasi¢nost plynu | ze tedy formulovat tak, Ze stfedni
pocty castic v jednotlivich stavech jsou mnohem mensi nez jedna, tedy

n. <1l | pro vsechnar . (8.17)
Tim jsme obdrzeli velmi diilezitou postacujici podminku, kterou musi spliovat plyn, aby mohl byt
povazovany zaklasicky.
8.1.3 Kvantovéaklasické plyny

Problematiku diskutovanou v predeslém ¢lanku |ze nahlédnout z jiného Uhlu. Vime, ze realné plyny
se skladaji z Castic, které maji kvantovou povahu. Kazdé pohybujici se €astici plynu odpovida podie

3Castice predstavuje zkoumany systém, ostatni &astice plynu predstavuji tepelnou lazen.
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kvantové mechaniky de Broglieho vina. Pokud se de Broglieho vinové baliky jednotlivych Castic
prekryvaji, dochéazi k tzv. vyménnéinterakci, plyn vykazuje kvantové chovani, nelze ho popsat pomoci
klasické statistiky a je nutng, podle druhu Castic plynu, pouzit jednu z kvantovych statistik, které
odvodime v 10. kapitole. Odvodme nyni kvantitativni kritérium vychazejici ze vztahu (8.17), které
nam umozni rozhodnout, zda ngaky konkrétni reany plyn lze popsat klasicky nebo je nutno jg
popisovat kvantové. Dosazenim vztahll (8.16), (8.15) a vztahu pro jednocasticovou particni funkci
danou rovnici (6.19) do podminky (8.17) dostaneme

N K2 \:N
ny = —e P —«1 Sech 1
Ty - e — <2kaT> v <1 | provsechnar | (8.18)
kde jsme za Boltzmannilv faktor e~ < 1 dosadili jeho maximani moznou hodnotu, jedna. Z tohoto
vztahu je zZigimé, Zze v limité pro h — 0 je tato podminka splnéna vzdy, coz je také diivodem pro to, Ze
se plyny splnujici tuto podminku nazyvaji klasické.

Této podmince lze dat jasny fyzikani smysl, odhadneme-i de Broglieho stfedni vinovou déku
Ay prisludgici tepelnym pohyblim Eastic plynu. Je-li stiedni translaéni kineticka energie jednotlivych
castic plynu

) — ng , (8.19)
dostavame pro stfedni hybnost ¢astic
pt) = mT = V2metr) = /3mkT . (8.20)
De Broglieho stfedni vinovou délku &astic plynu | ze tedy odhadnout vztahem?*
g =~ % - \/?nZW (8.21)
Podminku (8.18) |ze upravit s vyuzitim pfesného vztahu (8.22)
Kd3:< h )§<<§/Y:Z — Aip <l (8.23)
2mmkT N

kde je stfedni vzdaenost ¢astic plynu.

Dostali jsmefyzika néjasnou podminku proto, kdy |ze proidealni plyn pouzit klasickou M axwell—
Boltzmannovu statistiku akdy jenutnépouzit odpovidajici statistiku kvantovou. Jei stfedni vzdal enost
mezi ¢asticemi plynu mnohem vétsi nez je stfedni de Broglieho vinova délka odpovidgjici tepelnému

“Pfesngi se tepelna de Broglieho vinova délka definuje vztahem

h
V2mmkT

a je priblizné rovna stfedni hodnoté de Broglieho vinovych délek €astic s hmotnosti m s rovnovaznym rychlostnim
rozdélenim odpovidajicim teploté plynu 7.

KdB =

(8.22)




KAPITOLA 8. IDEALNI KLASICKY PLYN

pohybu Castic, |ze pouzit klasickou statistiku. V tomto pripadé mezi €asticemi nedochazi k vyménnym
interakcim, plyn se chova jako klasicky a je tzv. nedegenerovany. Zvysujeme-li hustotu plynu, nebo
snizujeme-li jeho teplotu, stfedni vzdalenost mezi Casticemi klesa, pfipadné roste tepelna de Broglieho
vinova délka Castic, vinové baliky jednotlivych Castic se zaCingi prekryvat, plyn vykazuje kvantové
chovani a stava se degenerovanym. Podminku (8.23) |ze tedy brat za kritérium nedegenerovanosti
plynu. Shrivme, Ze k degeneraci idedlniho plynu pfispivaji tyto jeho vlastnosti nebo jejich kombinace:

1. vysoka hustota castic,
2. nizka teplota plynu,

3. mala hmotnost €astic tvoricich plyn.

Nyni aplikujeme vySe odvozene kritérium klasi¢nosti idea nich plynti na vodikovy a el ektronovy plyn
za pokojove teploty a na kapalné hélium.

Vodikovy plyn

Vezméme plyn tvoreny vodikovymi atomy pfi teploté 7 = 300 K atlaku p = 100 kPa. Casticova
hustota plynu vyplyva ze stavové rovnice ided niho plynu

N b 25 —3
—=—~2x10"m
vV okr T !
atedy stfedni vzdaenost Castic je
To~3,7x10%m

Dosadimeli nyni do vztahu pro tepelnou de Broglieho vinovou délku dostaneme
Agg ~ 107 m

Vidime tedy, Ze plati 7y > Ayp a plyn vodikovych atomll za normalnich podminek Ize popisovat
klasickym M-B rozdéenim. Vzhledem k tomu, Ze atomarni vodikovy plyn je plynem, ktery ma ze
vSech ostatnich atomarnich amol ekul arnich plynii nejniZ&i moznou hmotnost ¢astic avzhledem k tomu,
Ze de Broglieho vinova délka roste s klesgjici hmotnosti ¢astic, podminka (8.23) je tim |&pe spinéna
pro vSechny ostatni atomarni a molekularni plyny.

Elektronovy plyn

Vezméme nyni elektronovy plyn v kovu pri teploté 7' = 300 K. Vlastnosti elektronového plynu
v kovech budeme detailné diskutovat pozdgji. Typicka hustota elektronového plynu v kovech je shora
omezenafadem 10% m—3, takze stfedni vzdalenost ¢astic je

To~2x10719m
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Tepelnade Broglieho vinova délka pro elektronovy plyn s témito viastnostmi je priblizné

A~4x10"m

Y

takze tento plyn rozhodné nel ze povaZzovat zaklasicky ak jeho popisu je nutné pouZzit kvantove Fermi—
Diracovo rozdéleni pro fermionovy idealni plyn. Snadno |ze ukazat, ze elektronovy plyn v kovech
zlistava degenerovanym az do znacné vysokych teplot.

Kapalnéhélium

K apal né hélium ma asticovou hustotu ~ 10% m~3, takze stfedni vzdalenost heliovych atomli je
To~4x10%m

Teploté T ~ 10 K odpovida de Broglieho vinovadéka
Agg ~4x1078m

Vidime, Zekapal néhélium bude nepochybné degenerovanéav jeho chovani | ze proto oCekavat kvantove
efekty.

8.2 Particni funkce viceatomovych molekul

Nyni zamé&ime pozornost na odvozeni partiénich funkci ideal nich klasickych plynii tvorenych viceato-
movymi molekulami. Hamiltonian pro jednu molekulu uvazovaného plynu |ze zapsat ve formeé souctu
hamiltonianli

H=HD+H" +HD +H | (8.24)
takze energetické hladiny molekuly jsou

€ =€ + e 4 4o (8.25)
kde vyznam jednotlivych ¢lenli ve vy3e uvedenych vztazich je nasledovny:

1. ‘H® je hamiltonian odpovidajici translatnimu pohybu t&Zi%té molekuly a eg'? je energeticky stav

Vv

s; odpovidagjici trandaci tézisté molekuly.

2. H™ je hamiltonian odpovidajici rotaci molekuly okolo jeiiho t&Zi&te a ¢! je odpovidajici
energeticky stav s, prislusny rotaci molekuly.

3. H™ je hamiltonian odpovidajici vibraénimu pohybu jader atomil z nichZ je molekula slozena,
pficemz chemicka vazba udrzujici molekulu pohromadé zde hraje roli pruziny. egﬁ) je energie
odpovidgjici vibratnimu energetickému stavu molekuly s, .
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4. H'® je hamiltonian odpovidajici energii elektronového obalu atomii tvoricich molekulu. eﬁi) je
energie elektronovych obal &l atomli tvoricich molekulu odpovidagjici energetickému stavu obalu

Se .

Vzhledem k aditivnosti hamiltonianu viceatomovych molekul dostavame pro particni funkci jedné
molekuly vztah

a o= Y e flr Al (Z e—&ﬁ?) <Z e—&ﬁ?) <Z e—ﬁe.(:)) <Z e—&ﬁ?) =

StySry.-- St Sr Sv Se

_ 0,000 ) (8.26)

takze vysledna parti¢ni funkce je soucinem particnich funkci odpovidajicich jednotlivym stupitim vol -
nosti molekuly. Da e budeme proto postupovat tak, Ze spoCteme postupné particni funkce odpovidajici
jednotlivym stupilim volnosti molekuly. Pro jednoduchost se omezime na dvouatomove molekuly.

8.2.1 Particni funkcetranslacni

Translatni jednocasticova particni funkce idedlniho klasického plynu je dana vztahem

20 =N el (8.27)

St

pficemz tézisté molekuly se chova jako Castice s hmotnosti mq + mo, kde m; a my jsou hmotnosti
atomu tvoricich molekulu. Ve vye uvedeném vztahu stitame pres vsechny energeticke stavy prislusné
translaci molekuly. Vzhledem k tomu, Ze energetické hladiny odpovidajici translaci jsou velmi blizko
sebe, |ze misto striktné kvantového pristupu skutecného scitani presjednotlive energeticke stavy, pouzit
mnohem jednodusSSi klasickou aproximaci a soucet nahradit integraci, a v podstate tak nahradit velmi
husté diskrétni energetickeé spektrum systému spojitym rozdé enim energie. Dostaneme

AR /w(e) e e de = %/\/Ee_ﬁE de = (8.28)
0 0
oV s [ ;
_ TgQ/J *:”d:c_—ﬁ \F , (8.29)

kde w(e) je hustota energetickych stavi €astice uzaviené v krabici objemu V' danavztahem (3.16). Pri
vypoCtu jsme pouzili substituci = = fFe avztah

/ Jzedr = g . (8.30)

Vypsanim konstant dostavame konetny vztah pro jednocasticovou translatni particni funkci idedlniho
klasického plynu

0 27 (my + ma)k T]%

5 VoL (8.31)
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Obrazek 8.1: Rotace pevné dvouatomovée molekuly.
8.2.2 Particni funkcerotacni

Pro vypoCet rotacni particni funkce dvouatomovée molekuly budeme predpokladat, Ze molekularotuje

jako tuha Cinka okolo svého téZzisté 7', na jegjichz koncich jsou atomy s hmotnostmi m; a my ve
vzdaenosti R, (viz obr. 8.1). Moment setrvatnosti molekuly vzhledem k tézisti je

1

I = 5,@% , (8.32)
kde
p=ame (8.33)
mi + Mo

je z mechaniky znama redukovana hmotnost. Z kvantové mechaniky vime, Zze moment hybnosti tako-
vychto rotatorll je kvantovan a pro jeho kvadrat plati vztah

L?=nrJ(J+1) |, J=0,1,2,3,... , (8.34)

kde J je kvantove €islo nabyvajici hodnot celych kladnych Cisel vCetné nuly. Od momentu hybnosti
rotatoru Ize snadno prgit k jeho energii
() — r_n
sr 2 21
Vektor L muze mit v prostoru riizné orientace dané hodnotami kvantového ¢isla m ;, které uréuje
hodnoty jeho priimétu do vyznatného sméru. m; miize nabyvat hodnot vSech celych Cisel mezi —.J a
J

J(J+1) ,  J=0,1,2,3,... (8.35)

my=—J,—J4+1,....0,... . J—1,J | (8.36)
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celkem 2J + 1 hodnot. Kazda energeticka hladina charakterizovanakvantovym cislem J, jetedy 2.J + 1
krét degenerovana. Pro rotacni parti¢ni funkci dostavame

20 =S" 0 e =S @20+ 1) e FIU (8.37)
J J=0

pricemz oznaeni energetického stavu s, jsme nahradili kvantovym Cislem J aQ(J) = 2J + 1 je

pocet energetickych stavll prislusnych energii dané kvantovym ¢islem .J, nebo-li stupefi degenerace

prislusné hladiny. Analyzujme nyni posledni vztah detailngi.

1. Pro nizké teploty a malé momenty setrvacnosti molekul
Pro pravdépodobnost obsazeni energetickych hladin P; 1ze napsat Uméru

Py (27 +1)e ar U+ (8.38)
Pro velka 5 amala ! je pravdépodobnost obsazeni vySSich rotacnich energetickych hladin velmi
mala protoze
pr* R
o = 0T >1 (8.39)

takze prakticky vSechny molekuly plynu se nalézaji v nizkych rotatnich energetickych stavech.
Pro vypotet particni funkce je tak rozhodujicich jen nékolik prvnich ¢lenli v souttu (8.37) a
ostatni mlizeme zanedbat. Budeme tedy aproximovat rotaéni particni funkci prvnimi dvéma
Cleny v souctu (8.37),
2 ~143 e‘2¢ . (8.40)
2. Pro vysoké teploty a velké momenty setrvacnosti molekul

V tomto rezimu je
R2J(J +1) <1
2IKT ’
takze vzdalenost energetickych hladin je mnohem menSi nez kT'. Zatéchto okolnosti 1 ze particni
funkci ur€it kvaziklasicky tak, Ze pfejdeme od souctu (8.37) k integralu. Substituci v = J(J + 1)
dostaneme vztah

(8.41)

oo

2 21 2IKT
Z(T) ~ /ueﬁgf v = W = 7 . (842)

0
Vysdledny vztah jetfebajeste modifikovat jsou-i atomy v molekul e stejného druhu, napriklad H,,
05, N, ..., atedy nerozliSitelné. Potom stav, ktery vznikne otoCenim molekuly kolem osy rotace
0 180° je identicky se stavem plivodnim, kdezto pfi odvozeni vztahu (8.42) jsme je povazovali
za rlizné. Zplsob korekce je stejny jako v pripadé Gibbsova paradoxu. V takovych pripadech
vyd&ime ziskanou particni funkci faktorem 1 /2! = 1/2. Prorotacni parti¢ni funkci dvouatomové
molekuly v tomto rezimu tim dostavame vysledny vztah

_2IkT

() o 2FL
: FLZO'O

(8.43)
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8.2. Particni funkce viceatomovych molekul

kde

1 pro molekuly tvofené atomy rtiznych druhti (napf. CO, HCl, ...), (8.44)
gg = .

2 pro molekuly tvofené stejnymi atomy.
Vzhledem k tomu, Ze typicka vzdaenost rotacnich energetickych hladin je u molekul dvouato-
movych plynli ~ 10~ eV, tyka se tento rezim vétSiny takovych plynii za nepfilis nizkych teplot.
Vyjimkou je, diky svému malému momentu setrvatnosti, molekula vodiku H, za teplot nizSich
nez jsou pokojove.
Spottéme jesté stiedni hodnotu rotacni energie molekul dvouatomovych plynli v tomto rezimu

Oln 2"
~~ 55
Tento vysledek neni prekvapenim vzhledem k tomu, Ze dvouatomovamol ekulamav hamiltonianu
pro rotaci dvakréat zastoupenou zobecnénou hybnost (konkrétné dveé slozky momentu hybnosti

E(T) =

= kT . (8.45)

napr. L, a L,)
2 L
(N — Zz 4 Y 8.46
" 2]x+21y (8.46)

aprislusnou particni funkci jsme pocitali v klasickém priblizeni, takze vysledek musi byt v sou-
ladu s ekviparticnim teoremem.

8.2.3 Particni funkce vibracni

Jadra atom{ tvoricich molekulu, mohou diky pruznosti chemické vazby, vibrovat okolo svych rovno-
vaznych poloh. V pripadé tzv. malych kmitll 1ze vibrace povazovat za harmonicke a pro jejich popis
pouZzit vysledk{l odvozenych v kvantove teorii pro linearni harmonicky oscilator. Energie jednotlivych
vibra€nich energetickych hladin, které jak vime nejsou degenerovany, jsou dany vztahem

61(;)) :hw(%Jrn) , n=0,1,2,... (8.47)
Z mechaniky jeznamo, ze problém kmitani dvou €astic spojenych pruzinou | ze pfevéest nakmitani jedné
Castice s hmotnosti rovnou redukované hmotnosti obou €astic ¢ danou vztahem (8.33). Pro frekvenci
kmitl molekuly pak plati opét z mechaniky znamy vztah

w= /5 (8.49)
7

kde x vyjadfuje tuhost chemické vazby mezi atomy v molekule. Pro particni funkci kvantového
harmonického oscilatoru jsme jiz dfive odvodili vztah (6.63) a jeho vyuzitim dostavame vibracni
parti¢ni funkci pro dvouatomové molekuly

e 2hh
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KAPITOLA 8. IDEALNI KLASICKY PLYN

Tabulka 8.1: Fyzikani vlastnosti nékterych dvouatomovych molekul plyni. (Zdroj [9].)

Molekula Meziatomova Moment Tuhost Disociacni
vzdalenost setrvatnosti vazby energie
Ry [A] /1074 [kgm? x/10°8[Nm] [eV]

Ho 0,74 0,46 51 4,48

N, 1,10 13,84 22,2 7,38

0O, 1,21 19,13 11,3 5,08

Cly 1,99 1135 3,21 2,47

HCI 1,27 2,67 8,65 4,40

CO 1,13 14,37 18,6 9,61

NO 1,15 16,43 15,4 5,29

8.2.4 Particni funkce elektronovéeho obalu

ExcitaCni energie ze zékladniho do prvniho excitovaného stavu Ae je témé& u vSech molekul rovna
nékolika elektronvolttim. VVzhledem k tomu, Ze 1 eV odpovidateploté ~ 10* K, je za b&znych teplot
velmi nepravdépodobné obsazeni vySSich nez zakladnich energetickych hladin. Pfi vypoctu particni
funkce elektronového obalu |ze tedy brat pouze prvni ¢len souctu, ktery setyka zakladni hladiny adalSi
Cleny Ize diky tomu, Ze Ae/kT > 1 zanedbat. Pro parti¢ni funkci elektronového obalu |ze tak psét

ZE) = Qe o (8.50)

kde¢, je energie zakladni hladiny a2, stupen degenerace zakladni hladiny elektronového obalu atomu,
pokud tato hladinaje vlibec degenerovana

8.3 Tepelnékapacity idealnich klasickych plyn(

Testem spravnosti kazdeteorieje, zdadokaze spravnéinterpretovat vysledky pozorovani. V prfedchozim
¢lanku jsmeodvodili parti¢ni funkce klasi ckych idea nich plynii azbyvatedy otestovat spravnost naSich
vysledkil. Vime, Ze ze znaosti particni funkce systému |ze snadno urdit stfedni hodnotu jeho energie
a z té potom tepelnou kapacitu systému pfi konstantnim objemu, tedy snadno méfitelnou veicinu.
Spoctéme tedy tepelné kapacity klasickych idedlnich plyndi s molekulami s rliznymi konfiguracemi
a pocty atomd. Tyto vysledky potom srovname s méfenymi hodnotami. Teoreticke tepelné kapacity
idedlnich klasickych plynli uréime nejprve klasicky pomoci ekviparticniho teorému a potom kvantové
ze zndosti parti¢nich funkci jednotlivych vnitfnich stupill volnosti molekuly.
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8.3. Tepelné kapacity idealnich klasickych plynli

8.3.1 Klasicky z ekviparticniho teorému

Ekviparticni teorém, ktery jsme odvodili pro klasické systemy fika, ze na kazdy kvadraticky Clen, at
zobecnénou hybnost p; nebo zobecnénou soufadnici ¢; pfipada stfedni hodnota energie £7/2. Nyni
aplikujeme ekviparticéni teorem na rlizné klasické idedlni plyny, pficemz jejich molekuly se budou
skladat z » atomdl. Nejprve uréime pocty stupnil volnosti translacnich s,, rotatnich s, avibragnich s,
jednotlivych typti molekul:

1. Jednoatomové molekuly

s =3 s=0 S, =0

2. Viceatomové molekuly — linearni

s =3 Sr=2 Sy, =3r—2>5

3. Viceatomové molekuly — nelinearni

sy =3 sr=3 Sy, =3r—=6

Pocet translacnich stupili volnosti pro molekuly jednotlivych typl je triviani, do rotatnich stupit
volnosti linearnich molekul nezapocitavame stupen volnosti okolo osy prochazejici vdemi atomy mo-

M

nelinearni molekulu (viz obr. 8.2). Pfipomefnme rovnéz, Ze jeden vibratni stupef volnosti predstavuje
dva kvadratické ¢leny v hamiltonianu, protoze celkova energie harmonického oscilatoru je
p* 1

2
=L 4+- , 51
=3 2kq (8.51)

Celkovy potet stupitl volnosti » atomové molekuly pak je
l=s+s,+2s, |, (8.52)

stfedni energie pripadagjici na jednu molekulu

€= %lkT (8.53)
amolarni tepelna kapacita plynu pfi konstantnim objemu
ou 1

Vidime, Ze teoretickée klasické tepelné kapacity jsou teplotné nezavislé v celém teplotnim oboru a
jejich velikost se pro 3 a viceatomové molekuly zvy3uje s rostoucim poétem poctem vibragnich stupiii
volnosti slozitych molekul.

SVysvétleni prot tomu tak je, ponechame do &lanku vénovanému tepelnym kapacitam idedlnich klasickych plynl
ur¢enych kvantove.
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KAPITOLA 8. IDEALNI KLASICKY PLYN

Obrazek 8.2: Vibratni mody tfiatomovych linearnich napf. CO, a nelinearnich napf. H,O molekul
plynti. Druhy uvedeny mod u linearni molekuly se diky dvémamoznym polarizacim oscilaci zapoGitava
dvakrat.

Srovnani s experimentem

Takto predpovézené chovani tepel nych kapacit klasickychided nich plyniijepro vétsinu plyniiv rozporu
s experimental nimi hodnotami, pouze pro jednoatomové plyny panuje velmi dobra shoda prakticky
v celém teplotnim oboru a vyjimkou velmi nizkych teplot. Tepelné kapacity dvou a viceatomovych
molekul za bé&znych teplot a vySSich jsou v souladu s teoretickymi hodnotami klasickych tepelnych
kapacit jen pokud do tepelné kapacity nezapocteme vibracni stupné volnosti molekul a u linearnich
molekul rotacni stupen volnosti kolem podéné osy molekuly. Od poloviny 19. stoleti, kdy bylatato
skutenost zjisténa se ty stupné volnosti molekul, které neprispivaji k tepelné kapacité plynli nazyvaji
zamrzl €. Vysvétleni existence zamrzlych stupiti vol nosti predstavoval o pro klasickou fyziku nefesitelny
problém, ktery byl vyfeSen az na zaCatku 20. stoleti fyzikou kvantovou. Navic pro nizké teploty
se hodnoty experimentalné ziskanych tepelnych kapacit vyrazné liSi od teoretickych a teoreticky
predpovézene konstantni tepelné kapacity plynti pro 7' — 0 jsou v rozporu se 1. termodynamickym
zékonem, ktery pozaduje aby c¢y,,, — 0 proT — 0.
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8.3. Tepelné kapacity idealnich klasickych plynli

Tabulka 8.2: Teploty ©,. a®, pro nékolik dvouatomovych plynt. (Zdroj [7].)

Molekula o, O,

[K] [K]
Ho 85,4 6100
N, 2,9 3340
O, 2,1 2230
HCI 15,2 4140

8.3.2 Kvantoveé z particnich funkci

Svyuzitim vysedktl z prededlych ¢lanki, kde jsme zabyvali vypocty particnich funkci dvouatomovych
molekul, 1ze snadno vysvétlit zminény nesoul ad teoretickych tepelnych kapacit plynt s pozorovanymi.
L ze rovnéz snadno objasnit pricinu zamrzlosti vibratnich stupill volnosti a rotatniho stupné vol nosti
u linearnich molekul, ktery odpovidarotaci kolem podél né osy molekuly, tedy osy prochazejici atomy
tvoricimi molekulu.

Trandacni tepelna kapacita

Chovani trandalni Casti tepelné kapacity plynli velmi dobfe odpovida predpovédi ziskané aplikaci
ekviparti¢niho teoremu, tedy Ze je teplotné nezavisla az do velmi nizkych teplot a jgji hodnotaje
(t) 3 3

Cvm = ikNA = QR s (855)

pro vSechny druhy molekul. Tato skuteCnost je snadno vysvétlitelnadiky tomu, ze vzda enosti translac-
nich energetickych hladin Ae®) jsou extremné malé a proto v celém intervalu teplot (s vyjimkou
extrémné nizkych) je velmi dobfe splnéna podminka platnosti ekvipartitniho teoremu Ae® < kT

Rotacni tepelna kapacita

Prispévek rotace molekul k tepelné kapacité dvouatomovych plynt uréime z rotaéni particni funkce.
Tu jsme odvodili pro dvarezimy:

1. Oblast nizkych teplot
Vzhledem k tomu, Ze stfedni hodnota energie rotatniho pohybu molekuly je dana znamym
vztahem

(8.56)




KAPITOLA 8. IDEALNI KLASICKY PLYN

arotacni particni funkci v této teplotni oblasti jsme aproximovali vztahem (8.40), |1ze pro loga-
ritmus z(") psat
L2
Inz® ~In[l+3e27 | ~3e 27T | (8.57)
kde jsme vyuzili skutenosti, ze druhy ¢len v souctu zalogaritmem je v této oblasti teplot maly a

vztahu pro potitani smalymi €isly® In [1 + €] ~ e. Pro stfedni hodnotu energie rotatniho pohybu
molekuly dostaneme ze vztahu (8.56)

2 —28K2 —20,

h
€ = 67 e 1 =6k, e (8.58)

kde konstanta ©,, mavyznam teploty aje danavlastnostmi molekuly, konkrétnéjejim momentem
setrvatnosti 7, ktery 1ze experimentalné ziskat z infraCervenée spektroskopie. ©, je definovana
vztahem .

0, = % (8.59)

a jgi hodnoty pro nékteré dvouatomovée molekuly jsou uvedeny v tabulce 8.2. Pro prispévek
rotace molekul k tepelné kapacité dvouatomovych plynli Ize pro teploty 77 < ©,.,, kdy jsou
splnény predpoklady pouzité pro vypoCet pouzité particni funkce, psat

(r) Oetr) 0,\* e
Cym = Na o7 ) =12R <?) e“r | pro <o, . (8.60)
Vidime, Ze odhad rotatniho prispévku k tepelna kapacité v oblasti velmi nizkych teplot je
v souladu s pozadavkem I11. termodynamického z&kona, aby pro 7" — 0 platilo c%}“}n — 0.

2. Oblast vysokych teplot
Pro oblast vysokych teplot jsme rotacni particni funkci aproximovali vztahem

21
") —— 8.61
jgiz logaritmus | ze napsat jako
21
Inz"=—InB+1In , (8.62)
FLQO'Q
atedy
— 1
€ == =kT . (8.63)
B

Pro hledanou tepelnou kapacitu tedy dostavame stejny vztah jako jsme obdrzeli aplikaci ekvi-
parti¢niho teoremu
A =Nsk =R pro T>0, , (8.64)

coz ovSsem neni prekvapenim, vzhledem k tomu, Ze parti¢ni funkci jsme v tomto pripadé pocitali
kvaziklasicky.

5Prvni &len Taylorovarozvoje.
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8.3. Tepelné kapacity idealnich klasickych plynli

Prechodovou oblasti teplot, mezi obémaextremy sezde nebudeme zabyvat. Poznamengjmejen, Zev této
oblasti 1ze uzit k vypoctu parti¢ni funkce (8.37) Eulerova sumacniho vzorce. Vicelze nalézt v [7].

Zbyva jesté odpovedét na otazku, proC se v rotatnim prispévku k tepelné kapacité linearnich
molekul neprojevuje rotace kolem osy prochazejici podélnou osou molekuly. Vzdalenosti rotacnich
energetickych hladin jsou nepfimo imérné momentu setrvacnosti molekuly kolem prislusné osy rotace.
Vzdalenost nulté a prvni rotatni energetické hladiny s J = 0 aJ’ = 1, pro rotace okolo os kolmych na
podé nou osu molekuly, kdy typické momenty setrvatnosti dvouatomovych molekul jsou ~ 10746 kg
m?, je

h2
Ae) = - 1072J~107eV . (8.65)
Teplotu plynu proto, aby serealizoval zminény kvantovy prechod s nezanedbatel nou pravdépodobnosti

|ze odhadnout ze vztahu
KT ~ Ae® . (8.66)

Tomuto pfechodu odpovida teplota 7' ~ 10 K, coz koresponduje s hodnotami ©, uvedenymi v ta-
bulce (8.2). Rotuje-i molekula kolem své podéné osy, je jgji moment setrvatnosti alespon o 3 fady
mensi nez v pripadé jgi rotace kolem os na uvazovanou osu kolmé, takze také vzdalenost rotatnich
energetickych hladin a excitaéni teplota daného prechodu je o tfi fady vétsi, tedy 7' ~ 10* K. Stu-
pen volnosti molekuly odpovidajici rotaci molekuly kolem podéné osy se tedy excituje az pri velmi
vysokych teplotach a za béznych teplot je zamrzly.

Vibracni tepelna kapacita

Vibracni ¢ast vnitfni energie dvouatomovych molekul spotteme pomoci znamého vztahu pro stfedni
energii z vibracni particni funkce 8.49. Dostaneme

_ 1 1

Pro vibraCni Cast tepelné kapacity dostavame

Jev ) 1 R2w? et N2 e
G = Naoe = Nahwo (7) — Nak—— - =R (@—) e o,

or T \ eir + 1 K*T? (err — 1)2 T ) (e% —1)?
(8.68)
kde parametr ©, marozmer teploty a je definovan vztahem
hw

Zkoumeime nyni chovani vibratni ¢asti tepelné kapacity plynli v oblasti nizkych a vysokych
teplot:
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1. Pro nizké teploty
V této oblasti plati

O
— 1 8.70
=>1 (8.70)

takZe ve jmenovateli vztahu (8.68) mtizeme zanedbat jednicku proti e? . Dostavame

2
. =R (%) e . (8.71)

Pro velmi nizké teploty dostavame shodu se I11. termodynamickym zakonem, coz je diisledkem
skuteCnosti, ze jsme vibracni particni funkci pocitali spravné kvantove.

2. Pro vysoké teploty
Zde plati
©

! 72
= < (8.72)

ajde nam tedy o urCeni limity vztahu (8.68) pro = — 0, kde jsme provedli substituci x = ©, /7.
Tuto limitu |ze snadno urcit dvojitou aplikaci L' Hospitalova pravidla

; , 2 e’
Prispévek vibrace dvouatomovych molekul k tepelné kapacité plynu je za vysokych teplot ve
shodé s ekviparticnim teorémem roven R.

Otazkou zlstava, prot jsou za béznych teplot prispévky vibrace molekul k tepelné kapacité
nulové. Vysvétleni jejednoduché. Vibracni energetické spektrum molekul je ekvidistantni avzdalenosti
jednotlivych hladin jsou dany sou€inem hw. Vibratni frekvence molekul jsou méfitelné metodami
infralervené spektroskopie a jgjich typické hodnoty jsou w ~ 10 s~!. Tomu odpovida vzdaenost
vibratnich energetickych hladin iw ~ 10720 J~ 0,1 eV. Aby s nezanedbatelnou pravdépodobnosti
do3lok pfechodu systému z nulte naprvni vibracni hladinu musi platit 7" ~ hw ¢emuz odpovidateplota
fadu 102 K. Vidimetedy, Ze za b&znych teplot zlistavaji vibrace molekul na nulové energetické hladiné
ai kdyz zvySujeme teplotu plynu, vibrace Zadnou energii neabsorbuji a vibratni prispévek k tepelné
kapacité plynu je nulovy. Az pri teplotach fadu 103 K se vibrace jednotlivych molekul zatingji dostavat
nal. energetickou hladinu, coz je spojeno s absorpci energie atepel na kapacita systému zacina stoupat.
Zahadu zamrzlych vibratnich stupill volnosti z klasické fyziky |ze pomoci kvantové fyziky velmi
snadno a pfirozené vysvétlit.

Srovnani s experimentem

Svyuzitim kvantové mechaniky se ndm podafilo vysvétlit vSechny experimentalni skuteCnosti tykajici
se tepelné zavidosti tepelnych kapacit dvouatomovych idednich klasickych plynl. Tato zavislost
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8.4. Maxwellovo—Boltzmannovo rozdél eni

) ‘ / Vibration
_ P |
€, / |

9 | '
N 1 / Rotation

L "

|

- |
Translation ‘
|

|

l 1

‘ |

| l

10 25 50 75100 250 500 1000 2500 5000
Temperature, K

Obréazek 8.3: Experimentalni teplotni priibéh tepelné kapacity cy,,, pro vodikovy plyn H, v jednotkach
R. (Zdroj [2].)

je znazornéna na obrazku 8.3. Jasné zde vidime tfi oblasti. V nizkoteplotni oblasti, kdy jsou zcela
excitovany translatni stupné volnosti zlistava tepelna kapacita konstantni az do teplot fadové 102 K,
podle druhu molekuly. Tepelna kapacita je zde ve shodé s ekviparticnim teoremem, pokud uvazujeme
pouzetrans atni stupnévolnosti molekul. Nad uvedenou tepl otou zatinacy,,, opét rlst, coz je zplisobeno
postupnou excitaci rotacnich stupili vol nosti molekul . Nasleduje dal &, viceméenékonstantni oblast cy/,,,,
kdy kT > A€". Zde je opét ¢y, v souladu s ekviparticnim teorémem pii zapoCteni translacnich a
relevantnich rotaénich stupidi volnosti. Do této oblasti teplot spada pokojovateplota. Tato oblast konci
u teplot fadové 10° K, kdy se zalingji excitovat vibratni stupné volnosti molekul, coz doprovazi
dalsi riist tepelné kapacity, ktery opét konci pri teplotach 57" > Ac?, kdy jsou vSechny molekuly
v excitovanych vibracnich stavech. V tomto stavu je cy,,, dano ekviparticnim teorémem, pficemz do
stupiti volnosti zahrneme i vibratni stupné volnosti molekuly.

8.4 Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéeni

Vezmeéme jednu molekulu plynu teploty 7', ktery je dostateCné zifedeny, takze |ze zanedbat mezimole-
kularni sily a plyn tedy miizeme povazovat zaideani. Pro energii dané molekuly plati

2

e O (8.74)
2m
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kde p je hybnost molekuly, m jeji hmotnost a ™ energie dana jejimi vnitfnimi stupni volnosti,
napfiklad rotatni energii, vibratni energii a energii elektronového obalu. Zatimco klasicky popis
translatnich stupid volnosti je vynikajicim priblizenim, vnitfni stupné volnosti molekuly je nutno
popsat kvantove.

Nasim Ukolem je ngjit pravdépodobnost toho, ze zkoumanou molekulu nalezneme v daném vnitf-
nim stavu a zaroven v dané oblasti fazového prostoru vymezeneé predpisem

r.r+ &r,p,p+ &p

Natuto Ulohu | ze pouZit kanonické rozdéeni, pficemz systém A je zkoumanamolekulaplynu atepelna
lazen A’ je tvorena ostatnimi molekulami plynu s nimiz si zkoumana molekula vymeénuje energii (viz
Clanek 5.1). Hledana pravdépodobnost je Umérna objemu vySe vymezené oblasti ve fazovém prostoru,
tedy poctu p—stavll obsazenych v daném objemu velikosti d3r d®p a je vahovana Boltzmannovym
faktorem. Dostavame tak pravdépodobnost toho, Zze v danem elementu fazového prostoru nalezneme
molekulu, jgiz vnitfni kvantovy stav je s

P,(r,p) ®rd®p e‘m%“gm”} drd®p = e_ﬁ% R d*p . (8.75)
Jakéa je nyni pravdépodobnost P(r, p) toho, Ze v dané oblasti fazového prostoru najdeme molekulu
v libovolném vnitfnim stavu? Tu samozfgimé ziskame postitanim pravdépodobnosti P (7, p) pres
vdechny vnitini kvantové stavy molekuly. Vzhledem k tomu, Ze vyrazy exp|— 3¢ nezéavisgi na
7, p, jejelich soutet pfes viechny vnitini stavy molekuly S~ exp[—3¢)] &islo alze ho tedy zahrnout
do normovaci konstanty, ktera zgjisti, Ze integrujeme-li pravdépodobnost pres cely fazovy prostor je
roven tento integré roven jedné. Pravdépodobnost P(r, p) je tedy Umérna

P(r,p) dr d®p e i dPrddv . (8.76)

Z tohoto vyrazu nyni odvodime tfi rozdélovaci funkce: rozdéeni vektoru rychlosti, rozdéeni slozky
rychlosti arozdéeni rychlosti molekuly.

8.4.1 Rozdéeni vektoru rychlosti
Nyni chceme urcit stfedni pocet molekul f (7, v) d*r d®*v spolohami v objemu vymezenem r, r + d®r
arychlostmi v oblasti vymezené v, v + d3v. Protoze v = p/m, pro tento pocet plati

7YLV2

fir,v)dPrdv=Cce’ 2 drd’p |, (8.77)

kde C' je normovaci konstanta, uréena z podminky

//f(r, v)bPrdv=N |, (8.78)
(r) (v)
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tedy seCteme-li molekuly v celém fazovem prostoru, dostaneme celkovy pocet molekul plynu N.
Integrujeme-i nyni rovnici (8.78) pres prostorove soufadnice, tedy pres vsechny mozné polohy mole-
kuly v konfiguraCnim prostoru, dostaneme objem nadoby V. Kvadrat vektoru rychlosti |ze napsat jako
v? = v2 +v} +v? aproto Boltzmannlv faktor vevztahu (8.77) | ze napsat jako soutin Boltzmannovych
faktorll, pritemz kazdy integrujeme pres jinou slozku rychlosti. Mame

cV /f(v)d?’v = CV /f% dvx) (/fvy dvy> (/fvz dvz> —
v)

3 o
— v / flo)dv,| =CV / - dvm} —N , (879
kdeintegra
/ e gy, = 28 (8.80)
Gm
|ze snadno urcit pomoci substituce
Bm
T =47 — Vg
2

stejné jako v pripadé vztahu (6.15). Obdobné dostavame

1% ( 21 ) ~N (8.81)
Bm
atedy
N [(pm)?
=—|—=— ) 8.82
¢ \%4 ( 27 ) ( )
Pro hledanou rozdéovaci funkci tedy plati
3. _ Mmoo\ _me?
f(v)d v_n(%k T) e 5 Py | (8.83)

kden = N/V jecasticovahustotamolekul plynu. V argumentu rozdé& ovaci funkce f (v) jsmevynechali
proménnou r, protoze rozdélovaci funkce nezavisi na poloze, takze rozlozeni rychlosti molekul plynu
v konfiguratnim prostoru je homogenni . Rozdélovaci funkce f(v) d®v udava stiedni pocet molekul
v jednotkovém objemu, které maji rychlosti v intervalu v az v+ d3v. VEmnémesi dale, Zev argumentu
funkce f(v) na pravé strané rovnice (8.83) nevystupuje v, ae pouze velikost rychlosti molekuly v,
takze

f(0) = f(v) . (8.84)

Toto vyjadfuje skuteCnost, ze pravdépodobnost toho, Ze ndhodné vybrana molekula plynu bude mit
rychlost v, zavisi pouze na velikosti rychlosti molekuly a nikoli na jejim sméru. Nalezena rozd& ovaci
funkce je tedy v rychlostnim prostoru izotropni.
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8.4.2 Rozdéeni dozky rychlosti

Nyni odvodime rozdé&eni jedné slozky rychlosti, napfiklad v, tedy stfedni poCet molekul v jednotce
objemu se z—ovou sloZkou rychlosti v intervalu v,, v, + dv,, bez ohledu na velikost ostatnich slozek
rychlosti. Toto rozdél eni |ze snadno dostat ze vztahu (8.83) integrujemeli tuto rozdé ovaci funkci pres
v, avy,, tedy ty slozky rychlosti na nichz nam nezélezi a mohou proto nabyvat libovolnych hodnot.

Dostavame
g(v,)dv, = / / flv,) v =
(ve) (vy)
m g M (2142142
- (%k T> / e 3T () du, oy dv. =
(va) (vy)
- 2
m 3 mv?2 mv2
=n (27rk T>2 e =T / e o du, | du, =
)
2
B n( m >%egtkv7§ 2k T d
n 2wk T m =
takze vysedny vztah je
g(v,)dv, =n (27rk T) e 27 du, (8.85)
aten je opét normalizovan, tedy
/ g(“z) dvz =n . (886)

Rozdé ovaci funkce (8.85) matvar Gaussovy kfivky apro molekuly kyslikuadvéteploty plynuT" = 300
a600 K je zobrazenav grafu naobrazku 8.4.

Va&mnéme si jeste, Ze rozdélovaci funkci (8.83) |ze prepsat jako
lf('v) Po — lg(vm) dvx} [g(vy) dvy} [g(vz) dvz} ’ (8.87)
n

n n n

a proto pravdépodobnost, Ze vektor rychlosti molekuly leZi v intervalu v az v + dv je rovna sou-
Cinu pravdépodobnosti, ze jednotlivée slozky rychlosti 1eZi v odpovidajicich mezich. Vidime tedy, ze
jednotlivé slozky rychlosti molekul se chovaji jako statisticky nezavisié veliciny.

Stfedni hodnoty

Rozd&eni sdozky rychlosti je tedy dano Gaussovym rozdé&enim, které je centrované ve v, = v, =
v, = 0, takZe stfedni hodnotarychlosti

U, =0, =0,=0 (8.88)
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1x1018

8x10V/

(v2)

6x101"/

4x1017

Pocet molekul g

2x1017

—1000 —500 0

v [m/s]

Obrazek 8.4: Rozdéeni slozky rychlosti pro kyslik ateploty 77 = 300 K a7, = 600 K. V grafu jsou
pro obé kfivky vyznaCeny stfedni kvadratické rychlosti.

a stfedni kvadraticka odchylkarychlosti je

17 KT
V2 =0l == — / v f(v)dv, = — | (8.89)
n m
kde jsme vyuzili vzorce pro vypocet urcitého integralu typu
i 2 —ax? 1 -3
I,= [ z°€ dr = ia 2/ (8.90)

0

a skutecnosti, Ze integrovana funkce je suda. Z rovnice (8.89) lze snadno dostat vztah pro stfedni
kinetickou energii molekuly ve sméru osy, napfiklad =

—mv?=— | (8.91)

tedy vztah, ktery bychom oCekéavali aplikaci ekviparticniho teoremu.
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v+dv

Obrazek 8.5: 2-D reprezentace kulove slupky v niz leZi konce vech vektor( rychlosti molekul s veli-
kosti zintervaluv av + dv.

8.4.3 Rozdéeni rychlosti molekul

DalSi veliCinou, kteranés bude zajimat je stfedni pocet molekul v jednotce objemu F'(v) dv svelikostmi
rychlosti v = |v| vintervaluv av+ dv. Tento poCet samoziejmé dostaneme postitanim molekul sdanou
rychlosti v jednotkovém objemu, bez ohledu na sméry vektortl jejich rychlosti. Tedy z rovnice (8.83)

F(v)dv = /f(v) v (8.92)
kde integrujeme pres vsechny rychlosti, které splinuji podminku
v <|v]<v +dv (8.93)

takze pres vdechny rychlosti molekul, jgichz vektory konci v kulové slupce s vnitfnim polomérem v a
vnégSim polomérem v + dv, viz obrézek 8.5. Objem této lupky je 4mv? dv aproto

F(v)dv =4mn ( )E Ve B do (8.99)

m
2nk T
Odvozena rozdélovaci funkce se nazyva Maxwellovo rozlozeni rychlosti molekul plynu (viz obréa
zek 8.6) abylo poprvé odvozeno skotskym fyzikem James Clark Maxwellem v poloviné devatenactého
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Obrazek 8.6: Maxwellovo rozdéeni rychlosti molekul pro kyslik, pro teploty 7' = 300 K (plnacara) a
T, = 600 K (Carkovana céara). V grafu je vyznatena nejpravdépodobnési rychlost (plna cara), stfedni
rychlost (teCkovana Cara) a stfedni kvadraticka rychlost (Cerchovana ¢ara) pro Maxwellovu kFivku
odpovidgjici 7" = 300 K.

stoleti. Tato rozdélovaci funkce je samoziejmé opét normalizovana na ¢asticovou hustotu plynu, tedy

o0

/F(v) dv=n . (8.95)

0

Seznal osti rozdél ovaci funkcejenyni velmi snadné spocitat stfedni hodnoty rychlosti molekul, pfipadné
jglich ngjpravdépodobngsi rychlost.

StFedni rychlost

Stfedni rychlost molekul plynu dostaneme snadno z rozdélovaci funkce (8.94)

17
v-;/vF(v)dv —47r(
0

[e o]

§ 7YLU2 ij
)2 / e B dy = oL (8.96)

™m

m
27k T
0
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takze
5= 2L (8.97)
™m
P¥i integraci jsme pouZili vzorec pro vypoCet urciteho integralu typu
[ 3 —ax? 1 —2
I3= [ xz°e dr = 3¢ . (8.98)
0
Stfedni kvadraticka rychlost
Podobné stfedni kvadratickou rychlost |ze ziskat a nasledujiciho vztahu. Plati
17 moND [ 4w 3k T
2 - = 2 = 4o 5pT = —
v? = n/v Fv)dv =4 (27rk T) /v e 27 dv — (8.99)
0 0
tedy
kT
v =/ (V?) = Sk : (8.100)
m

kde v;, je stfedni kvadraticka rychlost. Pfi integraci jsme pouZili vzorec pro vypoCet urcitého integrau
typu

oo

3 _s
I, = /:c4 e’ dy = ga’iﬁ . (8.101)

0

> s

N¢ pravdépodobng si rychlost

Nejpravdépodobnéjsi rychlost molekuly odpovida maximu Maxwellovy funkce. SpoCteme ji tedy jako

extrem Maxwellovy funkce
dF(v)
dv

pu— O y
tedy

) e ()’ & [0 g o] o
dv_WQWkT dvv _WZWk:T UUT a

Po vydéeni celé rovnice v maximu nenulovym faktorem

3
A7 ( ) ? v eJZnTvT2
2wk T ’
dostaneme rovnici
(2—wv @) =0
kT ’

jgimz feSenim obdrzime nejpravdépodobnési rychlost

[2kT
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Kapitola 9

Grandkanonicky soubor

Dosud jsme popisovali systemy pomoci mikrokanonického a kanonického statistického rozdéleni.
Spoletnou podminkou pro aplikaci téchto rozdéleni bylo, Ze potet ¢astic vech systeml, které tvori oba
zminéné statistickée soubory je konstantni. Splnit tuto podminku je vSak pro systémy v nichz probihgji
chemické nebo jaderné reakce, ionizace a rekombinace Castic a dalSi procesy pfi nichz se méni pocty
Castic jednotlivych slozek systému nemozné. Navic, pro odvozeni kvantovych statistik s pouzitim
napriklad kanonickéeho rozdéleni by bylo nutné splnit podminku

d n=N | (9.1)

tedy, Ze seCtemeli poCty Castic n,. nalézgjici sevevsech kvantovych stavech r, dostaneme cel kovy pocet
castic systému N. Tato podminka podstatné komplikuje napriklad odvozeni kanonickych particnich
funkci arozdé ovacich funkci pro systémy bosont nebo fermiontl. Nejjednodussim FeSenim zminénych
problémii je vypusténi pozadavku nakonstantni poGet &astic systemu avytvoreni tzv. grandkanonického
statistického souboru. Systemy tvorici tento statisticky soubor si mohou s tepelnou lazni vyménovat
kromeé energiei Castice, pfiCemz chemicky potencial Castic zkoumanéeho systému atepelné lazné, tedy
zaroven i zasobniku ¢astic, je konstantni. Makrostav systémtl tvoricich grandkanonicky soubor |ze tedy
specifikovat nasledovné

T,V u]

kde T" = konst je teplota tepelné 1azng, V' = konst je objem systému a iy = konst je chemicky
potencidl Castic systému i tepelné lazné (viz obrazek 9.1). Zatimco v kanonickém souboru fluktuovala
pouze energie systemil v grandkanoni ckém souboru fluktuujejak energietak i pocet ¢astic jednotlivych
systémul.

V této kapitole negjprve odvodime grandkanonickou rozdéovaci funkci a potom pomoci grand-
kanonické particni funkce nalezneme souvislost s termodynamickymi velicinami. Vysledky z této
kapitoly pouzijeme v dalSi kapitole k odvozeni kvantovych statistik.
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izolovana soustava AQ g ©O) NO

AE N

tepelnd 1azen + z4sobnik castic

A E, N

- zkoumany systém

Obrazek 9.1: Maly zkoumany system A avelkatepelnalazen A’, ktera zaroven funguje jako zasobnik
Castic pro systém A. Celasoustava A©) jeizolovanaanemiize si tedy s okolim vyméhovat ani energii
ani Castice.

9.1 Grandkanonickérozdéeni

Dfive nez odvodime grandkanonickou rozdé& ovaci funkci, zkonstruujeme grandkanonicky statisticky
soubor. Kanonicky soubor jsme vytvorili jako soubor nesmirného poctu systemil, které jsou vechny
ve styku s tepelnou 1azni teploty 7', maji stejny objem V' a stejny pocCet Castic N, pficemz kazdy
systém statistickeho souboru je v urCitém p—stavu. Grandkanonicky soubor nyni zkonstruujeme tak,
Ze vezmeme mnozinu kanonickych souboril pro vdechny mozné potty Castic zkoumaného systemu,
tedy N =0,1,2,3,....V tomto smyslu je tedy grandkanonicky soubor, jakymsi ’nadsouborem’ nad
souborem kanonickym.

Pro Ucely odvozeni grandkanoni cké rozdé ovaci funkce zavedeme podobné znaCeni jako v pfipadeé
odvozeni kanonické rozdél ovaci funkce. Zkoumany system oznaCime A av daném u—stavu bude mit
energii £, apocCet Castic N. Energii tepelnélazné A’ oznalime E’ apoCet Castic tepelnélazné N'. Cela
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soustava A(”) jeizolovana atedy jak jgi celkovaenergie £, tak i potet astic N(© jsou konstantni.
Stejné jako v pripadé kanonického rozdéeni predpokladame, Zze zkoumany systém ma vUuci tepelné
|&zni zanedbatelnou velikost, energii a poCet Castic, tedy

A < A |

E < E |, (9.2)

N <« N

Pro vztahy mezi jednotlivymi Castmi soustavy, jeich energiemi apocty Castic v pfipadeé slabée interakce
mezi zkoumanym systémem a tepelnou |azni plati

AO = A 4+ A
EO = E 4+ FE | (9.3)
NO = N4+ N

NaSim cilem nyni bude ngjit pravdépodobnost P, (E,, N), ze namatkou vybrany systém z grandkano-
nického souboru bude v r—tém p—stavu, atedy bude mit energii £, a poCet Castic N.

9.1.1 Odvozeni grandkanonické rozdélovaci funkce

Pfi odvozeni grandkanonicke rozdélovaci funkce budeme postupovat obdobné jako pfi odvozeni ka
nonické rozdélovaci funkce, tedy opét v nékolika krocich:

1. Vezméme jeden konkrétni p—stav r systému A, jemuz pfislusi energie £, poCet Castic N a
spoctéme pravdépodobnost P, (E,., N), Ze se systém A nachézi v tomto jednom p—stavu. Kolika
zplisoby I1ze v izolované soustavé A(©) realizovat r—ty u—stav systému A, kdyz Q,.(E,, N) = 1?
Hledany potet dostupnych p—stavil soustavy A©) je v tomto pFipadé roven soudinu dostupnych
p—stavl tepelné 1azné a zkoumaného systému, tedy Q,.(E,, N) - Q' (E',N') = 1 - Q'(E', N')
senergii a poCtem castic danych rovnicemi (9.3)

E = E9_-E, |
N = NO_N . (9.4)

V zhledem k tomu, Ze soustava A©) jeizolovan, plati zde hypotézaapriornich pravdépodobnosti,
atedy podlerovnice (4.2) je hledana pravdépodobnost

P, =C'EY-E, NO_N) | (9.5)

kde C’ je normovaci konstanta. PrepiSme nyni tento vztah pomoci Boltzmannovy rovnice pro
entropii tepelné lazné

S/

S'=knQ | tedy Q' =er (9.6)
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kde
S =8FEY—E. vO_y NO_N) | (9.7)

2. Nyni vyuzijeme skutetnosti, ze A < A, E, < E©, N <« N© arozvineme vztah v exponentu
rovnice (9.6) v Taylorovu fadu

1 1 oS’ oS’ oS’
Loipo ©_ 1 NO_ay - (o _ _
CS(BO B, VO-V.NO-N) = - (S 0V~ 550 Er 8N(O)N...) . (9.8)

kde vzhledem k (9.3) zanedbame dalSi ¢leny rozvoje. Porovnanim jednotlivych derivaci s|. ter-
modynamickym zakonem pro oteviené systemy

TdS = dE +pdV — udN | (9.9)
okamzité dostavame | a9 .

1 05 o

FON® R - K
kde 1 je chemicky potencid definovany vztahem (9.9). Prvni dva ¢leny rozvoje jsou vzhledem
k podmince V' = konst konstantni a pfispivaji k normovaci konstanté. Dostavame tedy

(9.11)

P, = Ce PErefuN — ¢ efN-Er) (9.12)

kde konstantu C', 1ze ur€it z normovaci podminky

1 _ _
S= S S (9.13)
N r N,r
kde opét sCitame pres vSsechny mozne p—stavy systému A, tedy pfes vsechny energie F,. a pocty
castic N. Funkci .
Z=2= D) NI N gl (9.14)
N T N,r

nazyvame grandkanonickou particni funkci. Vyslednou pravdépodobnost toho, Ze system A
nalezneme v jednom p—stavu r charakterizovaném energii E, a poctem Castic N |ze tedy zapsat
jako B
uN—E,
br=——F
Toto je hledanagrandkanonicka rozdé ovaci funkce. Pokud bychom chtéli pravdépodobnost toho,
Ze z grandkanonického souboru vybereme systém v libovolném p—stavu s energii E, a poCtem
castic V,,, museli bychom vySe uvedenou pravdépodobnost vynasobit stupném degenerace dané
energetické hladiny, pfi daném poCtu Castic systému.

(9.15)

V dalSim textu uvidime, Ze stejné klicovou roli jakou hrgje particni funkce v kanonickém souboru pfi
urcovani termodynamickych charakteristik systému, hragjei grandkanonicka particni funkce v souboru
grandkanonickém.
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9.2 Grandkanonicka particni funkce a termodynamické veliCiny

P¥i odvozeni vztahu mezi grandkanonickou particni funkci a termodynamickymi velicinami popisuji-
cimi makroskopické vlastnosti systemu vyjdeme z obecné Gibbsovy rovnice pro entropii,

S =—-k) PP (9.16)

kde P, je pravdépodobnost vyskytu r—tého u—stavu ve statistickém souboru dana rozdé ovaci funkci a
stitame pres vSechny dostupné p—stavy. Tuto rovnici jsme v tomto textu neodvozovali, plati vsak dosti
obecné pro rlizna statisticka rozdé eni. Konkrétné pro grandkanonicky soubor nabyvatvaru

S =-k) > PylPy | (9.17)
N T

kde P, je grandkanonicka rozdé ovaci funkce. Dosazenim grandkanonické rozdél ovaci funkce z rov-
nice (9.15) dostavame

E N
S :—kZZPTN[ﬁ,uN—ﬁETN—InZ]:?—’M—Jrk:lnz (9.18)
N r

T )
kde k Upravé vztahu pro entropii jsme pouzili vztahtl pro stfedni energii a stfedni poCet ¢astic zkouma-
ného systému

E=U =) Y EnxPn=)» EnPuw (9.19)
N r rN

N = %: Y NPy = EN: NPy . (9.20)

Porovname-li vztah (9.18) se vztahem pro grandkanonicky potencial Q = Q(T', V, i) znamy z termo-
dynamiky
Q=E—-TS—uN — S5 =—-"__ (9.21)
jehoz diferencial je
dQ = —SdI —pdV — Ndu . (9.22)
Porovnanim rovnic (9.18) a (9.21) dostaneme dulleZity vztah mezi grandkanonickou particni funkci
Z = Z(T,V, u) agrandkanonickym termodynamickym potencidlem Q
Q=—-kTlhZ . (9.23)

Tento vztah je podobné klicovym pro vypoCet termodynamickych vlastnosti systému v grandkanonic-
kém souboru jako byl vztah mezi kanonickou parti¢ni funkci a volnou energii v kanonickém souboru.
Pomoci grandkanonického termodynamického potencidu lze jiz pomoci znamych termodynamickych

vztahli urcit entropii
oQ
S =— <6—T> , (9.24)
Vip
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b= < g_‘f} ) (9.25)
T,p

N (@) | (9.26)
op
TV

tedy makroskopické charakteristiky systému.

tlak

a pocet ¢astic zkoumaného systému
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Kapitola 10

Kvantove statistiky

V této kapitole odvodime rozdéovaci funkce pro idedlni plyny bosonli a fermiont, tedy pro sys-
témy Castic se zanedbatelnou vzgemnou interakci s tim, ze nyni vezmeme striktné v Gvahu jgich
kvantovou podstatu. Tento pristup umozni spravné popsat chovani idednich plynlipro 7T — 0 K a
vyhnout se problému s nerozliSitelnosti ¢astic, ktery byl diskutovan v 6. kapitole jako Gibbsliv para-
dox. Odvozene kvantove statistiky, tedy Fermi—Diracovu a Bose—Einsteinovu, budeme potom v dalSich
kapitolach aplikovat napriklad na popis rozlozeni energie v z&feni absolutné Cerného télesa, pomohou
nam pochopit jevy jako je supratekutost a supravodivost, chovani e ektronovéeho plynu v kovech nebo
odvodit podminky pro stabilitu degenerovanych hvézd. K odvozeni kvantovych statistik vyuzijeme
grandkanonickou rozdéovaci funkci, kterou jsme odvodili v minulé kapitole.

10.1 Rozdéeni castic z hlediska vlastnosti @

Vezmémeplyn sestavajici z NV identickych €astic bez vnitfni struktury —tedy vzajemné nerozisitel nych,
ktery je uzavien v objemu V. Stav takovéeho systému Castic |ze popsat 3V prostorovymi soufadnicemi
v&ech Castic plynu ¢; a N soustavami kvantovych Cisel s;, z nichz napfiklad soustava s; urcuje slozky
hybnosti a orientaci spinu i-té Castice. Z kvantové mechaniky je znamo, Ze negjuplngsi informaci
0 systému poskytuje tzv. vinova funkce systému

v = ‘11(81,82 ..... sN)(q1a q2,-- -, q3N) . (101)

Vzhledem k tomu, Ze Castice plynu jsou vzgemné nerozliSitelng, vezmeme-li libovolné dvé Castice
a vyménime jgjich polohy musi byt vysledny stav systemu &astic identicky s plivodnim. Toho Ize
dosahnout dvéma zplisoby, které uréuji symetrii vinové funkce pfi vymeéne jakychkoli dvou &astic
systému. Symetrie vinové funkce systemu castic je dana hodnotou spinu Castic tvoricich systém.
Z hlediska symetrie vinove funkce se v prirode vyskytuji dva druhy Castic:
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1. Bosony
Bosony jsou Castice s celoCisedlnym celkovym spinem, tedy spinovy moment hybnosti je
0, h, 2h, 3h, . . .. Prikladem takovych Eastic jsou fotony, mezony nebo jadra 3He. Z kvantovée
mechaniky vyplyva, ze tyto Castice maji symetrickou vinovou funkci, ktera nemeéni znaménko
pri vymeéne libovolnych dvou €astic systému. Tuto skutecnost |ze vystiZzné zapsat takto

\11(81752 ..... SN)(...,(]Z‘,...,QJ‘,...) :\11(51752 ..... SN)(...,(]j,...,qZ‘,...) . (102)

Dlsledkem je, Ze v ngakém kvantovém stavu s miize byt souCasné libovolny pocet astic.
Systémy bosontll jsou popsany tzv. Bose-Einsteinovou (B—E) rozdé ovaci funkci.

2. Fermiony
Fermiony jsou Castice s poloCiselnym celkovym spinem, tedy spinovy moment hybnosti je
sh,3n,5h, ... Prikladem takovych €astic mohou byt elektrony, protony, neutrony nebo jadra
3He. Z kvantové mechaniky vyplyva, Ze tyto €astice maji antisymetrickou vinovou funkci, ktera
meéni znaménko pfi vymeéne libovolnych dvou €astic systému
\11(31732 ..... SN)(...,qi,...,q]-,...):—\I’(SLSQ ..... SN)(...,C_]j,...,qi,...) . (103)
Vzhledem k nerozliSitelnosti Castic je jasng, ze vysdedny stav systému po vymeéneé castic musi
byt stejny jako prfed vymeénou. Toto je viak spinéno vzhledem k tomu, Ze stav systému, tedy
napriklad pravdépodobnosti vyskytu castic v danych polohach nebo stfedni hodnoty velicin
popisujici system a podobné jsou dany vyrazy typu
U™ dg! = | U2 dgf (10.4)

nebo

F = / TUFU*dg/ (10.5)
viz Clanek 2.2.1, kde se vyskytuje modul kvadrét vinové funkce.
Antisymetrie vinové funkce fermiontl ma vsak jeden nesmirné dillezity diisledek. Predpokla-
degjme, Ze mame dvafermiony ¢ a j ve stejném kvantovém stavu s. Nyni vymeénme polohy obou
téchto Castic. Vzhledem k tomu, ze Castice jsou nerozlisitelné musi platit

ale vzhledem k tomu, Ze se jedna o fermiony, musi zaroven platit rovnice (10.3). Obé tyto
podminky souCasné Ize splnit jen v jediném pripadg, jei

U=0 . (10.7)

Vidime, Ze Zadny kvantovy stav nemiize byt obsazen vice nez jednim fermionem. V pripadé
fermiond, na rozdil od bosontl, je tedy kazdy kvantovy stav obsazen bud jednou nebo Zadnou
castici. Tento princip platny pro fermiony byl zformulovan v roce 1924 Wolfgangem Paulim aje
znam jako Pauliho vylu€ovaci princip. Systémy fermiond jsou popsany tzv. Fermi—Diracovou,
(F-D) rozd&ovaci funkci.
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Symetrievlnovych funkci bosontl afermiontl jeklicovapro odvozeni rozdé ovacich funkci pro oba
druhy ¢&astic. Zatimco bosonil Ize v konkrétnim kvantovém stavu nalézt libovolny pocet pro fermiony
plati, Ze v daném stavu je bud jedna nebo zadna castice.

10.2 Formulace problemu

Mémeideani plyn N identickych Castic uzavieny v objemu V/, ktery je v termodynamické rovnovaze
stepelnou lazni teploty T'. Zavedme nasledujici oznaceni:

1. Oznatme kvantoveé stavy dostupné jednotlivym Casticim plynu jako r nebo s.

2. OznaCme energii Castic apocet Castic ve stavu r jako ¢, an,.. Z pfedchoziho ¢lanku je ziggmé, Ze
pro vSechnar musi platit
n., = 0,1,2,3,....N pro B-E statistiku
n, = 0,1 pro F-D statistiku . (10.8)

Zaroven musi pro celkovy pocCet Castic v systému N platit vztah

N=>n . (10.9)

3. V&echny dostupné kvantove stavy celému plynu oznaCime jako R.

Pokud jsou interakce mezi Casticemi zanedbatelné malé, tedy plyn je blizky idedlnimu, celkovaenergie
plynu Er je
Er =ni€; +ngeg +nzes +--- = Z Ne€, (10.10)

kde sCitame pres vSechny dostupné stavy Castice. Vzhledem k tomu, Ze celkovy pocet Castic v systému
je N musi byt zarovef splnéna podminka (10.9).

Nyni nam ptijde o odvozeni kvantovych rozdé& ovacich funkci (kvantovych statistik) pro fermiony
abosony, tedy o vypocet stfednich hodnot poctl ¢astic 7, v jednotlivych kvantovych stavech s. Tato
Uloha je snadno FeSitelng, pokud zname particni funkce bosonového a fermionového idedlniho plynu,
tedy

7 = Z e BERr __ Z e B(ni€e1+n2ea+nzez+.. Z e*ﬁ(n1€1+n262+n363+...) _

ni,mne,...

_ ZZZ B(nie1+nzea+nzez+...) ’ (10.11)

ny n2 N3
kde soucet se bere pres vSechny mozneé stavy R celého plynu, tedy pres vsechny mozné pocty Castic
ny, na, ... V jednotlivych kvantovych stavech r, avsak se souCasnym splnénim podminek (10.8) a
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(10.9). Protoze vyraz e #tmeatnzetnsat..) /7 ydava pravdépodobnost, Ze n, Eastic nagjdeme ve stavu
1, ny Castic ve stavu 2 a podobné, dostavame pro stfedni poCet Castic ve stavu s atedy pro kvantové
statistiky vztah

_— ZR Ng g Blmertnaeztnzes+...) B Zm,nz,...ns g B(nieitnzeztnzest+...) (10.12)
Nng = ZR e—ﬁ(n151+n252+n3e3+...) o an,ng,... e—ﬁ(n151+n262+n363+...) .
nebo-li,
1 10 10Z 10z
n. — — - Y —B(niertnaeatnses+...) | _ 4
s - € = - =— . 10.13
Tz Z < B Oe ) BZ Oes B Oes ( )

R

Odvozeni kvantovych statistik jsme tedy redukovali na odvozeni particnich funkci bosonového a
fermionového plynu. Bohuzel se ukazuje, Ze vypocet particnich funkci kvantovych idealnich plynii je
vzhledem k podmince (10.9) matematicky velmi komplikovany. Proto pro odvozeni Fermi—Diracovy a
Bose-Einsteinovy statistiky pouzijeme namisto kanonického grandkanonické rozdél eni, jehoz aplikace
cely problém vyrazné usnadni. Kanonickou parti¢ni funkci pro ilustraci spotteme pouze pro fotonovy
plyn jehoz chemicky potencia je nulovy apro néjz neni specifikovan celkovy pocet ¢astic. V diisledku
toho neni nutné splnit podminku (10.9), coz vede k podstatnému zjednoduSeni odvozeni. Z kano-
nické parti¢ni funkce fotonového plynu potom odvodime tzv. Planckovu statistiku, kteraje specidnim
pripadem B-E statistiky pro bosony s chemickym potencidlem . = 0.

10.2.1 Planckova statistika

Jizjsmeuvedli, fotonovy plyn je plynem neinteragujicich bosont s nulovym chemickym potencidlem a
s nespecifikovanym celkovym poctem Castic, takze pro ng neplati podminka (10.9). V zhledem k tomu,
Ze jde o bosonovy plyn, v kazdem stavu r mlize byt libovolny pocet fotont, tedy

n,=0,1,23... . (10.14)

Pro kanonickou particni funkci fotonového plynu Z., tedy dostaneme (viz rovnice (10.11))

0o o0 00
Z7 = Z Z Z . e_ﬁ(n151+n252+n363+...) _

n1=0n2=0n3=0

— (i eB"Kl) (i eB"m) (i e5"363> coe= ﬁ (i eﬁ”r€r> .(10.15)

n1=0 no=0 n3=0 r=1 nyr=0

Podivejme se nyni detailngji navztah v zavorce za multiplikatnim znaménkem

doelrer—1yefrpeopetop (10.16)

n,=0
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Evidentné se jedna o soucet nekonetné geometrickéfady sa, = 1 aq = e € (0, 1), ktery tedy
vzdy konverguje. S pouzitim znamého vzorce

(10.17)

tedy dostaneme

oo 1
—Onrer __
e = (10.18)

ny,=0

pficemz particni funkce fotonového plynu je

Z, =] (ﬁ) (10.19)

r=1

ajgi logaritmus
s 1

Fotonovou, nebo-i Planckovu statistiku nyni obdrzime dosazenim do vztahu (10.13)

10InZ, B 1

e = e (10.21)

I, =

Tento vysledek pouzijeme pozdgi k odvozeni rozlozeni energie ve spektru tzv. absolutné cerného
télesa.

10.3 Kvantové statistiky

Nyni odvodime Fermi—Diracovu a Bose-Einsteinovu stati stiku pomoci grandkanonického statistického
souboru. Pfipomeinme, Ze systémy tvorici grandkanonicky statisticky soubor si mohou s tepelnou lazni
vymeénovat jak energii, tak i Castice, takze celkovaenergiei poCet Castic v systemech tvoricich statisticky
soubor jsou proménné. Tato skutecnost nam umozni opustit podminku (10.9) apodstatnétak zjednodusi
odvozeni zminénych kvantovych statistik.

Stav plynu jejednoznatné dan poCtem Casticnq, na, . . ., n;, . . . Vjednotlivych kvantovych stavech
senergiemi €y, €s, ..., €, .... V tomto stavu r masystem NN Castic a celkovou energii E, n
N=>n |, By =) nie . (10.22)

Grandkanonicka particni funkce (9.14) tedy je

Z — Z Z eB(NN_Er,N) — Z eﬁ[u(nl—l—ng—l—...)—(n151+n252+...)] ’ (1023)
N r

ni,ne,...
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pri¢emz v pripadéfermiond stitameod 0 do 1 av pripadé bosonii od 0 do nekonetna(viz rovnice (10.8)).
Pravdépodobnost, ze naleznemen, ¢asticv kvantovem stavu 1, n, €astic v kvantovem stavu 2 apodobné
je tedy dana grandkanonickou rozdé ovaci funkci

@Blu(nitnat...)—(nier+nzea+...)]

Z

Py = P(ni,ny,...) = (10.24)

Citatel tohoto zlomku | ze upravit sougin faktor{l vztahujicich se vzdy k jednomu kvantovemu stavu

gilu(nitnet..)—(mertnzeat.. )] _ dBu—er)mi+pp—e2)nzat..] _ fBlu—er)m | gBlu—e2)nz (10.25)

astejnym zplisobem | ze upravit také grandkanonicka particni funkce ve jmenovateli

z = Z Z o eB[,u(ernng...)f(n161+n262+...)} — Z Z o (eﬁ(u*q)m . eB(,ufez)Vm - ) —

= Y e Y gl (10.26)
ni n2

Grandkanonickou particni funkci |ze tedy zapsat jako

z=1]z . (10.27)
=1

kde

Z; =Y el (10.28)
Dosadime-i vztahy (10.27), (10.28) a (10.25) zpét do rovnice (10.24) dostaneme
P(ny,ny,...)=[[P(ni) (10.29)
=1
kde
g@B(u—ei)ni

Pi(ni) = ——— (10.30)

je pravdépodobnost, Ze v kvantovém stavu ¢ nalezneme n; Castic. Vidime, Ze pravdépodobnost vyskytu
P;(n;) zavisi pouze na samotném stavu ¢ a nikoli na obsazeni stavll ostatnich j # i. Fyzikané je to
diisledkem skutetnosti, Ze €astice uvazovaného kvantovéeho plynu spolu neinteraguji a tedy celkova
energie plynu Ize napsat ve tvaru souctu energii Castic v jednotlivych kvantovych stavech (viz druhy
vztah (10.22)).

Pro stfedni pocCet Castic ve stavu r atedy pro hledané kvantovée statistiky tedy dostaneme

edlb=cmi 1 91n 2,
= > n.P(n,) = 2o, e i (10.31)

zZ; B ou ’

kde v pripadé fermiont stitame od 0 do 1, v pfipadé bosonti od 0 do nekonetna. Odvodme nyni pomoci
vy3Se odvozenych vztaht F-D a B—E statistiku.
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10.3.1 Fermi-Diracova statistika

Pro jednocasticovou grandkanonickou particni funkci fermionového plynu plati

1
2=y el =4 @) (10.32)

n;=0
takZe pravd&podobnost P(n..), Ze ve stavu r nalezneme n,. Castic je

eB(u—ei)ni @B(u—ei)ni

B ==z — =1 gwa (10:33)
Pro stfedni pocet Castic ve stavu r tedy dostavame
10InZ 1
oz, _ (10.34)

Ny = B 8[& == 93(57'_M) + 1 ’

coz je hledana Fermi—Diracova statistika, ktera byla v roce 1926 odvozena italskym a anglickym
fyzikem Enrickem Fermi a Paulem Diracem. Vzhledem k tomu, Ze e®(c—#) > (), stfedni pocet ¢astic
v r—tém stavu jem,. € (0, 1), coz je v souladu s omezenim danym Pauliho principem. Jei ¢, — oo,
n, — 0. Chemicky potencié fermionového plynu je dan podminkou

S S SRR w05

10.3.2 Bose-Einsteinova statistika

Nejprve ur€ime jednocasticovou grandkanonickou particni funkci bosonového plynu. Plati

Z; =) el (10.36)

cozjepro e’—) < 1, tedy pro i < €; Soutet konvergentni geometrickéfady sa, = 1 aq = e+,
Pouzitim vztahu pro soucet nekonecné geometrické fady (10.17) dostaneme

1
Pro stfedni pocet Castic ve stavu r tedy dostavame
10lnZ 1
= 102 (10.38)

B op  elew_1 '

coz je hledana Bose-Einsteinova statistika, kterou odvodil v roce 1924 indicky fyzik Satyendra Nath
Bose. Poviimnémesi jedné duil ezité vl astnosti chemi ckého potenci alu bosonového plynu, kteravyplyva
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z jak podminky konvergence geometricke fady (10.36), tak i ze skuteCnosti, ze 77, > 0. Aby obé tyto
skutecnosti byly v platnosti, chemicky potencial bosonti musi byt mensi nebo roven nule, tedy

(<0 (10.39)

pro libovolny bosonovy plyn. Vzhledem k tomu, Ze (== > 1, miize se ve shodé s kritériem danym
vztahem (10.8) byt pocet bosonii ve stavu r libovolny od 0, 1,2, ..., N, pfiéemz chemicky potencial
je dan podminkou

Z Z (er 5T (10.40)

10.3.3 Klasickalimita kvantovych statistik
V Clanku 8.1 jsme ukazali, ze podminkou pro to, abychom mohli idealni plyn povazovat za klasicky
je, Ze stfedni pocet Castic 7, v kazdem kvantovém stavu je mnohem menSi nez jedna, tedy
n, <1 , provsechnar . (10.41)
Dosadime-i zam,. F-D (znaménko +) a B—E (znaménko -) statistiku dostavame
1

eBler—p) L1
V zhledem k tomu, Ze pro splnéni uvedené podminky je nutné aby

<1 . (10.42)

411 (10.43)
Ize ve jmenovateli zanedbat jednicku a podminku zjednodusit
el = e 1 | (10.44)
Kvantové statistiky se tak zredukuji do tvaru
I, = e Perefr (10.45)

Postitame-i stfedni potty ¢astic v jednotlivych kvantovych stavech, dostaneme stiedni pocet Eastic N
systému
N=) m=e"> e’ =27(V)e" | (10.46)

kde Z, (T, V') jejednocasticova particni funkce klasického ideal niho plynu. Vyjadiime-li z této rovnice
¢len €°* adosadime do rovnice (10.45) dostaneme pro kvantoveé statistiky v klasicke limité
Nefer

A ’
coz je klasicka Maxwell-Boltzmannova statistika. Klasickou limitou kvantovych statistik tedy je
Maxwel|-Boltzmannova statistika.

(10.47)

n, =
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Kapitola 11

Aplikace Bose—Einsteinova rozdéeni

V této kapitole nejprve ukazeme pouziti Bose-Einsteinova rozdéleni na fotonovy plyn a odvodime
funkci popisujici rozlozeni energie elektromagnetického zérfeni ve spektru takzvaného absolutné Cer-
ného télesa— ACT. Abychom fyzikané demonstrovali podstatu historického dosahu, ktery mélo fedeni
tohoto problému, odvodime nejprve na zakladé zakonl klasicke fyziky nespravny tvar hledané roz-
délovaci funkce Rayleigh—Jeansliv zakon a potom kvantové, s vyuzitim Bose-Einsteinovy statistiky
odvodime funkci spravnou, tzv. Planckliv zakon. Z ného pak ziskame zakony, které byly pro zafeni
absolutné cerného télesa historicky znamée z termodynamiky jiz pred jeho odvozenim: Wienliv zakon,
Wenliv posunovaci zakon a Sefantiv—Boltzmanniiv zakon. DalSim prikladem aplikace B—E rozdéleni,
kterym se budeme zabyvat je studium vzniku tzv. Bose-Einsteinova kondenzatu. Jedna se o idealni
bosonovy plyn za velmi nizkych teplot, kdy vykazuje nékteré velmi zajimavé fyzikani vlastnosti. Ty
souvisgji stim, Ze pod urcitou teplotou obsadi vétSina Castic bosonovéeho plynu energetickou hladinu
s nulovou energii, coz umoznuje v makroskopickém méfitku sledovat kvantové procesy. Vytvoreny
model vzniku B—E kondenzatu potom aplikujeme na vznik a vysvétleni supratekutosti, ktera se po-
zoruje u kapaného *He s teplotou mensi nez 2,17 K. Vlastnosti Bose-Einsteinova kondenzatu jsou
v souCasné dobé intenzivné experimental né studovany.

11.1 Zareni absolutné Cerného téesa

Jak jsmejiz uvedli, feSeni problému nal ezeni rozdé ovaci funkce pro vyzarenou energii ve spektru ACT
mélo na pocatku 20. stoleti zasadni vyznam pro historii moderni fyziky. UZitim metod termodynamiky
ukéazal Kirchhoff v roce 1859, Ze spektrum viastniho* zareni, kterévyzaruji zahfate pevnelatky, nezavisi
na druhu latky, Upravé €i barvé jejiho povrchu, ale pouze na teploté latky a vinové délce. Lze tedy

Terminem viastni zAFeni t&esa rozumime, Ze téleso neodraZi zadné zareni prichazejici z venti, ale dokonale je pohilti.
Je jasng, ze kdyby t&leso zafeni z venku odrézelo musela by zfejmé hledana funkce u ) zaviset jak na spektru z vngisku
dopadajiciho zareni tak na spektralni reflexivité povrchu télesa. Toto je diivod prog zavadime déle definovany pojem ACT.
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T=konst

spektrograf

Obrazek 11.1: Prakticka realizace ACT slouZici k experimenta nimu méfeni spektra zareni ACT.

ocekavat, ze hledana rozdé ovaci funkce bude mit tvar
uy = konstf(\,T) (11.1)

kde u(\) je hustota energie elektromagnetického z&feni vyzafena na vinové délce A a f je hledana
rozdé ovaci funkce, kterastejnéjako jinérozdé ovaci funkce (naprf. Maxwellovo—Boltzmannovo rozdée-
lenf) nelze uréit z termodynamickych Gvah. Definujme nyni pojem ACT. Jde o t&l eso zahfaté natepl otu
T, které vedkeré dopadajici zareni pohlcuje avyzafuje jen zafeni viastni. ACT |ze prakticky realizovat
jako dutinu v pevné latce, ktera je zahfata na teplotu 7'. V takove dutiné vznikne elektromagnetickée
zatent, kteréje v termodynamické rovnovaze se sténami nadoby. K e spektralni analyze zareni ACT lze
do dutiny navrtat otvor, kterym dopada dovnitf dutiny jen velmi malo svétla a kdyz ngaké dopadne,
mnohaodrazy nasténach otvoru adutiny se pohlti, takze pozadavek, ze ACT zaFi pouze svym vlastnim
anikoli odrazenym svétlem, je s velkou presnosti spinén (viz obr. 11.1).

11.1.1 Rayleigh—Jeansllv zakon

Jednim z prvnich vaznych pokusli teoreticky odvodit tvar hledané rozdélovaci funkce uskutetnili na
konci 19. stoleti lord Rayleigh a James Jeans s vyuZitim ekviparticniho teorému. Pfi odvozeni postu-
povali tak, Ze uréili potet vinovych modi stojatych vin v duting ACT na jednotku objemu, s velikosti
vinového vektoru v intervalu k, k + dk. Toto odvozeni jsmejiz podrobné provedli v kapitole o Debye-
ove teorii tepelnych kapacit pevnych latek (¢lanek 7.3.3) a nebudeme ho jiz opakovat. Vysledkem byl

vztah

2 2
AmkTdk R g (11.2)

dk = =
ok (2m)3 272
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kde £ je velikost vinového vektoru a g;, je hustota vinovych modl s danymi velikostmi vinovych
vektorll. S vyuzitim disperzni rovnice elektromagnetickych vin

w=kc , (11.3)

kde c jerychlost svétlave vakuu dostaneme pro potet vinovych modi sfrekvenci v intervalu w, w + dw
v jednotkovém objemu dutiny ACT vztah

u)z w2
2123 723
kdefaktor 2 napravéstranérovnice pfed zZlomkovou Carou zohl ediuje skuteCnost, Ze vektor el ektrického
pole elektromagnetické viny E mtize mit pro dany vinovy vektor k dvé nezavislé polarizace.

0, 0w =2 dw (11.4)

Nyni aplikujeme na systém el ektromagnetickych vin v dutiné ekviparticni teorém, jehoz platnost
pro klasické systémy, tedy systémy se spojitym rozlozenim energie jsme dokazali v ¢lanku 6.3.1. Na
elektromagnetické zareni Ize nahlizet jako na souCasné oscilace elektrickeho a magnetickéeho pole,
pficemz elektrické a magnetické pole predstavuji vzdy jeden stupen volnosti, tedy stfedni energie
v jednom vinovém modu el ektromagnetického zareni je podle klasicke fyziky
kT
o =
pric¢emz pocet vinovych modu s frekvencemi z intervau w, w + dw je dan rovnici (11.4). Pro stfedni
hodnotu hustoty energie elektromagnetickych vin uvniti ACT s vyge uvedenymi frekvencemi tedy
dostaneme vynasobenim vztah(i (11.5) a (11.4) hledanou rozd&ovaci funkci, tzv. Rayleigh-Jeansiiv
zakon

£=2 KT (11.5)

U(w)tw =2 g, dw = %uﬂ dw . (11.6)
Jak tato rozdé ovaci funkce vystihuje pozorovana spektra ACT? Ukazuje se, Ze Rayleigh—Jeansiiv
zékon dobre vystihuje tvar dlouhovinné Casti spektra, ale zcela selhava pro kratkovinnou oblast.
Spottéme celkovou energii vyzarenou ACT, tedy
/ﬂ(w) dw = ]{;—T3 widw — oo . (11.7)
0 e 0
Tento integral evidentné diverguje, tedy celkova energie ACT jde k nekonetnu, coz je fyzikané
zcela absurdni vysledek. Pro tuto skuteCnost se vzilo oznaCeni ultrafialova katastrofa, mimo jiné také
proto, Ze hodnota funkce u(w) dana Rayleigh—-Jeansovym zékonem z&sadné selhava (dava mnohem
VESI hodnoty) pravé v ultrafialove oblasti spektra. Na druhou stranu velmi dobre vystihuje spektrum
el ektromagnetického zareni v radiove oblasti, proto se Rayleigh—Jeanstiv zakon dodnes pouzivav ra-
dioastronomii. Problém ultrafial ove katastrofy se poda¥ilo vyfesit Planckovi v roce 1900 ' uhadnutim’
spravné rozdél ovaci funkce, kterou je mozno teoreticky odvodit jen za cenu opusténi predstavy o spo-
jitém rozdéeni energie el ektromagnetického zareni. Tato zména nahledu na el ektromagnetické zareni
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Obrazek 11.2: Planckovy kfivky pro rlizné teploty el ektromagnetického zareni.

predstavovala ve své dobé skuteCnou revoluci ve vyvoji fyziky, ktera pfedznamenala vznik fyziky
kvantové, ktera se vyznatuje diametrané odlisnym nahlizenim na fyzikalni systemy, zegfména v tom
sméru, ze energie véech systémll v prirodé je kvantovana a jen vzdalenost energetickych hladin ve
srovnani s tepelnou energii systému rozhoduje o tom, zda pouZiti klasicke fyziky je jeSté adekvatni
nebo ne.

11.1.2 Planckiv zakon

P¥i odvozeni Planckovazakonavyjdeme z kvantove predstavy € ektromagneti ckého zareni. Kazdy mod
elektromagneticke viny v duting ACT si |ze predstavit jako y—stav stav fotonu s kvantovanou energii
ahybnosti

e=hw (11.8)
p=hk . (11.9)
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11.1. Z&feni absolutné cerného télesa

Podle fotonove statistiky odvozené v ¢lanku 10.2.1 je stfedni pocet fotonll v daném p—stavu s s energii
€; = hw dan vztahem

1 1
. = = 11.1
M T e 1 w1 (11.10)
aproto stfedni energie pfipadajici najeden py—stav s energii fiw je

Potet ;i—stavill senergii e, = hw v jednotce objemu dutiny ACT je roven po&tu modi el ektromagnetic-
kychvinsfrekvenci w, w+ dw, ktery jedan rovnici (11.4). Vysledny vztah pro stfedni hustotu energie
ACT jetedy
_ _ w2 hw h w3
Tlw) o = ow) ho T dw = S dv = oo G

Toto je znamy Planckilv zakon, ktery zcela spravné vystihuje rozlozeni energie ve spektru ACT.

do . (11.12)

Nizkofrekvencni a vysokofrekvencni limit Planckova zakona

1. Nizkofrekvencni limit
Pro nizkofrekvencni limit, i.e. dlouhovinnou oblast spektra el ektromagnetického zareni, plati

hw
hw = — 11.13
takze exponencidu v Planckoveé zakonu |ze aproximovat prvnimi dvéma Cleny Taylorovy fady
hw hw
T o~ ] 4 — 4 11.14
ek + T + ( )

Po dosazeni do Planckova zakona dostavame

h w? kT
kT

coZ jejiz znamy Rayleigh—Jeansiiv zakon.

u(w) dw =

2. Wsokofrekvencni limit
Ve vysokofrekvencni, i.e. kratkovinng, limité Planckova zékona je

hw
hw=-— 1 11.16
tedy e’ >>> 1, takZe ve jmenovateli Planckova zakona lze zanedbat jednic¢ku. Planckiv
zakon tak prejde do tvaru
_ h w3 hw3 _ hw

Tento vztah je znamy pod nazvem Wenliv zakon?, ktery dobfe aproximuje kratkovinnou oblast
spektrazareni ACT abyl znam jiz pred nal ezenim Planckovazakona. Wientiv zakon hral kligovou
roli pfi Planckové nalezeni spravného tvaru rozdé ovaci funkce energie ve spektru ACT.

2Pozor na terminologicky zmatek. Wientiv zakon a Wienliv posunovaci zakon jsou dva riizné fyzikalni zakony.

143



KAPITOLA 11. APLIKACE BOSE-EINSTEINOVA ROZDELENI

11.1.3 Wienllv posunovaci zakon

Wienliv posunovaci zakon udava vinovou délku maxima Planckovy funkce. K odvozeni tohoto zakona
je ngjprve nutno zménit nezavisle proménnou v Planckove zakonu (11.12) z frekvence w na vinovou
délku \. Tuto zménu proménnych uskuteénime snadno vyuzitim transformagnich vztahtl
¢ d  dx 8
W= 27TX — W = —271'? , (11.18)
kde znaménko minus pouze vyjadfuje skutecnost, zZe roste-i \, klesa w a neni pro dalsi odvozeni
dlilezitée. Po dosazeni do Planckova zakona (11.12) dostaneme

B 8the  dA

Poloha lokalniho extrému Planckovy kfivky je dana podminkou
du(\)
= . 11.2
o =0 (11.20)

Derivovanim pfepsaneho vztahu (11.19) adosazenim do predchozi podminky dostanemetranscendentni
rovnici

5(684+1)=x€" | (11.21)
kterou | ze snadno FeSit numericky, pricemz jgi feSeni je

. he
kT Ao

—4,9651142 . (11.22)

Tento vztah se obvykle nazyva Wienliv posunovaci zakon vyjadrujici vinovou délku maxima Planc-
kovske kfivky An.. askuteénost, Ze soutin teploty ACT avinové délky maxima Planckovy kFivky je
konstantni. Zvy&ime-li tedy teplotu ACT, vinova délka maximavyzafovani se posune ke krat&im vino-
vym délkam a naopak. Pravé pro tuto skuteCnost ziskal tento zakon do svého pojmenovani privlastek

"posunovaci’. Obvykle se piSe vetvaru

b
=_ 11.2
)\mam T Y ( 3)

kdeb = 2.8977685 x 10~% K m je tzv. konstanta Wienova posunovaciho zakona.

Wienliv posunovaci zakon ma sve vyuziti v astrofyzice, pfi uréovani povrchovych teplot hvézd.
Vzhledem k tomu, Ze spektrum hvézd Ize relativné dobre aproximovat zarenim ACT, Ize ze spek-
troskopickych méfeni urCit vinovou délku naniz hvézda zafi nejvice (laicky jednoduSe barvu hvézdy) a
jelim dosazenim do vztahu (11.23) urcit povrchovou teplotu hvézdy. V tabulce 11.1 udavame priklady
nékolikajasnych hvézd severni oblohy, jgich povrchové teploty abarvy.
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Tabulka 11.1: Vztah barvy a povrchové teploty nékterych jasnych hvézd severni oblohy.

Jméno hvézdy Souhvézdi Povrchovateplota[K] Barva
Antares Stir 3300 jasné Eervena
Aldebaran Byk 3800 nacervenala
Slunce 5770 Zluta
Procyon Maly pes 9250 bila

Sirius Velky pes 11 200 modrobila

11.1.4 Stefantv—Boltzmann(v zakon

Integrujeme—i Planck{iv zakon pres frekvence, dostaneme celkovou hustotu energie zafeni ACT step-
lotou T’

[e o]

h w3
= . 11.24
=g | (11.24)
Pouzitim substituce x = fiw/kT dostaneme
kAT w2kt
= = ———T"=al* 11.25
R / e 1%~ ol A (11.25)
kde hodnotu urcitého integralu
T3 4
/ ef_ - dr = % (11.26)
0

Ize nalézt v tabulkach urcitych integralU.

Celkovou hustotu energie ACT lze prepotist na celkovy vykon P vyzafeny do poloprostoru
jednotkou plochy ACT. Prepotet hustoty energie na vykon se projevi pouze zménou konstanty a
nebudeme ho detailné odvozovat. Vysedny vztah se nazyva Stefan—Boltzmanniiv zakon

P=oT* | (11.27)

kde
¢ w2kt -8 —2 4
c=-a=———=25,670400 x 10"°Wm “K (11.28)
4 60c2h3

a nazyva se konstantou Sefan—Boltzmannova zakona.

11.2 Bose-Einsteintiv kondenzat

B-E kondenzét je ideani plyn bosonli s nenulovou hmotnosti, ktery se pfi ochlazeni pod uritou
kritickou teplotu 7, stava degenerovanym a vykazuje nékteré nesmirné zajimave kvantove vlastnosti.
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Toto chovani pfedpovédd v roce 1925 Albert Einstein a v roce 1938 ztotoznil Fritz London projevy
podobné predpovézenym vlastnostem B—E kondenzatu s chovanim atomll “He ochlazenych teploty
blizkou absolutni nule. Jadrem vysvétleni podivnych vlastnosti B-E kondenzétu je skuteCnost, ze
vzhledem k tomu, Ze pro bosony neplati Pauliho vyluGovaci princip, maji tendenci shromazdovat se
zavelmi nizkych teplot na ngniZsi, energetické hladiné s nulovou energii. Pfechod B—E plynu v B—-E
kondenzat ma charakter fazového prechodu, avsak béhem prechodu nevznika zadné rozhrani mezi
"normanim’ bosonovym plynem a B—E kondenzéatem.

11.2.1 Vznik B-E kondenzatu

Pfi popisu fazového prechodu B-E plynu v B-E kondenzéat vyjdeme z B—E rozdéeni popisujici

bosonovy plyn

1
efles—p) — 1 7
které udava stfedni poCet Castic v jednom p—stavu s energii e,. Pro celkovy poCet Castic systému musi
platit

(11.29)

Nng =

1
N=> w1 (11.30)

kde sCitame pfes vsechny u—stavy.

Jsoui energetické hladiny velmi blizko sebe, tedy Ae < kT 1zetuto rovnici prepsat semiklasicky
pomoci integralu s vyuzitim vztahu (3.16) pro hustotu stavll w(e) v okoli energie e, ktery jsme odvodili
v ¢lanku 3.1.2. Pro celkovy pocet p—stavll Q(e) v energetickém pasu €, € + de dostavame
47V \2m3/?

h3
Dosazenim této rovnice do vztahu (11.30) a nahrazenim sumace integraci dostaneme vyraz pro Casti-
covou hustotu bosonového plynu

N 4nyomd? [ NG
ny=-— = 73 / S 1 de . (11.32)
0

Qe) = w(e)de = Vede . (12.31)

Vv

Budeme-li nyni ménit teplotu systému pfi soucasném zachovani ¢asticoveé hustoty bosonii (tedy n;, =
konst) je samozigme nutng, aby se souCasné s teplotou meénil i chemicky potencia bosonového plynu
1.V €lanku 10.3.2 jsme ukazali, ze chemicky potencid bosonovéeho plynu s nenulovou hmotnosti Castic
je vzdy zaporny, tedy 1 < 0. Mé&li tedy prava strana rovnice (11.32) zlistat konstantni pfi klesgjici
teploté musi se chemicky potencid zvétSovat a priblizovat zdola k nule. Pomoci vztahu (11.32) 1ze
definovat minimani (limitni) teplotu 7" = T, takovou, ze chemicky potencid je nulovy, tedy 1 = 0.
Tato teplota je danaintegralem

[e.e]

N 4nx/2m3/? NG
v = 3 / e de (11.33)

0
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ktery 1ze pomoci substituce z = ¢/kT, prevest naintegra jehoz hodnotu miizeme nalézt v tabulkach
urcitych integraltl. Vysledny vztah je

N [(2emk TN | 2 T vz 2mrmk T\ */2
0

kde Ciselny faktor na pravé strané rovnice je roven vyrazu v hranaté zavorce.

Podivnym dtisledkem rovnice (11.32) a skutetnosti, ze chemicky potencial bosonového plynu je
vzdy zéporny je, ze B—E kondenzat nelze ochladit pfi konstantni hustoté na teploty 7' < T... Pfi¢inou
teto nesrovnalosti je, ze rovnice (11.32) plati pouze pro teploty 7' > T... Pro niZsi teploty je nutno tuto
rovnici modifikovat. Selhani rovnice (11.32) je zplisobeno tim, Ze jsme spravny kvantové mechanicky
pristup v rovnici (11.30), tedy soucCet pres diskrétni energetické hladiny nahradili semiklasickym
pristupem, tedy integralem pres energie s vyuzitim vztahu pro hustotu energetickych stavil. Klesai
v&ak teplotak nule, roste populace bosonll na nulove energetické hladingé. Taje vsak vzhledem k tvaru
zavidosti hustoty energetickych stavil na energii (11.31) v integrau (11.32) kompletné zanedbana,
protoze 2(0) = 0. Pro vy&Si teploty toto zanedbani nehraje velkou roli, pro nizké teploty, kdy je nulova
energeticka hladina obsazena nezanedbatelnym poctem bosonll jiz musi byt jeji role zapottena. To
udéame tak, ze k integralu (11.32) pripotteme stfedni potet bosont na nulté hladiné i1, tedy bosony,
které maji nulovou energii ¢ = 0 ahybnost p = 0, tedy vyraz

_ 1
Pro celkovy pocet bosonli v systému pfi teplotach T < T, tedy dostaneme
1 47/ 2m>/? T Ve
= m + V h3 / eG(E_N) — 1 dE y (1136)
0

kde prvni ¢len na pravé strané této rovnice dava stfedni pocet bosonll s energii e = 0 ahybnosti p = 0,
(11.35) adruhy ¢len ma vyznam stfedniho poctu bosoni s energii ¢ > 0 ahybnosti p > 0, tedy

o0

_ 47/ 2m>/? Ve
Neso =V 13 / e 1 de . (11.37)

0

Nad teplotou 7., je stfedni potet bosonll na nulové hladingé zanedbatelny a prvni ¢len na pravé
strané rovnice (11.36) miizeme zanedbat. Pro teploty 7' < T, se chemicky potenciadl bliZi extrémné
blizko nuleapodlerovnice(11.35) rychleroste pocet Castic nahladinésnulovou energii. PoCet Castic na
hladinachse > 0, lzepro T < T, aproximovat vztahem (11.37), v némz chemicky potencid polozime
roven nule. Dostavame tak integral

. 47T\/§m3/ 2 T €
Neso =V e / 632/: ] de (11.38)
0
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Obréazek 11.3: Pomér stiedniho poctu bosont snulovou energii 72; k celkovému poctu bosonii v systému
N jako funkce poméru teplot 7'/T., kde T, je teplota fazového prechodul.

ktery 1ze urcCit obdobné jako integra (11.33), pfiCemz vysledek je podobny vztahu (11.34), jen misto
teploty T, zde vystupujeteplotaT < T..

n 2mmk T\ %/
”;0 — 261 < ””}; ) . (11.39)

Zevztah(l (11.34) a(11.39) Ize vyjadrit pomér pottu ¢astic n, naenergetické hladiné senergii e = 0 a
hybnosti p = 0 k celkovému poctu Castic bosonového plynu N

3
N-m n T2
% _ Nne>o g n;o 1 (7) , (11.40)
protoze
3
. T\
”]\jo - (T) . (11.41)

Graf naobrazku 11.3 zobrazuje zavislost danou rovnici (11.39), tedy pomér pottu bosontise = 0
k celkovému pottu bosonli v systemu. Z grafu vidime, Ze pro teploty 7' > T.. je poCet bosonli s nulovou

148



11.2. Bose-Einsteinliv kondenzat

energii zanedbatelny. Klesai teplota pod teplotu fazového prechodu T, rychle se zvySuje poCet
cadtic s energii e = 0 a hybnosti p = 0. Bosony, které se koncentruji na nulové energetické hladiné
formuji tzv. Bose-Einsteinovu kondenzaci. Skutecnost, Ze za velmi nizkych teplot ma vétSina Castic
nulovou energii a hybnost, se makroskopicky projevuje nesmirné zgjimavym jevem, ktery se nazyva
supratekutost. Vzhledem k tomu, Ze viskozita se vztahuje k transferu hybnosti, ktera je pro bosony
formujici B—E kondenzét nulova, je nulova také viskozita. Totéz plati také o tlaku, protoze vnitfni
energie B—E kondenzétu je samoziejmé nulova

11.2.2 Tepenakapacita B-E plynu

Odhad tepelné kapacity B—E plynu pro T < T, je relativné jednoduchy. Vzhledem k tomu, Zze B—E
kondenzat ma nulovou energii, k vnitfni energii B—E plynu pfispiva pouze i, €astic, z nichz kazda
maenergii ~ k7. Z rovnice (11.41) tedy dostavame

Té
E~m..okT = Nk (—2) . pro T<T. | (11.42)
T2

atedy odhad molarni tepelné kapacity cy,,, je

) T\?
CVm ™ 5R <i) , pro T<T, . (11.43)
Z presngSich modell plyne
3
T\ 2
cvm = 1,93R (?) , pro T<T., . (11.44)

Na obrazku 11.4 je zobrazeny priibéh cy,,, v zavidosti nateploté. Z grafu je patrng, ze cy,,, pii teploté
T. je vySSi nez klasicka hodnota 3/2 R k niz se pfi vySSich teplotach bliZi. Pri teplotach nizsich nez T,
klesa tepelna kapacita k nule, ve shodé se tfetim termodynamickym zakonem.

11.2.3 Supratekutost *He

Atomy *He maji nulovy spin ajsou to tedy bosony2. Z experimentll je znamo, Ze hélium zanorméaniho
tlaku zlistava kapané i za nejnizSich teplot, které Ize laboratorné dosahnout. Snizujeme-li postupné
teplotu *He, zaznamename pri teploté presné 7. = 2,17 K prudkou zménu jeho vlastnosti. Zatimco
kapalné *He se nad touto teplotou chova se jako jakakoli jina bézna kapalina, *He zchlazené pod tuto
teplotu ziskava nékteré na prvni pohled nepochopitel né viastnosti. Abychom od sebe odliSili tyto dva

3Zdlraznéme, Ze v tomto &lanku mluvime pouze o 3He jehoz atomy jsou bosony. Vyklad se tedy netyka >He, jehoz
atomy jsou fermiony. U 3He se sice pod teplotou ~ 10~3 K ojevuje supratekutost, ale jeji fyzikalni interpretace je zcela
jin&
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Obrazek 11.5: Experimentané zméfena teplotni
zavislost tepelné kapacity kapalného “He, které je
Ve rovnovaze se svymi nasycenymi parami.

Obrazek 11.4: Teoreticky predpovézené chovani
molarni tepelné kapacity ¢y, v blizkosti fazového
pfechodul.

stavy kapalného “He zavadi se pro helium sT > T, oznateni Hel apro heliumsT < T, Hell. Helium
|1 manulovou viskozitu aentropii anekonetnou tepelnou vodivost. V diisledku téchto svych viastnosti
velmi rychle protéka tenkymi kapilarami, v rotujici nadobé tvori kvantované viry, samovolné vyteka
z neuzaviené nadoby (proti gravitacni sile) nebo ponofime-i do kapalného He Il tenkou kapilaru
a zahfejeme ji tfeba dopadgjicim svétlem, z vrcholu kapilary zatne podobné jako z fontany stfikat
kapalné helium. VSechny tyto jevy jsou diisledkem supratekutosti He 11, kterou u *He objevil v roce
1937 rusky fyzik Petr Leonidovi¢ Kapica. VEtSinu viastnosti He Il |ze vysvétlit tzv. dvoutekutinovym
modelem, ktery predpoklada, ze He 1l se chova jako smés normalni kapaliny a supratekuté kapaliny,
prficemz tyto dvé faze se spolu navzaem neovliviuji. V tomto ohledu model vzniku B—E kondenzatu
zhruba vystihuje vlastnosti He ll.

Podivejme se naodvozenou zavid ost tepel né kapacity B—E kondenzétu (obr. 11.4) asrovngmeje)
s experimenta né zméfenym priibéhem tepel né kapacity pro *He (obr. 11.5). Experimentalni kfivka pro
“He pripominatecké pismeno \. Proto se tento fazovy prechod mezi He | aHe Il nazyva \—pfechod a
teplota prechodu \—bod. Jista podobnost obou grafli vedliav roce 1938 Londona k my3ence, Zze A\—bod
‘He Ize vysvétlit vznikem B—E kondenzatu. Paralela mezi vznikem B—E kondenzatu a chovanim “He
vSak zdaleka neni dokonala To je dano zejména skuteCnosti, ze pfi vytvareni modelu vzniku B—E
kondenzatu jsme predpokladali ided ni bosonovy plyn, zatimco kapalné hélium mak ided nimu plynu
nepochybné dal eko.
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11.2.4 Supravodivost

Ctenafemoznav souvislosti se supratekutosti napadne, zda nel ze podobné vysvétlit také supravodivost,
ktera se za nizkych teplot pozoruje u nékterych kovii adlitin. V pripadé supravodivosti je cely problém
mnohem komplikovang§i tim, ze elektrony, které vedou elektricky proud ve vodicich jsou fermiony
atedy diky Pauliho principu nemtlize vyznamna el ektronova popul ace obsadit hladinu nulové energie
stejnéjako bosony pfi vzniku B—E kondenzatu. V roce 1957 vsak fyzikove Bardeen, Cooper a Schrieffer
ukéazali, zejistaparalela s B—E kondenzatem zde je. Podle tzv. BCS teorie (podle jmen autor{l) mohou
za velmi nizkych teplot dvojice volnych elektronll s opatnymi spiny vytvorit za asistence krystalove
miizky tzv. Cooperovy pary*, které se chovaji jako jedna Castice s nulovym spinem, tedy jako boson.
Popis této interakce zasahuje hluboko do kvantove fyziky a nebudeme se o né proto pokouSet. Na
Cooperovy pary lze vsak jakozto na bosony aplikovat teorii vytvorenou pro B—E kondenzét, jejimz
dllezitym disledkem je supratekutost B—E kondenzatu. Cooperovy pary za nizkych teplot jsou tedy
supratekuté a mohou se bezztratové pohybovat uvnitf kovu nebo dlitiny. Diky svému elektrickému
naboji pak samoziemé mohou bezztratove prenadset elektrické proudy.

4Terminem Cooperovy pary je my3eno Cooperovy dvojice.
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Kapitola 12

Aplikace Fer mi—Diracova rozdéeni

Aplikace Fermi-Diracova rozdéleni zaznamenaly zasadni Uspéch zeiména v oblasti fyziky kovl pfi
popisu vlastnosti volnych elektronli v kovech, tzv. e ektronového plynu, termoemise a vlastnosti nékte-
rych polovodi¢h. Dal$i dileZitou oblasti aplikaci je astrofyzika, kde se s ispéchem pouZziva pri popisu
vlastnosti a stability degenerovanych hvézd tzv. bilych trpadlikli a neutronovych hvézd. Tyto hvézdy
jsou poslednim vyvojovym stadiem hvézd hlavni posloupnosti, pficemz horni limitni hmotnost pro
existenci bilych trpaslikl je priblizné 1,4 nasobek hmotnosti Slunce, tzv. Chandrasekharovo kritérium
apro existenci neutronovych hvézd je horni limit hmotnosti hvézdy pfiblizné 2,5-ti nasobek hmotnosti
Slunce, tzv. Oppenhei mer—\olkovovo kritérium.

12.1 Elektronovy plyn v kovech

Strukturou pevnych latek a odvozenim termodynamickych vlastnosti ideal nich harmonickych krystal Ui
jsme se jiz zabyvali v 7. kapitole. Pfitom jsme vSak opomenuli skuteCnost, Ze v pfipadé kovovych
krystall, je vnitfek kovu vyplnény volnymi elektrony, jejichz chovani 1ze prirovnat k chovani molekul
idedlniho plynu uzavieného v nadobé objemu V. V pripadé kovl je nadobou v niZ jsou elektrony
uzavieny vnitfek kovu a sténami nadoby jsou povrchove plochy kovového vzorku. V této kapitole
budeme predpokladat, Ze pocet volnych elektronll pripadajicich na jeden atom kovu odpovida poctu
valencnich el ektronll daného atomu, a ze vol né el ektrony se mohou pohybovat skutecné volné po celém
vnitfnim objemu kovu. Dal e predpokl adejme, Zejednotlivé volné el ektrony nasebe navzajem neplisobi,
coz |ze ospravedinit rusenim silovych (¢inkl zaporné nabitych elektrondl a kladnych iontl krystalovée

TR 24

hustota volnych elektronti n, tedy pomér
N

= — 121
= (121)

kde IV je potet volnych elektronli v kovu a V' je vnitfni objem kovu.
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f(e)

dN(g)
de

Obrazek 12.1: Fermiho funkce pro elektronovy _ _

plyn pfi T = 0 K. Stfedni podet &astic ve stavech Obrazek 12.2: Graf zobrazujefunkci dN (e)/ de
Vef(e) vyjadfujici poCet Castic ve fermionovem
plynu senergiemi vintervalue, e+ depro7 = 0 K.

senergii mensi nez je Fermiho energie 1o jejedna,
stfedni poCet Castic ve stavech s energii V&S nez
je Fermiho energie je nula.

12.1.1 Fermi-Diracovo rozdéeni pro elektronovy plyn

Fermi-Diracovo rozdéeni pro elektronovy plyn manasledujici tvar
N(e) = & : (12.2)
er + 1
kde N (¢) je pocet volnych elektronll v energetickém pasu (e, € + de) aw(e) je hustota energetickych
stavll tomto v energetickém pasu. Jednotlive energetické stavy odpovidaji kvantovym energetickym
stavlim &astice v 3D krabici vymezené nekonetné vysokymi potencidlovymi bariérami. Stacionarni
energetickée stavy takoveho systému jsou dané rovnici
h2
= gy
Tomuto energetickemu spektru odpovida hustota stavil, kterou jsme jiz odvodili v ¢lanku 3.1.2 s tim
rozdilem, Ze diky dvéma rliznym orientacim spinu el ektronu mohou v kazdém energetickém stavu ko-
existovat 2 elektrony. Hustota energetickych stavil elektronového plynu je tedy 2x vétsi nez uidedniho

plynu

Jo iy 32 0 Jedyde =123, (12.3)

w(e) = 82—3Vm3/2\£ =CVye (12.4)
kde o
C=13 3/2 (12.5)
Vyjdeme-i nyni z F-D rozdéeni, které budeme dale oznaCovat terminem Fermiho funkce
fle) = % (12.6)
er +1
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12.1. Elektronovy plyn v kovech

Tabulka 12.1: Casticova hustota elektronového plynu N /V, Fermiho energie 11, Fermiho teplota ./ k
aFermiho rychlost /2mjuo pro nékolik kovl. (Zdroj: [6].)

Kov (N/V)/1028 Lo TF/104 UF/106
[m~?] [ev] [K] [ms™]

Li 4,70 4,72 548 1,29
K 1,40 2,12 2,46 0,86
Cu 8,45 700 812 1,57
Au 5,90 551 6,39 1,39

adosadime-li vztah pro hustotu energetickych stavli dostaneme rozdé ovaci funkci

€
E— [

N(e)de = CV/ef(e) de = C’VL de (12.7)
ert + 1

j€jiz prtibéh pro rtizné teploty plynu je znazornén na obrazku 12.4. Priibéh samotné Fermiho funkce
f(e) vyjadiujici stfedni poCet Castic v daném kvantovém stavu pro rlizné teploty a danou Fermiho
energii je naobrazku 12.3.

Elektronovy plyn pfi teploté 7' =0

Pri teplotéT" = 0 K jsou vSechny volné el ektrony v nejnizSich moznych energetickych stavech, pficemz
energii ngjvyssiho obsazeného energetického stavu vyjadfuje tzv. Fermiho energie po. V dalSim textu
uvidime, Ze Fermiho energieje slabou funkci teploty. Proto symbolem 1., budeme znacit Fermiho energii
proT = 0 K asymbolem ;. Fermiho energii pro 7" > 0 K. Pravdépodobnost obsazeni energetického
stavu s energii e < o jerovna 1l a pravdépodobnost obsazeni energetického stavu s energii € > g je
rovna 0. Toto usporadani vystihuje graf Fermiho funkce pro 7" = 0 K viz obrazek 12.1.

Distribucni funkce el ektronového plynu vyjadrujici pocet elektrontl v plynu s energii e, e + de pri
teploté 7" = 0 tedy je

N(e) = CVy/e €< o
N = 0 €> lp . (12.8)

Graf této funkce je na obrazku 12.2.

Z vySe uvedenych vztahil |ze snadno vyjadrit Fermiho energii 1 pfi 7' = 0. Plati

Ho HO
N = / N(e)de = CV / Vede = cv%ugﬁ (12.9)
0 0
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1 OF ==~ =T *
. L ~. \\ B
L S \\ o= 5 eV i
L N \ i
| N \ R — T = 300 K _|
0.8 I N ]
L N ———- T=6500K |
L \‘\\ -
| N - T =13 000 K _]
0.6 N
—~ [ \ ]
w = \ -
~— \
" L \‘\ i
0.4 \\‘\‘ 7
= \ \‘\ —
L v i
L \\ \\‘ i
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Obrazek 12.3: Fermiho funkce pro fermionovy plyn s Fermiho energii 5 €V a teplotami 300 K, 6
500K a13 000 K.

a o tedy je

3N \7* 2 3N\
— - (== . 12.1
Ho <20V) 8m <7TV) (12.10)

Fermiho energie je velmi dllleZitou charakteristikou fermionového plynu. Z pravé odvozeného vztahu
vyplyva, ze 1o = po(N/V'). Fermiho energie kovl jsou typicky nékolik eV.

Spoctéme nyni stfedni hodnotu energie volného elektronu elektronového plynu pfi 7' = 0 K.

oo Ho
_ 1 OV [y 20V 3
e—N/eN(e)dE— N /e de = Py = pHo (12.11)
0

0

Vzhledemk rel ativnévelkym Fermiho energiim kov, |ze do znatnémiry uplatnit tyto vysledky ziskané
proT = 0 K i pro pokojové teploty protoze pio > kT.
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12.1. Elektronovy plyn v kovech

12.1.2 Termodynamické vlastnosti elektronového plynu proT > 0

Pro celkovy pocet volnych elektronli v kovu N avnitini energii elektronového plynu E plati vztahy

N = [ N(e)de=CV [ é/2f(e) de (12.12)
[ros-]
a
E= [ eN(e)de =CV [ &2 f(e)de . (12.13)
[

I :/g(e)f(e) de (12.14)

kde g(€) je monotonné rostouci funkce, kteraje v nule nulovaa f(e) je Fermiho funkce, se nazyvaji
Fermiho integraly a neexistuje pro né analytické vyjadreni. Daji se viak snadno rozvinout do rychle
konvergujicich fad.

Vypocet Fermiho integralll

Nejprve s pouzitim pravidla per—partes dostaneme

I = FOf(5 - / Fo Y de (12.15)

kde
F(e) = /g(e) de . (12.16)

Vzhledem k tomu, ze F(0) = 0 a f(oco) = 0 je prvni Clen na levé strané rovnice (12.15) nula
Dostavame tedy

[ =- / F(e)d{j(;) de . (12.17)
0

Vzhledem k tvaru fermiho funkce je df (¢)/de ~ 0 s vyjimkou relativné malé oblasti v okoli fermiho
energie, kde tato derivace milize nabyvat znatnych hodnot. Integral |ze priblizné vyjadrit nasledujici
fadou

I =Fy(p)+

Fy(p) (12.18)
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Obrazek 12.4: Graf zobrazuje rozdé ovaci funkce fermionového plynu s 1o = 5 eV pro nékolik teplot.
Funkce dN(e)/ de o v/ef(€) vyjadfuje poCet Castic v plynu s energiemi v intervalu e, e + de.

kde 1. je Fermiho energie pro danou teplotu fermionového plynu a

Fy = F(p) (12.19)
P = (62—F) . (12.20)
oe* ) _,

V zhledem k rychlé konvergenci téchto fad jiZ prvni dva Cleny vétSinou poskytuji velmi dobrou apro-
ximaci spravného vysledku a pro naSi potfebu postaci.

Teplotni zavislost Fermiho energie

VypocCtéme nyni prvni integral (12.12), ktery nam umozni urcit teplotni zavislost Fermiho energie na
teploté plynu

N _2an [
o~ 3k /e fle)de (12.21)
0
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12.1. Elektronovy plyn v kovech

kde funkce g(e) = €'/2, atedy

[e.9]

2 2
F(e) = /61/2 de = 563/2 — R =17 (12.22)

0
. dQFo(N) 1 ~1/2

Dosazenim do rozvoje (12.18) pro dostaneme hledany vztah

Zr _z -z RS 12.24
o7 — 3t g Tk ( )

avyjadrenim . ziskame teplotni zavislost Fermiho energie

1 (7?]{; T) 2
1+ (—

8\
Tim jsme obdrzeli vztah, z néhoz Ize vyjadienim 1 odhadnout teplotni zavislost Fermiho energie
elektronového plynu. Jaka je presnost takovéeho odhadu, ktery je zalozen pouze na prvnich dvou
& enech rozvoje Fermiho integralu? Reknéme, Ze Fermiho energie kovu pouzeje 1 eV, co? je bezpetné
pod dolni hranici Fermiho energii z tabulky 12.1 ateplotak7T = 0.1 eV, coz odpovidapriblizné 1200 K.
Potom je druhy ¢len v rovnici (12.25) fadu pouze 10~2 a kdybychom zahrnuli dal$i ¢len rozvoje, jeho
velikost by byla pouze fadu 10~7. Vidime tedy, Ze zahrnuti pouze prvnich dvou ¢lenli rozvoje Fermiho
integralu je dostatujici. Vzhledem k tomu, Ze se Fermiho energie méni jen velmi méalo s teplotou, |ze
v druhém Clenu rovnice (12.25) nahradit Fermiho energii . jei hodnotou pro nulovou teplotu plynu,
tedy 1o avyjadrit tak teplotni zavislost

2/3

Ho = { (12.25)

1 ek
0= o |14 = (” ) (12.26)
8\ o
Tento vztah |ze dale zjednodusit, rozvineme-li vyraz v zavorce v Taylorovu fadu pro z =~ 0
—2/3 2
1+ x] ~1— 37 (12.27)
¢imz dostaneme
1 (7kT\?
=g |1— — (X (12.28)
12\ no

Jetedy vidét, Ze vzhledem k zanedbatel né velikosti Clenu kT’ / 1o je zab&nych teplot Fermiho energie
téméf konstantni a pouze velmi slabé klesa s teplotou.
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VnitFni energie elektronového plynu

Obdobnym zplisobem nyni spocteme teplotni zavislost vnitfni energie elektronovéeho plynu, tedy inte-
gra (12.13)
E 2 kT)>?
— 252 (mk T) ,u1/2

— = 12.29
cv 5 4 ( )
Za i |ze dosadit z rovnice (12.28) a dostaneme
_ 5/2 27 1/2
E 2 5 1 /(7nkT\? (tk T)? 1) 1 (7kT
— == 1- — 1- — 12.
cv -~ 5 [ 12(%) T M 12 \ 1o (12:30)
Tento vyraz | ze opét upravit rozvinutim ¢lendi v zavorkach v Taylorovu Fadu pro x ~ 0
)
[1—a?~1-— 5T (12.31)
1
1—a2]Y2~1-— 3% (12.32)
asvyuzitim vztahu
— = 12.33
dostaneme
E 3 5 (nkT\?
—_ = — 12.34
o= +12(M0) | (12:3)

kdejsmezanedbali ¢leny vySSiho nez prvnihofadu (my3eno ). Vzhledem k tomu, Ze mkT'/ 1o < 1 ato
az do znatnych teplot, vnitfni energie v tomto teplotnim rezimu téméf nezavisi natepl oté akvadraticky
roste az pri extrémné vysokych teplotach.

Tepelna kapacita elektronového plynu

Ze znalosti vnitfni energie elektronového plynu miizeme snadno spocitat Cf, elektronového plynu

. (0 7Nk (kT
- (L) () 1239

Tepel na kapacita elektronoveho plynu je tedy linearné rostouci funkci teploty a vedle tepelné kapacity
krystalové mrize prispiva k celkové tepelné kapacité kovl. Tento vysledek je v naprostém souladu
sexperimentalné zji&ténymi teplotnimi zavislostmi vodi &l (kovt) danych rovnici (7.4). Tuto skuteGnost
Ize dobfe experimentalné ovéfit zeiména za velmi nizkych teplot, kdy prispévek tepelné kapacity
elektronového plynu k celkové tepel né kapacité kovl je dominantni (viz obrazek 7.3). Za pokojovych
teplot Gini prispévek tepelné kapacity elektronového plynu k celkove tepelné kapacité vodicl pouze
nékolik procent z celkové tepelné kapacity.
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12.2. Sabilita degenerovanych hvézd

Entropie elektronového plynu

Entropie el ektronového plynu je dana znamym termodynamickym vztahem

T
e 2
:/C;YdT: Nk (@) . (12.36)

Termicka stavova rovnice elektronového plynu

Nyni mame vSe potfebné k vyjadfeni volné energie e ektronového plynu

T 2
FolU —TS=2Npg [1- 2 (™ , (12.37)
5 12 o
z niZlzejiz snadno dostat termickou stavovou rovnici € ektronového plynu
OF
=== ) 12.38
= (5). (1239

K tomu je ale nutno negjprve vyjadrit F' jako funkci objemu, coz snadno udélame tak, ze za fermiho
energii dosadime rovnici (12.10). Volna energie tedy nyni je

2/3 2 1/3
F=3N (ﬂ) Vs Lﬂj T) (32)—]%) v (12.39)

astavovarovnice

2N (3N)2/3 oo, Nk T)? (20)2/3 s _ 2N

P=g 6 3N 5V

12.40
- . (1240

2C

. 3 7k T\?
12 Ho

kde teplotné zavisly ¢len miizeme do teplot 7' ~ 10* K zanedbat a tlak fermionového plynu tedy

nezavisi nateploté, ale pouze na casticové hustoté plynu N/V ajeho Fermiho energii 1. Z uvedeného

vztahu je patrng, Ze pro diskutovany teplotni rezim elektronovéeho plynu plati stejné jako pro idealni
plyn rovnice

PV o=3U (12.41)

kde U je vnitfni energie elektronového plynu.

12.2 Stabilita degenerovanych hvézd

Hvézdy takzvané hlavni posloupnosti, k nimz patfi i Slunce, jsou stabilni diky tomu, Ze gravitacni
sila, kterd ma tendenci hvézdy smrstovat, je v kazdém misté uvniti hvézdy presné vybalancovana
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gradientem tlaku Zhavych plyni, k némuz u horkych hvézd prispivatake tlak zafeni. V kazdém misté
uvnitf stabilnich hvézd je tedy splnéna podminka hydrostatické rovnovahy

0g+Vp=0 , (12.42)

kde o je hustota plynu, g gravitatni zrychleni a p tlak plynu v daném misté hvézdy. Tepelna energie
byt hvézdy stabilni, musi v jgich jadrech existovat konstantni zdroj energie. Timto zdrojem jsou tzv.
termonuklearni reakce, pi nichz se za enormnich teplot a tlakt sluéuji lehka atomovajadra a vznikaji
jadratézsi. Napriklad u hvézd s hmotnosti blizkou Slunci je palivem reakce vodik a popelem helium.
Co sev5ak stane, kdyz hvézdé v jadru dojde veskere palivo? Teplotaatlak uvnitf hvézdy zacnou klesat,
prevladne gravitacni silaahvézdase zatne smrstovat. K onecny osud takovéto kol abujici hvézdy pritom
zavisi najeji hmotnosti.

Z astrofyziky je znamo, Ze hvézdy jsou tvofeny ionty a volnymi elektrony, tedy elektronovym
plynem. Béhem kolapsu hvézdy se zmensuje jeji objem a klesatak stfedni vzdalenost mezi elektrony
tvorici elektronovy plyn. Tento procespokracuje az do okamziku, kdy stfedni vzdal enosti mezi elektrony
jsou srovnatelné s vinovou délkou de Broglieho vin jednotlivych elektrontl. Elektronovy plyn ve
hvézdeé se stava degenerovanym. Vzhledem k tomu, ze ionty maji minimaneé o tfi fady vétsSi hmotnost
nez elektrony, jejich de Broglieho vinové délky jsou mnohem mensi nez u elektrondl. lontovy plyn
tedy neni degenerovany a jeho prispévek k celkovemu gradientu tlaku plisobicimu proti gravitaci je
zanedbatelny. Je to tedy zejména gradient tlaku elektronového plynu, ktery se stane tak velkym, ze
vyrovnagravitatni silu, ktera nuti hvézdu kolabovat a ustavi novou stabilni rovnovahu. Takto vzniklé
zkolabovang, kompaktni hvézdy se nazyvaji bili trpadlici.

V pfipadé hmotngjSich hvézd uz ani tlak el ektronového plynu nezabrani jjich kolapsu asmr&tovani
pokraCuje dale tak, ze elektrony se slucuji s protony a vznikaji neutrony — tedy opét fermiony. P¥i
tomto procesu z hvézdy unik& nesmirné mnozstvi neutrin azareni a probihapfi tzv. vybuchu supernov.
Vzhledem k velké hmotnosti neutrontl, jejejich de Broglieho vinovadé kamnohem mensi nez el ektrondi
a degenerovany neutronovy plyn se tedy vytvori az po dalsi, velmi vyrazné kontrakci hvézdy. Vznika
takzvana neutronova hvézda.

V této kapitole si naznalime nyni odvozeni limitnich hmotnosti pro existenci bilych trpaslik
tzv. Chandrasekharovo kritérium a neutronovych hvézd tzv. Oppenhei mer—\olkovovo kritérium. Dale
odvodime vztah mezi polomérem a hmotnosti bilych trpasliku.

12.2.1 Polomér bilych trpadikl

Podivejme se nyni na stabilitu bilych trpaslikil (dale BT) ponékud podrobngji. Celkovou energii dege-
nerované hvézdy F |ze napsat jako
E=FE,+E,, (12.43)
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12.2. Sabilita degenerovanych hvézd

kde E, je celkovakinetickaenergie degenerovaného el ektronovéeho plynu (kinetickaenergie iontového
plynujeproti ni zanedbatelnd) a £, je gravitatni potencialni energie. Pro jednoduchost predpokladejme,
Ze hustota BT je konstantni v celém jgjich objemu a spoCteme potenciani energii homogenni koule.

Plati
2T 2T
V = /// M(r r 2 sin 1 dr o dp = ///

-7 0 -7 0

r?sin ¥ dr d dp =

2T
2156 2 p— 3 M;
= —7mg rtsin 9 dr dd dp = ——I{—ﬂ' 0’RO*R7! g/{R , (12.44)

*
0 —m 0

kde x je gravitatni konstanta, o(r) = konst jeradié@ni rozlozeni hustoty ve hvézdé, M (r) je hmotnost
pod kulovou plochou o poloméru r se stfedem v centru hvézdy, faktor 2 sin ¥ vstupuje do integralu
v diisledku pouziti sférickych soufadnic, M, je hmotnost hvézdy a R, polomér hvézdy.

Predpokladejmenyni, Zze el ektronovy plynv BT jevysoce degenerovany, coz odpovidafermionové
rozd&ovaci funkci pro 7' — 0 K. Ze vztahli pro Fermiho energii (12.9) a pro stfedni hodnotu energie
fermionového plynu (12.10) okamzité dostavame celkovou kinetickou energii elektronového plynu ve

hvézdé i
2 /3N
B, = Ne= NS (3—) : (12.45)
TV

pricemz N je celkovy pocet volnych elektronll ve hvézdé s objemem V.

Vzhledem k tomu, ze BT jsou formovani ze zcelaionizovanych atomt prevazné [2C a {°0O, které
obsahuiji stejny potet protontl, neutronll i el ektrontl, miizeme hmotnost hvézdy vyjadrit vztahem

M* = 2Nmp 5 (1246)

pfi¢emz zanedbavame hmotnost elektrondl a hmotnost neutronu bereme rovnu hmotnosti protonu m,.
Celkovou energii hvézdy danou vztahem (12.43) |ze po dosazeni za kinetickou a potencidni energii

napsat jako
A

B
E:Ek+Ep:R—3—R— , (12.47)
kde konstanty A a B jsou dany vtahy
3 R2 3
A= 3 (9P R : (12.48)
20 \ 8 m \ my
3 2
B = kM . (12.49)

Jak ziskame zavidost poloméru BT na jeho hmotnosti? Stabilni konfigurace hvézdy je dana
loka nim minimem celkové energie hvézdy. Polomér tedy ziskame z podminky

dE
=0

=0 (12.50)
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tedy

A B
255t =0 (12.51)

ReZeni této rovnice davavztah

24 (9m)S K1

3
KMy

R, (12.52)

Posledni vztah se v astrofyzice Casto vyjadfuje v jednotkach vztazenych ke Slunci (hmotnost M., =
2 x 103 kg apolomér R = 7 x 10° km). V téchto jednotkach |ze psat

3
B - 5010 (MQ) . (12.53)

Pro hvézdu hmotnosti Slunce vychéazi polomér BT pfiblizné 7000 km, coz je hodnota, ktera souhlasi
s pozorovanim. Typické poloméry BT jsou ~ 10* km. V soucasné dobé je znamo nékolik tisic bilych
trpasl ik, z nichz nejznaméjsi je ve dvojhvézdeé s nejjasnéjsi hvézdou oblohy Siriem v souhvézdi Velky
pes. Tento bily trpaslik nese oznaCeni Sirius B a byl objeven v roce 1862.

12.2.2 Chandrasekharovo kritérium

Z rovnice (12.53) ilustrujejednu ze zajimavych vlastnosti BT. Sevzriistajici hmotnosti hvézdy klesajeji
polomér. Soucasné take rychle roste kineticka energie elektronového plynu uvnitf (viz rovnice (12.45)
a(12.47)) tak, ze se elektronovy plyn miize stéat relativistickym pripadné dokonce ultrarel ativistickym.
Relativisticky vztah pro celkovou energii Castice (vCetné klidové) je

6 = (p*c® + mgc‘l)% , (12.54)
kde p je hybnost Castice, m jgi klidova hmotnost a ¢ je rychlost svétla. Zkoumejme pro jednoduchost

ultrarelativisticky pfipad, kdy pc > mgc®. V takovém prFipadé lze vyuzit aproximaci odmocniny
Taylorovym rozvojem /1 + n ~ 1+ n/2 apsét

2.2\ 2 2.2
6 = (p*c® + mgc‘l)% =pc|1+ e ~pc|1+ Mo¢ + o ) (12.55)
P’ 2p?
PoCet ;1—stavll dostupnych elektronu s hybnosti v intervalu p, p + dp ve hvézdé sobjemem V je
1% 1%
Q(p)dp = 2ﬁ47rp2 dp = 8ﬁ7rp2 dp , (12.56)

kde faktor 2 vyjadfuje skuteCnost, Ze v jednom stavu mohou byt dva elektrony s opatnymi spiny.
V pripadé zcela degenerovaného plynu je potet p—stavli roven poctu elektronll v plynu, a tedy pro
celkovou stfedni energii ultrarel ativistického el ektronového plynu | ze psat

Py by

_ 87V ¢ m2c? 27V ¢
0

h3 2 h3
(12.57)
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kde p; je Fermiho hybnost, tedy hybnost odpovidajici Fermiho energii. Tu lze vyjadfit z jednoduchého
vztahu pro celkovy poCet Castic, platného pro zcela degenerovany elektronovy plyn

_ 3

Nyni dosazenim do vztahu (12.43) spocteme celkovou energii hvézdy, pficemz jgi potenciani energie
je dana vztahem (12.44). Dosazenim za Fermiho hybnost z rovnice (12.58), objem koule a pocet
elektronll ve hvézdé (12.46) do rovnice (12.57) dostaneme celkovou stfedni energii elektronového
plynu ve hvézdé, atedy prvni ¢len rovnice (12.43). Vysledny vztah pro celkovou energii degenerované
hvézdy s ultrarel ativistickym elektronovym plynem |ze napsat jako

A-B

*

E= +CR, (12.59)

kde koeficienty A, B, C' jsou dany vztahy

1 4
3 3
A = S 2) (M 7
16 872 my,

B = §“M3 , (12.60)
oo 3V3n2 micd M, 3
4 h my,

Stabilni konfigurace hvézdy, tedy stav kdy jsou UCinky gravitatni sily v rovnovéaze s gradientem tlaku
elektronového plynu je dana minimem celkoveé energie hvézdy, tedy podminkou

o A]ngwzo —  r=y2E (12.61)
V zhledem k tomu, Ze koeficient C' > 0, rovnice ma netriviani realné feSeni pouze pokud A — B > 0.
Jaky jefyzika ni vyznam této skutecnosti? Je-li A— B < 0 asnizujeme-i polomér hvézdy (pfi j&i kon-
stantni hmotnosti) energie hvézdy monotonnéklesdanelze nalézt rovnovazny stav. Pfi A — B < 0 tedy
tlak ultrarelativistického, degenerovaného e ektronového plynu, jiZz neni schopen vybalancovat gradi-
ent hydrostatického tlaku, ktery je dany gravitaci hvézdy a hvézda pokratuje v kolapsu az do té doby,
dokud neni dosazeno nove rovnovahy plisobenim tlaku degenerovaného neutronového plynu. Limitni

hodnota hmotnosti BT se nazyva podle svého objevitele, indického astrofyzika Chandrasekharovo

kritérium )

15v/5 :

Mgy = T —1,24M, (12.62)
64 m2 \ K

kde M, je hmotnost Slunce. RealistiCtgsi model BT, ktery nepredpoklada konstantni hustotu uvnitf
hvézdy dava hodnotu limitni hmotnosti o néco vyssi
Mey, = 15 /5 ( ) gy AM, . (12.63)
64 m2 \ K
Jako zajimavost |1ze uvést, ze Chandrasekhar toto kritérium odvodil v roce 1930 béhem plavby nalodi
z Indie do anglické Cambridge, aby zde zah§jil doktorandské studium astrofyziky.
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12.2.3 Polomér neutronovych hvézd

Je-li hmotnost kolabuijici hvézdy vétsi nez Chandrasekharfiv limit, tlak degenerovaného ultrarelati-
vistického elektronového plynu neni schopen zastavit jegi kolaps. Hvézda kolabuje dale, protony a
elektrony se ducuji a vznikaji neutrony, tedy neutronovy (opét fermionovy) plyn, ktery se pfi dosta-
tecné kontrakci hvézdy stane degenerovanym a do uréité limitni hmotnosti hvézdy miize zastavit j€ji
kolaps. Takto vzniklé kompaktni objekty nazyvame neutronové hvézdy.

Pro neutronové hvézdy | ze provést stejnou analyzu vztahu mezi jeim polomérem ahmotnosti jako

v pfipadé BT. Jedinou zménou v odvozeni je nahrazeni hmotnosti protonu jeji polovinou, tedy m,, —
m,/2 azaménéni hmotnosti elektronu za hmotnost protonu m — m,,, kterou aproximujeme hmotnost
neutronu. Poznamenegjme jeste, Ze pri takovémto odvozeni samozigjmeé pomijime relativistické efekty
silného gravitatniho pole neutronovych hvézd, coz je zcela za ramcem tohoto textu. Vysledny vztah
|ze tedy brat pouze jako velmi hrubé priblizeni. Vysledkem je z&vislost poloméru neutronové hvézdy
najgi hmotnosti vychazejici z rovnice (12.53)

R, s Mo\ ®

o 1,1 x 10 (ﬁ) . (12.64)
Pro hvézdu hmotnosti Slunce, vychazi polomér pouze 10 km. Otazkou je, zda takto extrémni objekty,
kde v kouli o poloméru ~ 10 km je koncentrovano vice hmoty nez je v celém Slunci, viibec ve vesmiru
existuji. V roce 1967 J. Bell a A. Hewish pozorovali v radiovém oboru, kratké nesmirné presné se
opakujici pulzy vychazejici z velmi kompaktniho objektu v Krabi mlhoviné v souhvézdi Byka, ktery
nazvali pulzar. Tento objekt byl pozdgi ztotoznén s rychle rotujici neutronovou hvézdou s nesmirné
silnym vlastnim magnetickym polem. V soucasné dobé se pozorujevice nez 700 pul zartl, tedy rotujicich
neutronovych hvézd se sinym magnetickym polem.

12.2.4 Oppenheimer—Volkovovo kritérium

Vezmeme-li v Gvahu relativisticke efekty v neutronovem plynu, miizeme odhadnout horni limit hmot-
nosti neutronové hvézdy, jejiz gravitaci je tlak ultrarelativistického degenerovaného neutronového
plynu schopen kompenzovat. Tato limitni hmotnost neutronové hvézdy je znama jako Oppenheimer—
Volkovovamez

Moy = 4Mey, = 5Ms . (12.65)
K tomuto vztahu bychom dodli opakovanim odvozeni Chandrasekharova limitu s modifikacemi uve-
denymi v predchozim ¢lanku. Odvozeni s realisti¢tgSim rozloZzenim hustoty v neutronové hvézdé a
zohlednénim efektll vyplyvajicich z obecné teorie relativity dava o néco mensi hodnotu

Moy = 2,5M, . (12.66)

Ma-i neutronovahveézdavyssi hmotnost, ani tlak neutronového plynu neni schopen zastavit jgji kol aps,
hvézda se zhrouti dal a vytvori tzv. Cernou diru.
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