Kapitola 1

Termodynamické potencialy

Uvazme zékladni termodynamickou relaci
dU(S, V) =T(S,V)dS — P(S,V)dV . (1.1)

Objevuje se zde pét stavovych velicin: U, S, V, T, a P. Jak jiz vime, pii vzniku
rovnovahy soucasné vznikaji, ,, vynotruji se“, jisté relace mezi stavovymi veli¢inami.
V rovnovaze jsou pouze dvé z uvedenych péti stavovych veli¢in nezavislé, jejich
¢iselnd hodnota uréuje stav termodynamického systému. Ciselnd hodnota ostatnich
stavovych veli¢in je pak jiz stanovena uvedenymi relacemi. Uvazujme nyni nikoliv
o Ciselné hodnoté stavovych velic¢in, ale o explicitni funkcionalni formé relaci mezi
nimi. Jestlize tedy stav specifikujeme libovolnou dvojici stavovych veli¢in, musime
umét vyjadrit libovolnou ze zbyvajicich tii jako explicitni funkci dvou zvolenych.
Stavové veliCiny jimiz jsme se rozhodli specifikovat stav nazyvame v této souvislosti
stavovymi proménnymi. Na jejich pofadi nezavisi a mame tedy celkem 10 ruznych
dvojic stavovych proménnych. Existuje tedy 30 stavovych funkei tvaru A = A(B, C),
kde B a C jsou zvolené stavové proménné a A je nékterd ze tii zbyvajicich sta-
vovych veli¢in. Prehled stavovych funkci uvadi TAB. 1.1. Znalost explicitniho tvaru
téchto tiiceti funkci dvou proménnych pro dany termodynamicky systém predstavuje
uplnou termodynamickou informaci o tomto systému. Zname-li funkce A = A(B, C),
zname ovS8em také jejich prvni a druhé parcidlni derivace. Ty také mohou pfirozenym
zpusobem popisovat urcité experimentélné dulezité vlastnosti daného termodyna-
mického systému.

Libovolna funkce stavovych proménnych je opét stavovd veli¢ina. Ma smysl
zavadét takové nové kombinace stavovych veli¢in? Nové stavové veli¢iny budou
ucelné, jestlize i: prirozenym zpusobem vystihuji podminky uréité tiidy experi-
mentu, ii: vyznamnym zpusobem zjednodusuji termodynamické uvahy, iii: maji
snadno kontrolovatelné extremélni vlastnosti, iv: maji pfimou souvislost s mikro-
skopickym popisem termodynamického systému. Z téchto hledisek hraji v termo-
dynamice vyznamnou roli t¥i nové stavové velic¢iny, které spolecné s vnitini energii
U nazyvame termodynamickymi potencidly. V této kapitole budeme studovat
jejich vlastnosti a postupné odhalovat pfi¢iny jejich mimotadného vyznamu v ter-
modynamice.
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Stavové proménné Stavové funkce
S,V Us,v) | T(S,V) | P(S,V)
S, T Uus,T) | v(s,T) | P(S,T)
S, P U(S,P) | V(S,P)| T(S,P)
U, S V(u,Ss) | T(U,S) | P(U,S)
uv S, v) | U, V) | P(UYV)
UuT S\, T) | vV(U,T) | P(UT)
U, P S(U,pP) | V(U,P) | T(U,P)
Vv, T uwv,T) | S(v,T) | P(V,T)
V, P uwv,pP) | S(V,pP) | T(V,P)
T, P u(r,p)| S(T,P) | V(T,P)

Tabulka 1.1: Piehled stavovych funkci. Uvedenych tficet stavovych funkci mizeme také rozdélit
do deseti skupin po tfech stavovych funkcich. Pfitom do urcité skupiny zaradime ty tii stavové
U(s,v), S(U,V), a V(U,S). Jednotlivé skupiny jsou tyto: (U, S,V), (U,S,T), (U, S, P), (U, V,T),
(UV, P), (U,T, P), ($,V,T), (S,V, P), (ST, P), a (V, T, P).

Zatneme definicemi. Volna energie F' vznikne odec¢tenim souc¢inu 7S od vnitini
energie: I' = U — T'S. Entalpie H vznikne pfi¢tenim sou¢inu PV k vnitini ener-
gii: H = U + PV. Konetné Gibbstiv potencial G vznikne pfi¢tenim kvadratické
kombinace PV — T'S ke vnitin{ energii: G = U — T'S + PV. Jednotkou vsech ter-
modynamickych potencidlu v soustavé SI je joule (J). Takto jsme tedy termodyna-
mické potencidly definovali pomoci vnitini energie U, souc¢inu dvou mechanickych
velicin PV, a sou¢inu dvou termélnich veli¢in 7'S. Zatim ma vnitini energie pri-
vilegované postaveni. Z ryze formélntho hlediska lze ovsem kazdy termodynamicky
potencidl vyjadfit pomoci jednoho zvoleného potencidlu a uvedenych souéinu PV,
TS. Prehled téchto vztahu je uveden v TAB. 1.2. Hlubsi formélni, geometrické a fy-
zikalni souvislosti mezi potencidly rozvineme pozdéji v této kapitole; tyto souvislosti
vlastné tvori podstatnou ¢ést aparatu termodynamiky.

1.1 Vnitini energie a U-formulace

Pti obecné zméné stavu termodynamického systému dochazi soucasné také ke zmé-
nam v jeho okoli (zbytek vesmiru). Pozorujeme napiiklad zménu pohybového stavu
téles, kterd netvori zkoumany termodynamicky systém, nebo zménu jejich polohy v
potencidlovych polich konzervativnich sil. Z ¢isté mechanického hlediska zjistujeme,
ze na okol{ je kondna prace. Abychom mohli monitorovat tuto praci konanou ter-
modynamickym systémem na okoli, bude uziteéna nésledujici predstava. V prubéhu



1.1. VNITRNI ENERGIE A U-FORMULACE

U-formulace | F-formulace | H-formulace | G-formulace
U= U F+TS H-PV G+TS—- PV
F = U-TS F H-TS—-PV G- PV
H = U+ PV F+TS+ PV H G+TS
G = U-TS+ PV F+ PV H-TS G

Tabulka 1.2: Vyjadieni jednotlivych termodynamickych potencidlt pomoci jednoho zvoleného
potencidlu a dvou kombinaci stavovych veli¢in PV, T'S. Necht je rovnovazny stav Dy termody-
namického systému specifikovan ¢iselnymi hodnotami Sy, Vo stavovych proménnych S a V. Tuto
skute¢nost zapisujeme takto: Dy = [So, Vo). Ciselné hodnoty ostatnich stavovych velicin Ty, Po, Us,
Fy, Hy, a Go, pak jiz nemohou byt volitelné (nejsou snad jesté zndmy, vime vsak jiz, ze jsou ,fi-

xovany*). Mezi témito ¢iselnymi hodnotami plati v kazdém piipadé vztah napiiklad Fo = Uy —T0So.

zmény stavu je termodynamicky systém vazan s konzervativnim mechanickym sys-
témem, s takzvanym rezervodrem prdce. Muze to byt napiiklad soustava zavazi a
kladek, jejiz soucasti se pohybuji bez tifeni v gravitaé¢nim poli. Tato soustava je
jistym zpusobem spojena s termodynamickym systémem. Pii zméné stavu termo-
dynamického systému pozorujeme zménu mechanické energie (potencidlni a/nebo
kinetické) rezervoaru prace. Prace konana systémem na okoli je takto konec koncu
méfena zménou mechanické energie rezervoaru prace.

V mechanice je vykonand préace rovna tibytku mechanické energie. V termodyna-
Dy — Dy prace Wi (D1 — D) obecné neni urcena pouze zadédnim vychoziho a
koncového stavu termodynamického systému. Je to déjovd veli¢ina, zavisi na pro-
cesu II, tj. na zpusobu provedeni uvedeného piechodu v celém jeho prubéhu. Prace
vykonand termodynamickym systémem (a méfend zménou mechanické energie re-
zervoaru prace) muze byt napiiklad mensi, jestlize je pfechod mezi dvéma danymi
rovnovaznymi stavy proveden rychle, v porovnanim s tymz pfechodem provedenym
pomalu.

Vznika otazka, zda lze alespon v ramci jisté uzsi tiidy termodynamickych procestu
nzachranit® situaci z mechaniky. Zde vystupuje do popiedi Prvni Véta Termodyna-
miky. Lze ji formulovat takto.

Prace vykonand termodynamickym systémem v priib&hu adiabatického prechodu
D1 — Dy mezi dvéma rovnovaznymi stavy je uréena pravé jen vychozim
rovnovaznym stavem D; a koncovym rovnovaZznym stavem Ds.

Protoze termalni interakce je v prubéhu adiabatického procesu vyloucena, lze vyko-
nanou praci zjistit i jinak nez pozorovanim rezervoaru prace: je rovna ubytku vnitini
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energie. Roli mechanické energie v mechanice tak nyni pfebird vnitini energie.
Proto lze v diskutované souvislosti vnitini energii nazvat také adiabatickym po-
tencidlem. Je to stavova veliGina, jejiz ubytek v prubéhu adiabatického procesu
je roven praci, vykonané termodynamickym systémem na okoli. Zapsidno symboly,
Wadia(D1 — D) = Uy — Us. Pritom ubytek vnitini energie uréuje vykonanou préci
nezavisle na tom, zda je uvazovany adiabaticky déj vratny ¢i nevratny. Napiiklad
pii adiabatické expanzi proti nulovému tlaku se nekond prace, proto nedochézi ke
zméné vnitini energie.

Obratme nyn{ pozornost k nésledujici otdzce. Do jaké miry lze ze zndmého funk-
cionalniho tvaru jisté stavové funkce urcit funkciondlni tvar jiné stavové funkce?
Necht je napifklad znam explicitni funkciondln{ tvar funkce U(S, V). Pak jsou im-
plicitné zndmy také stavové funkce S(U,V) a V (U, S) (budeme dale piredpokladat,
ze implicitné zadanou funkci 1ze vzdy vyjadiit explicitné). Déle si vS§imnéme zékladni
termodynamické relace (1.1). Na zdkladé Prvni a Druhé Véty Termodynamiky méame
jiz zaruCeno, ze vyraz na pravé strané je uplnym diferencidlem. Nutné tedy plati

T(S,V) = ;SU(S,V), (1.2)
P(S,V) = —aavws,\/). (1.3)

Jinymi slovy, zndme explicitn{ tvar stavovych funkei T'(S,V) a P(S,V). Resenim
prislusnych implicitnich rovnic opét ziskdme postupné stavové funkce S(V,T) a
V(S,T), a dédle S(V, P) a V (S, P). Nyni muzeme za argument S ve stavové funkci
U(S,V) ,dosadit“ stavovou funkci S(V,T). Ziskdme tak funkci U(S(V,T),V), tedy
vlastné stavovou funkci U(V,T'). Podobné za argument V ve stavové funkci U(S, V)
1ze ,dosadit“ nyni jiz zndmou stavovou funkei V (S, P). Vysledkem je stavové funkce
U(S, P). Takto lze postupné najit vSechny ostatni stavové funkce. Pouzivame ptitom
pouze dvé operace: vylouceni ,nechténé“ stavové proménné substituci a explicitni
vyjadieni implicitné zadané funkce. Celkové jsme tak dospéli k nasledujicimu zavéru.

Znalost funkcionalni zavislosti vnitfni energie na proménnych S a V pro dany
termodynamicky systém (tj. znalost konkrétniho funkciondlniho tvaru funkce
U(S,V) pro tento termodynamicky systém) predstavuje tplnou termodynamickou
informaci pro tento systém.

Pravé z tohoto duvodu lze funkci U(S,V) nazvat mistrovskou funkci. Stavové
veliciny S a V' budeme v této souvislosti nazyvat prirozenymi proménnymi pro
vnitini energii U.

Jestlize tedy mistrovska funkce predstavuje tplnou informaci o termodynamic-
kém systému, mélo by byt mozné formulovat libovolnou jeho vlastnost prostfednictvim
i: pfirozenych proménnych, ii: mistrovské funkce, iii: parcidlnich derivaci mistrovské
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funkce podle pfirozenych proménnych. Konec koncu tak bude uvazovana vlastnost
vyjadiena jako jistd funkce ptfirozenych proménnych S a V. Stru¢né fekneme, ze jsme
tuto vlastnost vyjadiili v U-formulaci. Mistrovska funkce pro dangy termodyna-
micky systém tak v ucelené formé zastupuje vsechny tabulky, grafické zavislosti, no-
mogramy, zkratka vSechny uidaje, které charakterizuji tento termodynamicky systém.
Jeji ,,odvozeni“ je prvotnim ikolem a cilem teoretického popisu daného systému.

Znalost funkcionalni zavislosti vnitini energie na jinych nez pfirozenych promén-
nych, na cizich proménnych, predstavuje obecné mensi, neliplnou informaci. Na-
priklad explicitni znalost stavové funkce U(T, V') (nékdy ji oznacujeme jako kaloric-
kou stavovou rovnici) pro dany termodynamicky systém predstavuje obecné mensi
informaci nez znalost stavové funkce U(S, V). Kromé uvedeného deduktivniho hle-
diska (ze znalosti mistrovské funkce dostaneme vsechny vlastnosti) se zde nabizi také
hledisko induktivni. Necht je napiiklad pro dany termodynamicky systém zméiend
zavislost U = ¥(T,V), kde na pravé strané je jista funkce dvou proménnych. Mezi
jejimi argumenty se objevuje absolutni teplota. V U-formulaci to je cizi proménna
a budeme ji reprezentovat jako parcidlni derivaci vnitini energie podle entropie, tj.
ve formé (1.2). Zméfend zavislost tak dostava tvar

U(S,V)=1T (8‘9SU(S, V), v) . (1.4)

Po tomto jejim pfevedeni do U-formulace ji nyni nazirame z nové perspektivy.
Skutecéné, zméfend zavislost predstavuje jisty vyrok o mistrovské funkei U(S, V),
konkrétné jistou parcialni diferencidlni rovnici pro funkei U(.S, V'). Tento jeden vyrok
(jedna diferencidlni rovnice) obvykle nesta¢i k iplnému nalezeni mistrovské funkce.
Vznikajici parcialni diferencialni rovnici bude totiz mozné fesit ,,az na obecnou funkci
objemu V*. Avsak i takové ¢dstecnd specifikace mistrovské funkce muze jiz do urcité
miry odhalit nékteré vlastnosti termodynamického systému. Pravé popsany proces
nazyvame integraci stavové rovnice.

PRIKLAD 1.1

Pro jisty termodynamicky systém byl navrzen (popf. zméfen) nésledujici vztah mezi stavovymi
veli¢inami:

U=—af (1.5)

v .

Zde a je nenulovy parametr. Vyjadiete tuto stavovou rovnici v U-formulaci a integrujte ji.
RESENI: Uveden4 vlastnost studovaného termodynamického systému je vyjadfena ve formé ex-
plicitniho funkciondlniho tvaru pro stavovou funkci U (V, P). Tlak je v U-formulaci ,,ciz{“ proménn4.
Nejprve jej tedy vyjddiime ve formé parcidlni derivace (1.3). Po dosazeni do navrhované stavové

rovnice tak mame
a 0O

U(s,v) = vV av Uu(s,v). (1.6)
Nyni m4 jiz navrhovany vztah formu parcialni diferencidlni rovnice pro mistrovskou funkci. Integraci
provedeme metodou separace proménnych U a V| stavovou proménnou S pfitom chidpeme zatim
jako konstantu. Po provedeni integrace mame
V2
InU(S,V) = %—1—5(5) , (1.7)
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kde £(S) je ,integracni konstanta®, tj. libovolnd funkce entropie. Explicitné tak mame

U(S,V) =exp {f(S) + ‘2/;] . (1.8)

Mistrovska funkce je tedy nakonec uréena az na libovolnou funkci entropie £(S). Jiz v této fdzi viak
muzeme usuzovat napiiklad o zavislosti vnitini energie na objemu pfi vratném adiabatickém déji.
V jeho prubéhu je splnéna podminka S = konst a tedy také £(S) = konst. Je-li navic parametr a
kladny, vnitini energie pii vratné adiabatické expanzi roste. Naopak pro a < 0 je vratna adiabatickd

expanze spojena s poklesem vnitini energie.

Vyslovime nyni zédkladni ,,gramaticka pravidla“ U-formulace:

e Rovnovazny stav termodynamického systému bude specifikovan proménnymi
S a V. Piseme napiiklad Dy = [Sp, Vo).

e Vnitini energii chapeme vzdy jako funkci svych pfirozenych proménnych. Nen{
tedy nutné explicitné vypisovat U(S, V'), pouzijeme prosté symbol U.

e Pro parcidlni derivace vnitini energie podle pfirozenych proménnych budeme
pouzivat zapisu Ug, Uy (prvni parcidlni derivace) a Usg, Usy = Uys, Uyy
(druhé parcidlni derivace). Tyto symboly tedy predstavuji opét jisté funkce
proménnych S a V. Pouziti tohoto zkraceného zapisu parcialnich derivaci (po-
moci spodniho indexu) v8ak omezime vyhradné na parcidlni derivace vnitin{
energie podle pfirozenych proménnych.

V U-formulaci budou tedy vSechny vysledky vyjadieny pomoci funkci Ug, Uy, Ugsg,
Usy = Uygs, Uyy, a pomoci proménnych S a V. Vyskyt téchto symbolu naopak
svedéi o tom, ze pracujeme v U-formulaci. V U-formulaci budeme zasadné psat
misto T symbol Ug a misto P vyraz —Uy . Podle tmluvy nebudeme napiiklad pro
parcialni derivaci teploty podle entropie pii konstantnim objemu pouzivat symbol
Tg, ale vyhradné symbol Ugg.

Matematicky aparat termodynamiky je pomérné jednoduchy, avSsak soucasné
znacné nepfehledny. Velkou vinu na tom nese znaé¢né mnozstvi vyrazu s parcidlnimi
derivacemi. Termodynamika vS8ak rozhodné neni naukou o parcidlnich derivacich.
V dal§im odstavci zauto¢ime pfimo na podstatu problému a pokusime se parcidlni
derivace odstranit uplné. Presnéji fe¢eno, rozvineme metodu, v ramci které lze ter-
modynamické derivace provadét prihlednéji a snéze si zapamatovat jejich skute¢ny
fyzikalni smysl. Zakladem nasi strategie bude apriorni volba jednotného ,jazyka“, ve
kterém budeme dusledné vyjadiovat vSechny vlastnosti termodynamického systému.
Timto jazykem bude pravé popsana U-formulace.

1.2 Termodynamicky experiment, iplna derivace

Vétsina experimentt, pii kterych se stanovuji makroskopické vlastnosti termodyna-
mického systému, méa nasledujici obecny charakter. Nejprve se predepisi podminky
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experimentu. Jejich specifikace spo¢ivd v pozadavku, aby v prubéhu experimentu
byla jistd stavova veli¢ina, feknéme velicina C, konstantni. Ve vychozi situaci se
systém nachdzi v rovnovazném stavu. Nasledné je systém vystaven jisté poruse
(sondé). Porucha spoé¢ivé v infinitezimélni zméné jisté stavové veli¢iny, feknéme
veliciny B. Po vyslani sondy, tj. po provedeni malé zmény veli¢iny B, probéhnou v
systému jisté procesy a vznikne novy rovnovazny stav. Pfitom probéhnuvsi procesy
nemuseji byt nutné vratné. Cilem experimentu je zjistit, jak na poruchu puvodniho
rovnovazného stavu systém reaguje, jakd je jeho odezva. Konkrétné pozorujeme
takto vyvolané zmény jisté stavové veliciny A, tj. reakce systému na poruchu se pro-
jevuje mimo jiné jistymi zménami stavové veli¢iny A. Pfedem stanovené podminky
experimentu piipoustéji pouze takové poruchy, které jsou vazany podminkou C =
konst, a pouze takové odezvy, které jsou vazany podminkou C' = konst.

Zatim budeme vychdzet z mnoziny stavovych velicin {U, S, V,T, P}. Lze tedy
uvazovat 5 -4 -3 = 60 experimentu uvedeného typu. Pro vysledek libovolného ta-

kového experimentu pouzijeme zapisu (%)C’ kde {A, B,C?} je libovolna permutace

sestavend z prvku mnoziny {U, S, V, T, P}. Vyznam symbolu (j—é)o nyni upfesnime.
Libovolné zde zastoupend stavové velicina ma ziejmé své vyjadieni v pfirozenych
proménnych S a V. Jeji totdlni diferencidl je linedrni kombinaci diferencidlu dS a
dV. Konkrétné lze psat

AU = UgdS+UydV , (1.9)
dT = UssdS + Ugy dV , (1.10)
dP = —UgydS—UpydV, (1.11)
dS = 1-dS+0-dV, (1.12)
AV = 0-dS+1-dV . (1.13)

Vsechny uvedené parcidlni derivace jsou vyéisleny ve vychozim stavu Dy = [So; Vo).

Obecné fec¢eno, pro funkce zastoupené v symbolu (%)C lze psat

dA = a1dS+axdV , (114)
dB = b1 dS+bydV (1.15)
dC = c¢1dS+cdV . (1.16)

Zde a;, b; a ¢;, 1 = 1,2 jsou jista ¢isla urcend parcidlnimi derivacemi vnitini energie
ve vychozim stavu Dy = [Sp; Vo], nebo hodnoty 0, 1.

Uvazujme nyni vySe popsany termodynamicky experiment. Zména stavu bude
vazéna podminkou C(S,V) = Cy = konst, kde Cy = C(Sp, Vp). Pii prechodu z
daného vychoziho stavu Dy = [Sp; Vo] do koncového stavu Dy = [Sy + dS; Vp +
dV] jiz oba prirustky pfirozenych proménnych nemohou byt nezavislé. Skutecné,
z vychoziho stavu se musime pohybovat po kiivce C(S,V) = Cp. V piipadé infi-
nitezimalni zmény stavu se musime pohybovat po tecné k této kiivce, sestrojené
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v roviné (S,V) a vedené bodem Dy = [Sp, Vp|. Tim vznikd linedrni vazba mezi
diferencidly dosud nezavisle proménnych. Pfesnéji fe¢eno, koncovy stav musi byt
D1 = [So + (dS)¢e, Vo + (dV)¢], kde mezi (dS)c a (dV)¢ plati piimé tméra. Koe-
ficient iméry ziskdme z pozadavku vymizeni diferencidlu dC' v Rov. (1.16): musi
platit ¢;(dS)c = —c2(dV)¢. Zde spodni index upozornuje na skutecnost, ze jsme
jiz vzali v ivahu vazbu mezi diferencidly generovanou pozadavkem dC = 0. Jinymi
slovy, jen jeden z diferencidlu (dS)¢c, (dV)¢ je naddle nezavisly.

Lineédrni vazbu mezi diferencialy (dS)c a (dV')¢ nyni uplatnime ve vyrazech pro

misto dA a dB symboly (dA)c a (dB)¢. Plati tedy
(dA)C = al(dS)c —|—ag(dV)0 s (1.17)
(dB)c = bi(dS)c +b2(dV)c (1.18)
kde pfirustky pfirozenych proménnych jsou vézany vztahem c;(dS)c = —co(dV)c.

Podil uvedenych pfirtstku velicin A a B pfi infinitezimalni vdzané zméné stavu
Dy — D1 je reprezentovan jedinym symbolem

(dA) ’ _ b AW+ ([AS)e, Vo + (dV)e) — A(So. Vo) _
dB/clp=p, (dS)c—0,(dV)c—0 B(So + (dS)c, Vo + (dV)e) — B(So, Vo)
ai1cy — asCt
= —. 1.1
b102 — bQCl ( 9)

Limitn{ proces je proveden za dodateéné podminky c1(dS)c = —ca2(dV)¢. Vysledné
¢islo budeme nazyvat tiplnou (totéalni) derivaci stavové funkce A podle proménné
B ve stavu Dy pii konstantni stavové veliciné C.

Vyjadienim dané totalni derivace v U-formulaci rozumime vyjadieni jeji hodnoty
pomoci parcidlnich derivaci vnitini energie v bodeé [Sp; Vp]. Procvi¢ime nyni metodiku
vypoctu uplnych derivaci v U-formulaci na nékolika konkrétnich piikladech.

PRIKLAD 1.2

Vyjédfete uplnou derivaci (d—P v U-formulaci.

dT)U
RESENI: Koneénym cilem je explicitni vyjadieni dané derivace pomoci funkce U(S,V) a jejich
parcidlnich derivaci. Pfesnéji feceno, hledame vyjadieni typu (%)U = ®Us,Uv,Uss,Usv,Uvv),
kde @ je zndma funkce péti proménnych.

Krok 1: Pro v8echny tfi zucastnéné stavové funkce P, T, a U predpoklddame jejich zavislost na
proménnych S a V. Zatneme vyjadienim totdlniho diferencidlu vsech tfi funkci. Koeficienty u
diferencidlu nezavisle proménnych S a V budou nutné prvni a druhé parcidlni derivace vnitini
energie. Skutecné, tlak P = —Uy je jiz sdm o sobé roven (az na znamen{) prvni parcidlni{ derivaci
vnitini energie. Jeho totalni diferencidl bude mit tedy pfed dS koeficient —Ugsy a pied dV koeficient
—Uyv. Podobné absolutni teplota je jiz sama o sobé parcialni derivaci: T' = Ug. Jeji uplny diferencidl
je tedy nutné sestaven z druhych parcidlnich derivaci vnitini energie. Kone¢né tplny diferencial
vnitini energie U je ovSem sestaven z prvnich parcidlnich derivaci Us a Uy . Rovnice pro tfi uplné
diferencidly zicastnénych funkci napiSeme pod sebe. Celkové mame

dP = —UsydS—UyydV, (1.20)
dT" = UgsdS+ UsydV , (1.21)

AU = UsdS+UydV . (1.22)
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Krok 2: Nyni vezmeme v tvahu podminku U = konst = U(So, Vo), kde Dy = [So, Vo] je stav, ve
kterém hleddme uvazovanou uplnou derivaci. V pudorysné vznika kfivka implicitné uréend rovnici
U(S,T) = U(So,To). Vznikd tedy vazba mezi diferencidly dS a dV, které byly dosud nezavislé. K
bodu [So, Vo] se jiz nemuzeme blizit z libovolného sméru. Formélné vyjadiime vzniklou vazbu takto.
Vsechny diferencidly v soustavé rovnic vezmeme pii konstantnim U (tj. uzavieme je do zdvorek a
dopiSeme k zdvorkdm spodni index U). Navic polozime (dU)y = 0. Celkové tak vySe uvedend
soustava tif rovnic piejde do tvaru

(dP)yv = —Usy(dS)v —Uvv(dV)v, (1.23)
(dT)U = Uss(dS)U + Usv(dV)U R (1.24)
0= (dU)U = Us(dS)U + Uv(dV)U . (1.25)

Krok 3: Rov. (1.25) predstavuje zminovany vztah mezi diferencidly. Lze tedy vylouéit (dS)u ve
prospéch (dV)y nebo naopak. Zvolime prvni moznost, to jest
@Sy = —TL(@v)e (1.26)
s
a vysledek dosadime do zbyvajicich dvou rovnic, tj. do Rov. (1.23) a do Rov. (1.24). Obé tyto
posledni rovnice tak ziskdvaji tvar

(dP)y = [USV%: - UVV] avyu , (1.27)
dT)uv = [—Uss%‘; +Usv} dVu . (1.28)

Krok 4: Nakonec sestavime podil pravych stran poslednich dvou rovnic. Jde o podil linedrnich
Casti prirastku dvou stavovych veli¢in (v daném piipadé tlak P a teplota T'), jestlize se stav ter-
modynamického systému infinitezimalné zménil z vychoziho stavu Dy = [So, Vo] na koncovy stav
S1 = [So + (dS)u, Vo + (dV)y]. Pritom piirustky (dS)y a (dV)y byly piimo dmérné, koeficient
dméry je fg—‘s/. Podil ptirustkt (dP)y a (dT)y pfedstavuje hledanou uplnou derivaci:

(1.29)

dT/vy  UsyvUs — UssUy ’

(dP)u (dP) _ UsvUy —UyvUs
(dT)o

kde vSechny parcidln{ derivace vnitin{ energie U jsou vypocteny v bodé Dy = [So, Vo].
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PRIKLAD 1.3
dP

Vyjadrete uplnou derivaci (d—T)V v U-formulaci.

RESENI: Zde studujeme zménu tlaku s teplotou v prubéhu izochorického procesu. Napiiklad u
plynt uvazujeme néasledujici experiment. Plyn se nachédzi ve vélci se znehybnénym pistem. Plyn
ohifvdme (zvySujeme jeho teplotu) a soucasné sledujeme nérust tlaku. O¢ekdvame tedy, ze uvedend
uplna derivace bude nezaporna.

Krok 1: Pro v8echny tii zucastnéné stavové veliciny P, T, a V predpokldddme jejich zdvislost na

proménnych S a V. Protoze P = —Uy a T = Ug budou mit iplné diferencialy zticastnénych veli¢in
tvar
dP = —-UsydS—-UyyvdV, (1.30)
dT" = UssdS+ UsydV , (1.31)
dVv. = 0-dS+1-dV. (1.32)

Krok 2: Podminka V = konst = V; znamena

(dP)y = -Usv(dS)y —Uyvv(@V)v , (1.33)
(dT)V = Uss(dS)v + Usv(dV)v s (1.34)
0=(dV)y = 0-(dS)v+1-dV)v. (1.35)

Krok 3: Rov. (1.35) ddvé (dV)y = 0. Tuto podminku ihned uplatnime v rovnicich (1.33) a (1.34):

@
J
<

\

—Usv(dS)v , (1.36)
Uss(dS)y . (1.37)

=

3

<
I

Krok 4: Sestavime podil pravych stran poslednich dvou rovnic.

(dP)v (dP) Usv

=27 1.
dT/v Uss (1.38)

d7)v

Ve studované uplné derivaci se vyskytuji pouze druhé parcidlni derivace vnitini energie (prvnf
parcidlni derivace se mohou v urcité uplné derivaci objevit tehdy a jen tehdy, jestlize néktery ze
symbolu A, B, a C ve vyrazu (%) o reprezentuje vnitini energii U). Vratme se viak k fyzikaln{
interpretaci studované uplné derivace. Jak uvidime pozdéji, ma-li byt stav Do = [So, Vo] stabilni,
musi byt plocha U(S, V') konvexni v proménné S. Predpoklddejme tedy Uss > 0. To tedy znamend,
ze kladnd hodnota nageho vysledku implikuje Usy < 0. Protoze Us = T, dostdvame zavér: pii

vratné adiabatické expanzi se plyn ochlazuje.

PRIKLAD 1.4
Vyjédfete totalni derivaci (%)T v U-formulaci.
RESENT:
Krok 1: Studujeme vlastné zmény vnitini energie pifi izotermické expanzi, nebo kompresi. Pro
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v8echny tii zdacastnéné stavové funkce U, V| a T predpokldddme jejich zavislost na proménnych
S a V. Protoze T = Ug budou mit uplné diferencidly zicastnénych funkci tvar

AU = UsdS+UydV, (1.39)
AV = 0-dS+1-dV, (1.40)
AT = UssdS+ UsydV . (1.41)

Krok 2: Podminka T'(S, V') = T'(So, Vo) = konst znamen4

(dU)T = Us(dS)T + Uv(dV)T R (1.42)
@V)r = 0-(dS)r+1-(@V)r, (1.43)
0= (dT)T = Uss(dS)T + Usv(dV)T . (1.44)

Krok 3: Rov. (1.44) ddvé (dS)r = — [{]Z‘; (dV)r. Mdme tedy moznost vyloucit (dS)r z Rov. (1.42).

Pravé strany obou rovnic (1.42), (1.43) tak budou umérné piirastku (dV)r:

(dU)r = [—%US'FUV} dV)r , (1.45)
dV)r = (dV)r. (1.46)

Krok 4: Piiristek (dV')r se jiz méni nezdvisle. Sestavime podil pravych stran poslednich dvou rovnic
a uvedeny piirustek zkratime. Vysledkem je

av)r .
EdggT (SXIQT:UV_ Usylsjj : (1.47)

Nyni jsme jiz ziskali urc¢itou zkusenost s vypoctem uplnych derivaci. Soucasné
se objevuji nékteré obecné zavéry. Jestlize je v hledané totalni derivaci (%)C jedna
z velicin A, B, C vnitini energie, objevi se ve vysledném vyrazu prvni parcidlni
derivace Ug a Uy . Jestlize v hledané totalni derivaci (%) neptedstavuje zadna z
velicin A, B, a C vnitini energii, mohou se ve vysledku vyskytovat pouze druhé
parcialni derivace Ugg, Ugy, a Uyy. Jestlize je trojice velicin A, B, C tvofena
vnitini energii a pfirozenymi proménnymi S a V', vystupuji ve vysledku pravé jen
prvni parcidlni derivace Ug a Uy . Dalsl poznatek: ve vysledku se nemuze objevit
explicitni zavislost na prirozenych proménnych. Konetné vypocet tuplné derivace
(%)C se vyrazné zjednodusi, jestlize stavova veli¢ina B (nebo stavové veli¢ina C')
predstavuje nékterou z prirozenych proménnych. Piedstavuje-li symbol B entropii
S a soucasné symbol C' objem V' (nebo naopak), je vypocet iplné derivace trividlni.
Naptiklad (%)S = Uy. V tomto pripadé se uplné derivace redukuji na obvyklé

parcialni derivace.

1.3 Termodynamické koeficienty

Uvazme nyni specialni tiidu tplnych derivaci typu (%)C, kde {A, B, C} je libovolna

permutace, sestavend z prvkua mnoziny {5, V, T, P}. Jinak feceno, zadny ze symbolu
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velicin A, B, a C nepredstavuje vnitini energii U. Tyto derivace budeme nazyvat
termodynamickymi koeficienty. Mame tedy 24 termodynamickych koeficientu.
Protoze vSak z definice iplné derivace okamzité vidime, ze plati (%)C . (‘;—ﬁ)o =1,
muzeme se omezit na 12 koeficientu. Konkrétné se zaméiime na 1plné derivace,
uvedené v TAB. 1.3. Nasim prvnim tkolem bude vyjadieni termodynamickych koe-
ficienttt v U-formulaci. Jak jiz vime, po formélni strance ma uvedend t¥ida tplnych

(&r), | (), | (@),
(&), | @) | (@)
(), | @) | @),
(i¥)s | (55, | (),

Tabulka 1.3: Termodynamické koeficienty jsou tiplné derivace (g—g)c, kde {A, B,C} je libovolnd
permutace prvku mnoziny {S, V, T, P}. V prvnim fddku chyb{ mezi povolenymi stavovymi veli¢inami
entropie S, ve druhém fadku chybi tlak P, ve tfetim objem V', a ve ¢étvrtém absolutni teplota 7.
Pro dany fadek jsou koeficienty ve druhém sloupci tvoreny cyklickou permutaci ti{ stavovych veli¢in

v prvnim sloupci. Podobné pro vztah koeficientu ve druhém a ve tfetim sloupci.

derivaci nasledujici vlastnost. Pti vyjadieni libovolného termodynamického koefici-
entu v U-formulaci vystupuji ve vysledku pravé jen druhé parcialni derivace vnitini
energie podle jejich pfirozenych proménnych, to jest pravé jen velic¢iny Ugg, Ugy, a
Uyvy. O tom nas presvedéi explicitni vypocty, provedené postupem z predeslého od-
stavce. Vysledky uvadi TAB. 1.4. Protoze pro obecnou mistrovskou funkei U (S, V)
jsou tii mozné druhé parcidlni derivace obecné nezavislé, mohou byt nezavislymi
nejvyse tii termodynamické koeficienty.

Z dvanacti termodynamickych koeficientil jsou nejvySe tfi nezavislé.

Stejny zavér plati i v jinych formulacich, tj. v F-formulaci, H-formulaci, a v G-
formulaci. O tom bude pojednano nize.

V principu by tedy bylo mozné zvolit za vychozi veli¢iny piimo tii druhé parcialni
derivace Ugg, Usy, a Uyy. Z divodu snazsi interpretace typickych experimentu se
v8ak vzil ponékud odlisny postup. Nasledujici TAB. 1.5 uvadi definici modifiko-
vanych termodynamickych koeficienti, tj. veli¢in, které odrazi standardni experi-
mentalni podminky pii méfeni vlastnosti termodynamickych systémii. Ciselné hod-
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(dl) _ ___ Uss (L) _ _Usv (g) _ _UssUvv-Usy
dP T USSUVV_Ugv dT v Uss d P Usvy

dsy _ _1 dary _ dv Uss

(dT)V = Uss (dv g Usv (dS)T Usy

(@) — Uvy (ﬂ) — _Usv (Q) — UssUvv—UZy
dT)p = UssUvv—Uz, dP)g Uyv dS)p Usv

dvy _ 1 dPy  _ _ das Uyv

(dp) g Uyy <dS)V = —Usv (dV) p_ Usy

Tabulka 1.4: Vyjadfeni termodynamickych koeficienttt v U-formulaci. Pravé strany rovnic v jed-
notlivych buinikédch tabulky zavisi pravé jen na druhych parcidlnich derivacich vnitini energie. Pouze
tfi termodynamické koeficienty jsou nezavislé. Vsimnéte si napiiklad, ze soucin pravych stran rovnic

v kazdém fFadku tabulky je roven minus jedné.

noty téchto veli¢in 1ze nalézt ve specidlnich tabulkach.

Kazda z experimentalné dilezitych velicin v TAB. 1.5 m& opét své vyjadieni v U-
formulaci. Nyni vSak jiz ve vysledku mohou kromé druhych parcidlnich derivaci Ugg,
Usy, a Uyy vystupovat také prvni parcidlni derivace Ug, a Uy (jestlize vystupuje
v definici pfislusné velic¢iny teplota nebo tlak). V piipadé objemovych roztaznosti a
stlacitelnosti vystupuje ve vysledku sama pfirozend proménna V. V kazdém piipadé,
pokud zndme mistrovskou funkeci U(S, V'), vSechny veli¢iny v TAB. 1.5 jsou zndmymi
funkcemi pfirozenych proménnych S a V.

Nazirano z hlediska experimenti, snadno méfitelnymi veli¢inami jsou izotermicky
soucinitel stlacitelnosti k7 (nazyvany nékdy také izotermickd kompresibilita), izoba-
ricky teplotni soucinitel objemové roztaznosti ap, a tepelna kapacita pii konstantnim
tlaku Cp. Na zékladé existujici konvence zvolme pravé tyto tii veli¢iny jako vychozi.
Upustime-li na chvili od pravidel U-formulace, mizeme vyjadfit vSechny termody-
namické koeficienty v TAB. 1.3 pomoci tii zvolenych veli¢in k7, ap, a Cp. Kromé
nich nyni ve vysledku pripustime vyskyt snadno méritelnych stavovych veli¢in T,
P, a V. Vysledné vyjadieni termodynamickych koeficientii nazveme jejich expe-
rimentalnim vyjadfenim. Podobnym zpusobem, tj. pomoci snadno méfitelnych
veli¢in, lze vyjadtit vSechny zbyvajici veli¢iny v TAB. 1.5.

1.4 Termodynamické identity

V odstavei 1.1 jsme tvrdili, ze znalost funkciondlni formy U(S,V) predstavuje
uplnou informaci o termodynamickém systému. Libovolny vztah mezi stavovymi
veli¢inami jsme interpretovali jako vyrok o mistrovské funkci. Jesté jinak feceno,
kazda informace o daném termodynamickém systému piedstavuje jistou podminku
pro jeho mistrovskou funkci U(S, V). Na druhé strané Termodynamické Véty plati
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Experiment Definice Nazev

Relativni pfirustek objemu pii jednotkovém ap = % (%>P Izobaricky teplotni soucinitel
zvyseni teploty za stalého tlaku objemové roztaznosti
Relativni pfirustek objemu pfi jednotkovém ag = % (%)S Izentropicky teplotni soucinitel
zvySeni teploty a pfi adiabatické izolaci objemové roztaznosti
Relativni zvyseni tlaku pfi jednotkovém ﬁv = % (%)V Izochoricky teplotni soucinitel
zvySeni teploty za stdlého objemu rozpinavosti

Relativni zvyseni tlaku pfi jednotkovém ﬁg = % (%)S Izentropicky teplotni soucinitel
zvySeni teploty a pri adiabatické izolaci rozpinavosti

Relativni snizeni objemu pfi jednotkovém RT = —% (%)T Izotermicky soucinitel

zvySeni tlaku za stdlé teploty stlacitelnosti

Relativni snizeni objemu pfi jednotkovém KRS = —% (%)S Izentropicky soucinitel
zvyseni tlaku a pfi adiabatické izolaci stlacitelnosti

Teplo potfebné k zvyseni teploty systému CV =T (%)V Tepelna kapacita pfi

o jeden stupen Kelvina za stalého objemu konstantnim objemu

Teplo potfebné k zvyseni teploty systému C p = T (%)P Tepelna kapacita pfi

o jeden stupen Kelvina za stdlého tlaku konstantnim tlaku

Teplo potfebné k jednotkovému zvyseni Latentni teplo vztazené na

5
Il
~
B
’?/

tlaku za stalé teploty jednotkové zvyseni tlaku

Teplo potfebné k jednotkovému zvyseni Teplo vztazené na jednotkové

<
I
~
S~—
<

tlaku za stdlého objemu izochorické zvyseni tlaku

Tabulka 1.5: V prvém sloupci je heslovity popis experimentu. V druhém sloupci je definice mo-
difikovanych termodynamickych koeficientt, které kvantitativné popisuji pfislusné experimenty z

prvniho sloupce. Ve tfetim sloupci je nazev veli¢in definovanych v druhém sloupci.

pro libovolng termodynamicky systém a ve svych dusledcich implikuji ur¢ité uni-
verzalni vlastnosti mistrovské funkce.
Informace o makroskopickych systémech ziskdvame v prubéhu experimenti. Jak
jiz vime, konkrétni zptusob provedeni experimentu indikuje pfirozenym zpusobem
dA

urcitou uplnou derivaci ($%) . Informace tedy spociva v meéfeni ¢iselnych hod-
dB) o

not uplnych derivaci (%)C, alesponi v jistém oboru stavu D. Predpoklddejme, Ze
nékdo studoval vlastnosti urcitého termodynamického systému. Provedl dva ruzné
experimenty spoc¢ivajici v méfeni dvou ruznych totalnich derivaci (%)C a (%)Z.

Bylo zjisténo, ze vysledky obou experimentu jsou v jistém vztahu. Jinymi slovy, je

navrzena zavislost
dB C dY 7

kde ¥ je dand funkce jedné proménné. Co k tomu muze ¥ici teorie?
Zatneme vyjadienim obou totalnich derivaci v U-formulaci. V dalsim kroku ,,do-

(1.48)

)
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sadime* jejich vyjadieni pomoci parcidlnich derivaci Ug, Uy, Ugg, Ugy, a Uyy do
testovaného vztahu. Nyni vznikaji tfi moznosti.

1. Po dosazeni je prava strana identicky rovna strané levé, tj. vznikne mate-
matickd identita. V tomto piipadé je testovand relace mezi danymi dvéma
totalnimi derivacemi univerzalné platnd, tj. musi byt splnéna pro vsechny ter-
modynamické systémy. Rikdme, ze vztah (1.48) pfedstavuje termodynamic-
kou identitu. Je to dusledek teoretické konstrukce, zalozené na Rov. 1.1,
a tedy na platnosti Prvni a Druhé Véty Termodynamiky. Jinymi slovy (ne-
gace implikace), nesplnéni uvazované termodynamické identity pro jisty ter-
modynamicky systém implikuje neplatnost Termodynamickych Vét. Soucasné
ziskavame prakticky dusledek, platny pro libovolny termodynamicky systém.
Skutec¢né, pii znalosti informace obsazené v tplné derivaci <%)Z neposkytuje
jiz méfeni iplné derivace (%)C nic nového. Jeji hodnota (%)C je jiz pro libo-
volny systém uréena termodynamickou identitou (1.48).

2. Po dosazeni vznikne parcialni diferencidlni rovnice pro funkei U (S, V). V tomto
piipadé je pozorovand zavislost (1.48) vyrokem o mistrovské funkei U(S,V)
platnym pravé jen pro studovany termodynamicky systém. Vznikajici dife-
rencidlni rovnici muzeme feSit, nelze z ni vSak dostat tiplnou explicitni zdvislost
vnitfni energie na obou pfirozenych proménnych.

3. Po dosazeni vznikne vyrok, ktery je z matematického hlediska zjevné neplatny.
V tomto piipadé je navrhovand zdvislost (1.48) jednoduse omylem. Jeji neplat-
nost je opét univerzalni: neplati pro Zddny termodynamicky systém.

Nésledujici piiklady ukazuji uziteénost pravé popsaného zpusobu uvazovani.

PRIKLAD 1.5

(%>P =T (%)s -F (1.49)

Dokaite, 7e se jednd o termodynamickou identitu. Diitkaz proved'te v U-formulaci.

RESENT: Strategie feSeni: obé totalni derivace vyjadiime v jedné a téze formulaci, tj. pomoci
parcialnich derivaci jistého termodynamického potencidlu. V téze formulaci vyjadiime i ostatni
veliciny v dokazované identité, tj. tlak a absolutni teplotu. Kdyz bude vSe vyjadieno “jednim ja-
zykem”, dostaneme algebraickou rovnici mezi veli¢inami Us, Uy, Uss, Usy, a Uyy, kterd bude
(snad) platnd. Navic druhd véta ze zadéni piikladu néds vybizi, abychom jako spoleény “jazyk”
zvolili U-formulaci.

Krok 1: Uvazme totalni derivaci (%)P. Postupem, ktery byl popsan v ODS. 1.2, dostaneme v U-
formulaci

Uvazme relaci

dU Uvv
—) = — . 1.
(dV)P Uv —Uso, (1.50)
dP

Krok 2: Uvazme totalni derivaci (—) = Postupem z ODS. 1.1 dostaneme v U-formulaci

aT
dP Uvvy
E— . 1.51

(dT)s Usv (1.51)
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Krok 3: V dokazované identité (1.49) uplatnime na pravé strané vyjddieni z Rov.(1.51). Na pravé
strané déle polozime T = Us, P = —Uy. Na levé strané dosadime vyjadieni uplné derivace z

Rov.(1.50). Rov.(1.49) zisk4 tvar
Uvv U Uvv

Usv  °Usy

Lev§ strana je na prvni pohled identicky rovna strané pravé. Vztah (1.49) je univerzdlné platnd

termodynamicka identita.

Dosud uvazované identity svazovaly dvé uplné derivace. Pokud se v dokazované
identité setkdme s vice nez dvéma derivacemi, postup je naprosto stejny. Casto v
dokazované identité nevystupuji piimo iplné derivace, ale z nich odvozené veli¢iny.
Setkdme se napfiklad s veli¢inami z TAB. 1.5. Ani tato skute¢nost nic neméni na
nasem postupu. Prvnim krokem je vzdy vyjadieni vSech velic¢in v U-formulaci.

Uy —Us (—Uv) . (1.52)

PRIKLAD 1.6

Dokazte termodynamickou identitu c

RS \%

wr = Cp (1.53)
kde ks (kr) je izentropicky (izotermicky) soucinitel stlacitelnosti a Cyv (Cp) je tepelna kapacita pfi
konstantnim objemu (tlaku). Diikaz proved'te v U-formulaci.
RESENI: TaB. 1.5 uvadi vyjddieni obou tepelnych kapacit a obou souéinitelu stlac¢itelnosti po-
moci jistych uplnych derivaci. Zaéneme vyjadienim téchto derivaci v U-reprezentaci, tj. aplikujeme
ve v8ech ¢tyfech piipadech metodu z ODS. 1.2. Postupné tak dostaneme

o= =y ()= v o .59)
cy = T(%)V:UU—;, (1.56)
Cr = T(%)p:_Ungjg:sVUw' (L57)

Nyni je jiz vSe ,pfelozeno do jednoho jazyka“, tj. vSe potiebné je vyjadieno v U-formulaci. Zbyva
uplatnit toto jednotné vyjddieni v dokazované identité. Po dosazeni mé prava a levd strana Rov.(1.53)
tvar

Ks Uy, — UssUvv
rs _ _Usy —UssUvv 1.58
KT UssUvv ( )
Cv Udy — UssUvy
—_— = = 1.59
Cp UssUvv ( )

Lev4 strana Rov. 1.53 je tedy identicky rovna strané pravé. Vztah (1.53) tedy skutecné predstavuje

termodynamickou identitu.

Podobnym zpusobem lze termodynamické identity dokézat i v jinych formu-
lacich. Vybér formulace zavisi na nés. Je ovSem pravdou, ze pii volbé nevhodné
formulace mohou byt algebraické tpravy o néco komplikovanéjsi. Idealni formulace
je ta, ve které ma vétsina zucastnénych uplnych derivaci jednoduché vyjadieni po-
moci druhych parcidlnich derivaci zvoleného potencidlu.
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1.5 Volna energie a F-formulace

Kombinace U — T'S je nepochybné stavovou funkci. Je totiz sestavena ze stavovych
funkci a tedy jeji ¢iselnd hodnota je uréena stavem termodynamického systému.
Ukazuje se, ze v prubéhu vratnych izotermickych déji hraje pravé tato kombinace
roli potencialni energie v mechanice: jeji ubytek nas informuje o vykonané praci.
Uvedenou kombinaci budeme oznacovat pismenem F' a nazveme ji volna energie
Jetedy F=U—-TS.

Fyzikalni vyznam volné energie F: v prubéhu vratného izotermického déje D; —
D je vykonand prace Wizoterm rev(DP1 — D2) rovna ibytku volné energie F} — Fp =
F(T1,Vy) — F(T,,V3). V prubéhu takového déje jsou vSechny stavy rovnovazné a
lez{ na jedné a téze izotermé: Ty = T» = Tg. Ubytek volné energie je tedy presngji
Fy—Fy = F(Tg, V1) — F (T, V2). V prubéhu déje je systém v kontaktu s rezervodrem
o teploté TR a vymeénuje si s nim teplo. Pirustek entropie systému je urcéen celkovym
takto (vratné) vyménénym teplem:

Do dQ " 1 Do Q ¢ (Dl N Dz)

Sy — S = / —xlzoterm,rev. -~ AQuoterm oy = izoterm,rev .
2 1 D, TR TR Dy Q oterm,rev TR ( )
1.60

Piitom budeme uvedené kiivkové integrédly pocitat obvyklym zptisobem, tj. vhodnou
parametrizaci kiivky déje a prevodem na Newtonuv integral. Entropie nevznika ani
nezaniké, pouze se presouva z rezervoaru do systému, nebo naopak.

V prubéhu obecného (vratného i nevratného) izotermického déje prechdzi systém
opét mezi dvéma rovnovaznymi stavy: D1 — Do. Pitom si opét vymeénuje teplo s
jedinym rezervoarem o teploté Tg. Pocateéni a koncovy rovnovazny stav lezi opét
na jedné a téze izotermeé, tj. nutné plati 77 = To = Tgr. AvS8ak v obecnych sta-
vech v prubéhu déje systém neni v rovnovéze, teplota systému neni definovéna,
neplati stavové rovnice, prubéh déje nelze zaznamenat kiivkou v roviné dvou sta-
vovych parametru. Protoze volna energie je stavova funkce, je jeji ubytek v prubéhu
tohoto obecného izotermického déje tentyz, jako u vratného izotermického déje.
Skutecné, ubytek je urcen priavé jen pocateénim a koncovym stavem a ty jsou v
obou piipadech stejné. Avsak nyni je vykonand prace obecné jind, nez tbytek volné
energie F(Tr,V1) — F(Tr,Va). Ztraci se korespondence mezi vykonanou praci a
ubytkem volné energie. Ubytek volné energie vSak pfece jen o vykonané praci néco
vypovidé. Skutecné, v dusledku Druhé Véty Termodynamiky pro nevratné procesy
muze byt vykonand prace nejvyse rovna ubytku volné energie.
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V prib&hu obecného (vratného i nevratného) izotermického d&je predstavuje
Ubytek volné energie horni hranici pro moznou vykonanou préci:
Wizot (D1 — D3) < F(Tr, V1) — F(Tr, V2). Hranice je dosaZeno tehdy a jen tehdy,
je-li izotermicky d&j vratny: Wiey izot (D1 — D2) = F(Twr, Vi) — F(Tr, Va).

V predchozich ivahach jsme stav systému specifikovali stavovymi proménnymi T’
a V. Mohli jsme pouzit i jinych dvou stavovych proménnych. Tak napfiklad znalost
mistrovské funkce v U-formulaci, tj. znalost funkcionalni zévislosti U (S, V'), posky-
tuje okamzité zavislost F'(.S, V). Skutec¢né, v U-formulaci je absolutni teplota T = Ug
jistou funkci proménnych S a V' a pro volnou energii mame

F(S,V)=U-T(S,V)S =U —UsS . (1.61)

To neni piekvapivé, protoze znalost mistrovské funkce U(S,V) poskytuje tplnou
informaci o termodynamickém systému a tedy musi dévat i volnou energii. Av8ak
plati také opa¢nd implikace? Jinymi slovy, 1ze z funkce F'(.S, V') dostat funkci U(.S, V')
a tim i dplnou termodynamickou informaci? Odpovéd je zdpornd. Skutecné, vztah
(1.61) predstavuje nyni parcidlni diferencidlni rovnici

U(S,V) — S%U(S, V)=F(S,V), (1.62)

kde na pravé strané je znamé funkce proménnych S a V.

Shrnutim predeslych tvah je zavér: prirozenymi proménnymi pro volnou energii
jsou teplota T a objem V. Znalost explicitni funkciondini zavislosti volné energie na
proménnych 7" a V' pro dany termodynamicky systém (jisté mnozstvi plynu, kapaliny,
jistd pevnd latka, polymer, termalni zateni, povrchova vrstva, magnetikum, dielek-
trikum, apod.) pfedstavuje iplnou a neredundantni termodynamickou informaci pro
tento systém. Specidlné lze z funkce F(T,V') deduktivné uréit modifikované termo-
dynamické koeficienty, studované v ODs. 1.2. Dostdvame se tak pfirozené k pojmu
F-formulace, ve které roli mistrovské funkce hraje funkce F'(T', V). F-formulace zna-
mend piijeti nasledujici tmluvy.

e Preferovanymi proménnymi, ve kterych budeme vyjadiovat vSechny vysledky,
jsou prirozené proménné volné energie, tedy absolutni teplota T a objem V.

e Volnou energii chapeme vzdy jako funkci svych pfirozenych proménnych. Neni
tedy nutné explicitné vypisovat F(T, V), pouzijeme prosté symbol F.

e Pro parcidlni derivace vnitini energie podle pfirozenych proménnych budeme
pouzivat zapisu Fp, Fy (prvni parcidlni derivace) a Fpr, Fry = Fyr, Fyy
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(druhé parcidlni derivace). Tyto symboly tedy predstavuji opét jisté funkce
proménnych T a V. Pouziti zkraceného zapisu parcidlnich derivaci pomoci
spodniho indexu omezime vyhradné na parcialni derivace vnitini energie podle
prirozenych proménnych.

e Pro v8echny ostatni derivace pouzijeme zapisu (g—g)c a budeme se snazit je

vyjadiit pomoci volné energie a jejich parcidlnich derivaci.

Vychozi relaci pro F-formulaci je vztah

dF(T,V) = —S(T,V)dT — P(T,V)dV , (1.63)

ze kterého ihned piseme S(T,V) = —Fr a P(T,V) = —Fy.

1.6 Entalpie a H-formulace
1.7 Gibbsiv potencial a G-formulace

1.8 Vybrané aplikace

U-formulace

F-formulace

H-formulace

G-formulace

U(s,Vv)

F(T,V)

H(S, P)

G(T, P)

dU =T7dS — PdV

dFf = -SdT — PdV

dH =TdS+VdP

dG = -SdT +V dP

T=Us, P=-Uy

S=—Fp, P=—Fy

T =Hs,V =Hp

S=-Gr,V=0Gp

i

@), = G0y

()5 = (@)

67), = — (@)

Tabulka 1.6: Pfehled formalnich vlastnosti jednotlivych potencidli. V druhém fadku je zapsina
mistrovska funkce v dané formulaci jako funkce svych prirozenych proménnych. Ve tfetim fadku
je uplny diferenciédl pro dany potencidl. Ve étvrtém fadku jsou vyrazy pro prvni parcidlni derivace

danych potencidlu. V patém fadku jsou Maxwellovy relace.
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U-formulace | F-formulace | H-formulace | G-formulace
U= U F— FrT H—-HpP G—-GrT —-GpP
F = U—-UsS F H—-HsS — HpP G —-GpP
H = U-UyV F—FrT — FvV H G — GrT
G=|[|U-UsS-UyV F—FyV H - HsS G

Tabulka 1.7: Vyjadieni jednotlivych termodynamickych potencidléi v jednotlivych formulacich.
Jestlize napiiklad pracujeme v G-formulaci a potfebujeme vyjadiit uplny diferencial entalpie postu-
pujeme takto. Vychodiskem je vyjadieni samotné entalpie v G-formulaci, tj. vztah H = G — GrT.
Takto je skute¢né entalpie vyjadiena jako funkce pfirozenych proménnych Gibbsova potencidlu, tj.
proménnych 7" a P. Nyni je jiz jednoduché sestavit parcidlni derivace, které potiebujeme k vyjadieni
uplného diferencidlu dH v G-formulaci. Parcidlni derivace H podle T bude Gr — GrrT — G - 1, tj.
—GrrT. Parcidlni derivace H podle P bude Gp — GrpT. Konetné cely hledany diferencial bude
dH = —GrrTdT + (Gp — GrpT)dP.

mmm

CVICENI

mmm

C1: Preved'te nésledujici rovnici do pfirozenych proménnych S, V, tj. vyjadiete ji

jako parcidlni diferenciélni rovnici pro funkci U(S, V).
P
U=—a- .
Vv
Zde a je dané konstanta.
C2: Preved'te nésledujici rovnici do pfirozenych proménnych S, V, tj.
jako parcidlni diferencidlni rovnici pro funkei U(S, V).

vyjadrete ji

P
—b— .

T =
V

Zde b je dana konstanta.
C3: Pieved'te nasledujici rovnici do piirozenych proménnych S, V| tj.
jako parcidlni diferencidlni rovnici pro funkci U(S, V).

vyjadiete ji

PV =RT .

Zde R je dand konstanta.
C4: Pieved'te nésledujici rovnici do piirozenych proménnych S, V, tj.
jako parcidlni diferencidlni rovnici pro funkei U(S, V).

vyjadiete ji
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_ R
2PV3

Zde R je dand konstanta.
C5: Pieved'te nasledujici rovnici do piirozenych proménnych S, V, tj. vyjadiete ji
jako parcidlni diferencidlni rovnici pro funkei U(S, V).

%:APJr(Achl)V.

Zde R, A, a c jsou dané konstanty.

C6: Vyjadrete totdlni derivaci (%)S v U-formulaci. Popiste experiment, pii kterém

je uvedend totalni derivace mérena.
C7: Vyjadiete totalni derivaci (%) v U-formulaci.
T

C8: Vyjadiete totalni derivaci (%)S v U-formulaci.

C9: Vyjadiete totalni derivaci (g—g)s v U-formulaci.

C10: Vyjadrete totalni derivaci v U-formulaci.

Q. oo

95} T‘M

oo
< N~

<

C11: Vyjadrete totalni derivaci v U-formulaci.

jaTpgel

C12: Vyjadrete totalni derivaci v U-formulaci.

S S

C13: Vyjadrete totalni derivaci v U-formulaci.

NPT

53
N——
d

C14: Vyjadiete totalni derivaci v U-formulaci.

o a
(SR

C15: Vyjadrete totalni derivaci v U-formulaci.

ool
&5

C16: Vyjadrete totalni derivaci v U-formulaci.

oo
SR
vl

v U-formulaci.

V\_/NF_/

C17: Vyjadrete totalni derivaci

oo
<
©n

/\/\/\/\/T/\/\/\/\
<

C18: Vyjadrete totalni derivaci @)S v U-formulaci.

C19: Provedte vypocty, nutné k sestaveni TAB. 1.2, tj. vyjadiete viechny termo-
dynamické koeficienty z TAB. 1.1 v U-formulaci.

C20: Vyjadiete v8echny veli¢iny uvedené v TAB. 1.3 v U-formulaci.

C21: Dokazte termodynamickou identitu

d
(U> _T <dP> _p
av)p aT) s
Dukaz provedte v U-formulaci.
C22: Dokazte termodynamickou identitu

dU dT
— Pl—| =T.
(&), 7 (@) s
Duikaz provedte v U-formulaci.
C23: Dokazte termodynamickou identitu



292 KAPITOLA 1. TERMODYNAMICKE POTENCIALY

(dP) Y
ar )y = dU) '
T (==
(dS T

Dukaz provedte v U-formulaci.
C24: Dokazte termodynamickou identitu

(o), = (), (i)
dv )y \dV /g dT /v
Dukaz provedte v U-formulaci.

C25: Dokazte termodynamickou identitu

(4Py () _p(dn)
dv )y \dV/)g¢ T \dV/)g '
Diikaz provedte v U-formulaci.

C26: Dokazte termodynamickou identitu

(@), (&), (@), (&)
dv ) \dT/)p \dV/)g\dT )y °
Diikaz provedte v U-formulaci.

C27: Dokazte termodynamickou identitu

()
as )y

dpP

-1 () (@), ),

v

Diikaz provedte v U-formulaci.

C28: Dokazte néasledujici geometrickou vlastnost Legendreovy transformace. Te¢na
ke grafu funkce y = f(x) sestrojend v tecném bodé A = [z¢; f(z0)] vytyka na ose y
tsek f(xg) — zop(xo), kde p(x) = f'(x) je derivace funkce f(z).

C29: Je déna funkce jedné proménné U(S) = S? + 1. Naleznéte jeji Legendreovu
transformaci F(T).

C30: Je déna funkce jedné proménné U(S) = e, kde A je dand konstanta. Na-
leznéte jeji Legendreovu transformaci F(T).

C31: Je dana funkce jedné proménné U(S) = %Sm, kde m je dané pfirozené ¢islo.
Naleznéte jeji Legendreovu transformaci F'(T)).

C32: Pro jisty termodynamicky systém ma vnitini energie v pfirozenych proménnych
tvar U(S,V) = V%S, Zde a, b jsou znamé konstanty. Naleznéte volnou energii
F(T,V) tohoto termodynamického systému.

C33: Pro jisty termodynamicky systém ma vnitini energie v pfirozenych proménnych
tvar U(S,V) = ASaV?’. Zde A, a, a b jsou dané konstanty. Naleznéte volnou energii
v piirozenych proménnych.

C34: Vyjadrete totalni derivaci (j—g)s v F-formulaci.

C35: Vyjadrete totalni derivaci (%)U v F-formulaci.
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C36: Vyjadrete totalni derivaci (%)U v F-formulaci.

C37: Vyjadrete totalni derivaci (%)V v F-formulaci.

C38: Vyjadrete totalni derivaci (%) v F-formulaci.
P
C39: Dokazte termodynamickou identitu

(i), ~ ), = ), (o)
dr)p \dT), \dT/y \dT/p °
Diikaz proved’te nejprve v F-formulaci a potom v U-formulaci. V které formulaci

je dukaz snazsi a pro¢? Nakonec vyjadiete dokazovanou identitu pomoci tepelnych
kapacit Cp, Cy a souéinitelu ap, Oy .



