Jméno:

Zkouskova pisemka z Matematické analyzy [
5. 9. 2025

Cas: 90 minut.

e Podepiste vSechny papiry, které chcete odevzdat. Nemusite odevzddvat papiry s pomocnymi vypocty.
e Muzete psdt i na papir se zaddnim. Papir se zaddnim je nutno podepsat a odevzdat, i kdyz jste na néj nic nenapsali.

e Béhem pisemné cdsti zkouSky memiZete odchazet ze zkouskové mistnosti. MuZete ovSem pisemnou édst ukondit pred
casovym limitem.

e Nejsou povoleny kalkulacky, hodinky ¢i jind elektronika, ani prinesené pisemné materialy.
e Své odpovédi musite zduvodnit.
o Je-li vysledkem aritmeticky viraz, jako tieba (x — 5)* + 10z + (g) — 3, nemusite ho zjednodusovat.

e Turzeni z predndsky muZete pouZivat bez dukazu, pokud neni uvedeno jinak. Musite viak uvést, které tvrzeni pouZivdte.

1. Definujme funkci f: R — R pfedpisem

)|z -exp (L) proz#0
J(@) = {0 pro x =0,

kde exp(z) oznacuje exponencidlni funkci, téz znacenou e®.

(a) [4 b.] Urcete limity funkce f v 400 a v —o0. Urcete obé jednostranné limity funkce f v nule. Je funkce f
spojitd v nule?

(b) [3 b.] Najdéte vsechny lokalni a globdlni extrémy funkce f a urcete, o jaky typ extrému se jednd (zda
globdlni ¢i jen lokélni, zda minimum ¢ maximum).

(¢) [3 b.] Dokazte, ze f je konvexni na intervalu (—oo,0) i na intervalu (0,+00). Dokazte, ze f naopak nenf
konvexni na R.

2. (a) [3 b.] Definujte formdlné, co znamend, ze posloupnost redlnych ¢isel (ay, )32, neni shora omezend.

(b) [4 b.] Mé&jme posloupnost redlnych ¢isel (b,)%2 ;, kterd nemd vlastni ani nevlastni limitu. Dokazte, ze (by,)
ma& podposloupnost, kterd mé pravé dva hromadné body.

(¢) [3 b.] Pro pfirozené ¢islo n oznac¢me j(n) a d(n) pocet jednic¢ek a pocet dvojek v desitkovém zépisu ¢isla

n (tedy napiiklad j(2025) = 0 a d(2025) = 2). Definujme posloupnost (c¢,)52; predpisem ¢, = 1113((2))

Najdéte limes superior a limes inferior posloupnosti (¢;,).

3. (a) [3 b.] Napiste, jak je definovédn Tayloruv polynom féddu n funkce f v bodé A € R.
(b) [3 b.] Najdéte Tayloriv polynom tadu 2 v bodé 3 funkce f(x) = 22 cos(x).
[4 b.] Necht f: R — R je funkce, kterd ma v kazdém bodé vlastni derivace vSech fadu. Predpoklddejme, ze

Taylortv polynom fadu 2 v bodé 0 funkce f je roven 3x2 + 2z + 1. Plyne z toho, 7e funkce f(z?) m4 v bodé
0 Taylortiv polynom fadu 4 rovny 3z + 222 + 17
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4. (a) [3 b.] Napiste, co znamend, Ze funkce f je na intervalu (A4, B) newtonovsky integrovatelnd, a definujte
Newtonuv integrdl (N) ff f takové funkce.

(b) [3 b.] Predpokladejme, Ze funkce f je spojitd na intervalu (—2,2). Plyne z toho, Ze f je na intervalu (-2, 2)
newtonovsky integrovatelna? Plyne z toho, Ze f je newtonovsky integrovatelnd na intervalu (—1,1)?

(c) [4 b.] Spocitejte

(N) /1 i z?sin(z%) da.



