Jméno:

Zkouskova pisemka z Matematické analyzy I
25. 6. 2025

Cas: 90 minut.

e Podepiste vSechny papiry, které chcete odevzdat. Nemusite odevzddvat papiry s pomocngmi vypocty.
o MizZete psdt i na papir se zaddnim. Papir se zaddnim je nutno podepsat a odevzdat, i kdyz jste na néj nic nenapsali.

e Béhem pisemné casti zkouSky nemuZete odchdzet ze zkouskové mistnosti. MuZete oviem pisemnou ¢édst ukoncit pred
casovym limitem.

e Nejsou povoleny kalkulacky, hodinky ¢i jind elektronika, ani prinesené pisemné materidly.
o Své odpovédi musite zduvodnit.
o Je-li vysledkem aritmeticky vijraz, jako treba (x —5)% + 10x + (g) — 3, nemusite ho zjednodusovat.

o Twrzeni z prednasky muzete pouZivat bez dikazi, pokud nend uwvedeno jinak. Musite vSak uvést, které tvrzeni pouZivdte.

1. Uvazujme funkeci f(z) = |1 + z|(1 — z)? definovanou na R.
(a) [3 b.] Ma tato funkce derivaci v bodé x = —1? M4 v tomto bodé aspon jednostranné derivace?

(b) [3 b.] Najdéte vsechny lokalni a globalni extrémy této funkce a urcete, o jaky typ extrému se jednd
(zda jen lokélni nebo i globélni, zda minimum nebo maximum).

(c) [4 b.] Najdéte co nejvétsi otevieny interval I obsahujici nulu, na némz je f konvexni nebo konkévni.
Urcete, zda je f na tomto intervalu konvexni, ¢i zda je tam konkdvni.

2. (a) [3 b.] Definujte, co je hromadny bod posloupnosti ¢isel a co je limes superior posloupnosti ¢isel.
(b) [4 b.] Pro posloupnost (a,);2, uvazujme nasledujici dvé vlastnosti:
(I) Posloupnost (a,) neni shora omezena.
(IT) limsup,,_, o an = +00.
Jestlize pro posloupnost (a,) plati vlastnost (I), plyne z toho, ze pro ni plati i vlastnost (II)? A
naopak, plyne z vlastnosti (II) vlastnost (I)?
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(c) [3 b.] Definujme posloppnost (@)%, vztahem a, = mn@l ;Efglj )
body této posloupnosti a rozhodnéte, zda mé tato posloupnost limitu.

. Najdéte vSechny hromadné

3. (a) [3 b.] Zformulujte ’'Hospitalovo pravidlo pro vypocet limit. Nemusite ho dokazovat.

(b) [3 b.] Najdéte nezdporné celé ¢islo k € Ny takové, ze limita

cos(z?) — 1

lim 2

z—0 T
bude nenulové realné ¢islo, a urcete, ¢emu se pro takové k bude limita rovnat.

(c) [4b.] Necht f: R — R je funkce, kterd je diferencovatelnd na R, a necht plati lim, o f'(x) = 100.

Dokazte, ze existuje A € R takové, ze pro kazdé x € (A, +o0) plati 99z < f(z) < 101z. (Népovéda:
I(x)

—~ pro r — +00.)

zde muzete napiiklad uvazovat limitu

3 b.] Definujte pojmy déleni intervalu [A, B], horni a dolni Riemannova suma funkce f na intervalu
A, B] a horni a dolni Riemannuv integrdl funkce f na intervalu [A, B].

[
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[3 b.] Zformulujte integralni kritérium pro konvergenci rad. Nemusite ho dokazovat.

[4 b.] Uvazujme funkci f(z) = z?sgn(z), kde funkce sgn(z) je definovana obvyklym zptisobem:
sgn(x) = —1 pro x < 0, sgn(0) = 0 a sgn(z) = 1 pro = > 0. Je funkce f(x) riemannovsky integrova-
telnd na intervalu [—1,2]? Pokud ano, uréete hodnotu (R) f_21 f.



