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20. 6. 2025
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• Podepǐste všechny paṕıry, které chcete odevzdat. Nemuśıte odevzdávat paṕıry s pomocnými výpočty.

• M̊užete psát i na paṕır se zadáńım. Paṕır se zadáńım je nutno podepsat a odevzdat, i když jste na něj nic nenapsali.

• Během ṕısemné části zkoušky nem̊užete odcházet ze zkouškové mı́stnosti. M̊užete ovšem ṕısemnou část ukončit před
časovým limitem.

• Nejsou povoleny kalkulačky, hodinky či jiná elektronika, ani přinesené ṕısemné materiály.

• Své odpovědi muśıte zd̊uvodnit.

• Je-li výsledkem aritmetický výraz, jako třeba (x− 5)2 + 10x +
(
6
2

)
− 3, nemuśıte ho zjednodušovat.

• Tvrzeńı z přednášky m̊užete použ́ıvat bez d̊ukaz̊u, pokud neńı uvedeno jinak. Muśıte však uvést, které tvrzeńı použ́ıváte.

1. Pro nezáporné celé č́ıslo k ∈ N0 definujme funkci fk(x) následovně:

fk(x) =

{
0 pro x = 0
sin(xk)

x pro x ̸= 0.

(a) [3 b.] Pro která k ∈ N0 je funkce fk spojitá v bodě x = 0?

(b) [3 b.] Pro která k ∈ N0 je funkce fk na R omezená?

(c) [4 b.] Pro která k ∈ N0 má fk (vlastńı či nevlastńı) derivaci v bodě x = 0 a čemu se ta derivace
rovná?

Nezapomeňte své odpovědi zd̊uvodnit, včetně těch př́ıpad̊u, kdy fk nemá př́ıslušnou vlastnost.

2. (a) [3 b.] Definujte, co je hromadný bod posloupnosti (an).

(b) [3 b.] Necht’ (an)∞n=1, (bn)∞n=1 a (cn)∞n=1 jsou posloupnosti takové, že pro každé n ∈ N plat́ı an ≤
bn ≤ cn. Jestliže je č́ıslo H ∈ R hromadným bodem (an) i (cn), plyne z toho, že H je i hromadným
bodem (bn)?

(c) [4 b.] Najděte posloupnost, jej́ıž množina hromadných bod̊u je přesně rovna N∪{+∞}, a zd̊uvodněte,
proč má vaše posloupnost požadovanou vlastnost.

3. (a) [3 b.] Definujte, co znamená, že funkce f : R→ R je spojitá v bodě A ∈ R, a co znamená, že funkce
f je spojitá na intervalu I ⊆ R.

(b) [3 b.] Zformulujte větu o nabýváńı mezihodnot pro spojité funkce. Nemuśıte ji dokazovat.

(c) [4 b.] Rozhodněte, zda je pravdivé následuj́ıćı tvrzeńı:

“Jestlǐze f a g jsou dvě funkce spojité na intervalu [0, 1] splňuj́ıćı f(0) < g(0) a f(1) > g(1), pak
nutně existuje A ∈ (0, 1) takové, že f(A) = g(A).”

4. (a) [3 b.] Definujme pro x ∈ (0, +∞) funkci

g(x) =
∫ x

0
exp(t2) dt.

Čemu se rovná derivace funkce g(x) v bodě x = 2? (Zde neńı potřeba hledat vzorec pro samotnou
funkci g, stač́ı jen určit jej́ı derivaci v tom konkrétńım bodě x = 2.)

(b) [3 b.] Zformulujte větu o substituci pro výpočet primitivńı funkce. Nemuśıte ji dokazovat, neza-
pomeňte ale uvést předpoklady kladené na funkce, které v té větě vystupuj́ı. Znáte-li v́ıce verźı této
věty, zformulujte kteroukoliv z nich.

(c) [4 b.] Najděte primitivńı funkci k funkci f(x) = exp(sin(x)) sin(x) cos(x).


