Jméno:

Zkouskova pisemka z Matematické analyzy [
19. 9. 2025

Cas: 90 minut.

e Podepiste vSechny papiry, které chcete odevzdat. Nemusite odevzddvat papiry s pomocngmi vypocty.
e Muzete psdt i na papir se zaddnim. Papir se zaddnim je nutno podepsat a odevzdat, i kdyz jste na néj nic nenapsali.

e Béhem pisemné casti zkouSky memiZete odchdzet ze zkouSkové mistnosti. MuZete ovsem pisemnou c¢dst ukoncit pred
casovym limitem.

e Nejsou povoleny kalkulacky, hodinky ¢i jind elektronika, ani prinesené pisemné materidly.
e Své odpovédi musite zduvodnit.
o Je-li vijsledkem aritmeticky viraz, jako treba (x — 5)% + 10z + (g) — 3, nemusite ho zjednoduSovat.

o Turzeni z predndsky muZete pouZivat bez dukazu, pokud neni uvedeno jinak. Musite vSak uvést, které tvrzeni pouZivdte.

1. Uvazujme funkci f: R — R definovanou predpisem f(z) = exp(z) — (z + 1)2, kde exp(x) oznacuje
exponencialni funkci, téz znacenou e”.
(a) [3 b.] Najdéte limity funkce f(z) v +o00 a v —oo.
(b) [3 b.] Najdéte maximdalni oteviené intervaly, na nichz je funkce f konvexni, a maximalni{ oteviené
intervaly, na nichz je konkavni.
(c) [4 b.] Kolik existuje hodnot = € R, v nichz plati f(z) = 0? (Nemusite zjistovat, o jaké hodnoty
se jednd, staci jen urcit jejich pocet. Vsimnéte si, ze jedna takova hodnota je napiiklad = = 0.)

2. (a) [3 b.] Napiste definici pojmu hromadny bod a pojmu limes superior posloupnosti ¢isel (ay,).
(b) [4 b.] Najdéte piiklad posloupnosti ¢isel (a,)52 ;, kterd ma vSechny tii nasledujici vlastnosti:
e limsup,,_,,, an = 1.
e liminf, . a, = —1.
e Pro posloupnost (b,)° ; definovanou vztahem b, = (—1)"a,, plati limsup,, ., b, = 0.

n

(c) [3 b.] Definujme posloupnost (¢,,)22 ; predpisem ¢, = n-exp ((—1)" - n). Rozhodnéte, zda mé tato

posloupnost limitu, a pokud ano, ¢emu se tato limita rovna.
3. (a) [3 b.] Napiste formalné, co to znamend, ze funkce f ma v bodé A limitu L, a co to znamend, ze
funkce f je spojitd v bodé A. Staci, kdyz se omezite na piripad, kdy A a L jsou redlnd ¢isla.
(b) [3 b.] Zformulujte tvrzeni zndmé jako ‘véta o dvou policajtech’ pro limity funkci. Nemusite ho
dokazovat.

(c) [4 b.] Necht f: R — R je funkce, ktera pro kazdé = € R splituje nerovnosti 0 < f(z) < 2. Plyne
z téchto nerovnosti, ze funkce f mé v bodé 0 derivaci? Budeme-li predpokladat, ze f ma derivaci
v bodé 0, plyne z predchozich nerovnosti, Zze tato derivace je rovna nule?

4. (a) [3 b.] Napiste definici pojmu primitivni funkce a napiste, jak je definovdn Newtonuv integral
B
(N) [ f(z)da.
.] Napiste vzorec pro vypocet objemu rota¢niho télesa.

3 b
(c) [4 b.] Pro A € (1,4+00) ozna¢me V(A) objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci plochy pod
grafem funkce - na intervalu [1, A] kolem osy z. Cemu se rovnd limg—. o0 V(A)?



