Name:

Zkouska: Kombinatorika a Grafy I

4 tlohy, 90 minut, mazx 30 bodii.

Podepiste se. Piste jen z jedné strany papéri (2 extra papiry na konci, kdyztak si eknéte o dalsi).
Absolutné Zdadnd elektronika nikde pobliz (mobily, kalkulacky, hodinky, ...). Jen vy, psact potieby a
lahev s pitim.

Odpovédi zduvodiiujte (pokud neni Feceno jinak).

Ciselné vysledky tvaru (11286) - 23! — 175 apod. neni potieba ddle zjednodusovat.

Turzend z predndsky lze pouZivat bez dikazu (pokud neni feceno jinak), pokud je sprdvné zformulujete.

1. (a) Definujte vytvorujici funkci f(x) posloupnosti (ag, a1, as,...).
(b) Promn > 1 ozna¢me a,, pocet n-cifernych ¢isel, které obsahuji jen cifry 1, 2, 3 a navic mezi kazdymi
dvéma po sobé jdoucimi ciframi je aspon jedna jednicka.
i. Urcete as a az (klademe ag =1 a a1 = 3).
ii. Odvod'te rekurentni vztah pro a,, tj. pro n > 3 vyjidiete a, pomoci pfedchozich élent.
(Hint: Napf. 1ze rozeberat dvé moznosti podle toho, jestli prvni cifra je jednicka.)

iii. Vyjadrete vytvorujic funkci posloupnosti (ag, a1, as,...) v uzavieném tvaru (bez tif tecek).
An+1
Qn

iv. Spocitejte lim, oo . (Tip: Muzete bez dukazu vyuzit, ze n-ty ¢len posloupnosti a, lze
vyjadiit explicitné jako a,, = ¢1-a™+co- 8", kde ¢1, ¢, @, 8 jsou vhodnd redlnd ¢isla.) [10 bod]



2. (a) Kolik pifmek obsahuje kone¢nd projektivni{ rovina (KPR) fddu n?
(b) Kolik pfimek prochdzi kazdym bodem KPR faddu n?

(¢) V konetné projektivni roviné (X,P) plati, ze P obsahuje mimo jiné piimky abcj, defj, ghij,
adgk, behk, cfik, aeil a cegm. Urcete zbylé piimky v P. [6 bodu]



3. (a) Zformulujte Hallovu vétu (ve kterékoliv jeji verzi).

(b) Na sachovnici je 24 figurek jako na obrézku. Magnus m4 za kol vybrat z nich 8 tak, aby se kazda
nachéazela v jiném tadku i v jiném sloupci. Dokazte, ze tikol nelze splnit.

(¢) Kolik nejméné figurek musi Magnus na sachovnici nejdifv piidat, aby uz tikol splnit 8lo? [6 bodd]



4. Ve skupiné 8 lidi se nékteré dvojice kamaradi. Plati, ze kdykoliv se vSech 8 lidi rozestavi do kruhu na
pozice 1,2,...,8, pak aspon 2 z 8 “sousednich” dvojic podél kruhu jsou kamarddi. Zajimé nas celkovy
pocet E zptatelenych dvojic lidi.

Oznac¢me X pocet dvojic (m,e), kde 7 je mozné rozestaveni lidi do kruhu a e je dvojice kamarddu, ktef{
jsou v tom rozestaveni vedle sebe podél kruhu.
(a) Vyjadrete X pomoci E. (Hint: pro kazdou zpiatelenou dvojici e spocitejte, v kolika rozestavenich
m skonéi vedle sebe.)

(b) Odhadnéte X zdola. (Hint: Spocitejte X druhym zpisobem.)
(¢) Dokazte, ze E > T.

(d) Lze u¢init zaver, ze zpiatelenych dvojic je dokonce asponi 87 [8 bodu]



Eztra page 1/2 if you need it.




Eztra page 2/2 if you need it.




