Name:

Zkouska: Kombinatorika a Grafy I

4 tlohy, 90 minut, mazx 30 bodii.

Podepiste se. Piste jen z jedné strany papéri (2 extra papiry na konci, kdyztak si feknéte o dalsi).
Absolutné Zdadna elektronika nikde pobliz (mobily, kalkulacky, hodinky, ...). Jen vy, psact potieby a
lahev s pitim.

Odpovédi zduvodiiujte (pokud neni Feceno jinak).

Ciselné vysledky tvaru (11286) - 23! — 175 apod. neni potieba ddle zjednodusovat.

Turzend z predndsky lze pouZivat bez dikazu (pokud neni feceno jinak), pokud je sprdvné zformulujete.

1. (a) Skript, ktery napsal vas kolega, iteruje pres vSechny permutace mnoziny {1,2,...,n} a pro kazdou
z nich provadi vypocet, ktery trva vzdy stejné dlouho (nezavisle na permutaci i na n). Pron =5
skript dobéhl zhruba za 11 ms, pro n = 8 zhruba za 3.6 s.
Zajima nés, za jak dlouho zhruba skript dobéhne pro vétsi n. Vyjadiete odpovéd zaokrouhlené
jako jednociferné ¢islo ve vhodnych ¢asovych jednotkéch (vtefiny, hodiny, dekédy, ...) pro:

i n=11,

ii. n=14.
(b) Pro velmi velké n sefadte nasledujici vyrazy podle velikosti od nejmensiho po nejvétsi (nemusite
zduvodiovat): [5 points]

A, =2", B, = n!, C, = nlogn, D, =n'", E, = (v/n)".



2. (a) Zadefinujte konecnou projektivni rovinu (X,P) pomoci ti{ axiomu.
(b) Rekneme, ze n x n tabulka s nékterymi policky vybarvenymi sedé je zajimavd, pokud plati:
i. pro kazdé dva radky existuje presné jeden sloupec, kde maji oba Sedé policko,
ii. pro kazdé dva sloupce existuje presné jeden Fadek, kde maji oba sedé policko.
iii. kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje stejny pocet Sedych policek,
Naptiklad 3 x 3 tabulka na obrazku je zajimava.
Nakreslete néjakou zajimavou n X n tabulku s n > 3.

(¢) Dokazte, ze pro nekoneéné mnoho ruznych hodnot n existuje zajimava n x n tabulka. [7 points]




3. Pingpongového turnaje se zicastnilo n = 11 hraca. Kazdy hral s kazdym jeden zapas, vitéz ziskal 1 bod
a porazeny 0 bodu (remizy nenastaly). Divdme se na trojprvkové mnoziny hracu. Rekneme, ze takové
trojprvkova skupina hracu je jasnd, pokud v nf jeden hré¢ oba zdpasy vyhrdl (tomu pak tikdme mistr
skupiny), jeden oba prohril a jeden jednou vyhrél a jednou prohrél. Ozna¢me J pocet jasnych skupin
v turnaji. Kone¢né ozna¢me a; > as > - -+ > a, poCty bodu jednotlivych hra¢u na konci turnaje.

(a) Ukazte, ze hodnota sou¢tu a; + as + -+ + a, nezavisi na prubéhu turnaje, a vyjadrete ji jako
dvojmistné ¢&islo.
(b) Alice vyhréla 5 zdpasu. V kolika jasnych skupindch je mistryni?

(¢) Vyjadrete J pomoci éfsel aq, ..., ay.
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Zformulujte nerovnost mezi sou¢tem druhych mocnin realnych ¢éisel a druhou mocninou souctu
redlnych ¢isel (nemusite ji dokazovat).

(e) Ukazte, ze alesponi dvé tfetiny vSech skupin jsou jasné.

(f) Je mozné, ze presné dvé tietiny vsech skupin jsou jasné? [10 points]



4.

(a) Zformulujte Hamminguv odhad na maximdln{ velikost kédu nad bindrni abecedou. (Muzete bez
komentéfe pouzit znaceni V,,(r) pro objem kombinatorické koule s polomérem r v {0,1}".)

(b) Na kulaty tdc s prumérem 60 cm jsme rozmistili nékolik zrnek maku tak, ze:
e kazd4a dvé zrnka jsou od sebe aspon 10cm daleko a soucasné

e kazdé zrnko je aspon 5 cm od kraje tacu.
Dokazte, Ze zrnek je nejvyse 35. [8 points]



Eztra page 1/2 if you need it.




Eztra page 2/2 if you need it.




