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Uvod

Studentky a studenti bakalaiského studia obecné fyziky na Matfyzu se musi vyrovnat
se spoustou prekazek, které jim jejich studium prindsi. At uz se jednd o jidlo v menze,
sepisovani protokoli do brzkych rannich hodin ¢i pendlovani mezi Trojou a Karlovem.
Ackoliv v dobé koronaviru odpadly nékteré zminéné komplikace, necekand, ovSem o to vétsi
rana pak prijde na zacatku patého semestru, kdy posluchadi zjisti, ze cviceni k predmétu
»2INOFY029: Jaderna a casticova fyzika* se kona jen jednou za 14 dni. Ackoliv se nékteri
brzy smiti s krutou realitou (ob¢as az prilis dobfe), jini to pokladaji za jednu z nejvétsich
nespravedlnosti v jejich dosavadnim matfyzackém zivoté.

Text, ktery mate pred sebou, odpovida paralelce LUt 9:00 (liché tydny)“, kterou v zim-
nim semestru akademického roku 2022/23 vedu, ale muze byt uzite¢ny i pro dalsi paralelky.
Samotny text vSak vznikal priubézné jiz béhem zimniho semestru 2020/21 jakozto doplii-
kovy studijni materidl pro mou tehdejsi paralelku z davodu distan¢niho zptisobu vyuky.

Jako v minulych letech, i letos je naprostd vétsina piikladd, probiranych v ramci cvi-
¢eni, piejata z knihy doc. Noska ,,Jddra a ¢éastice. Regené piiklady*, viz reference [1]. Nabizi
se tak zfejma otazka, jaky je divod pro sepisovani tohoto textu.

Kniha [1] obsahuje celkem 460 fesenych prikladi rozdélenych do osmi kapitol. Je samo-
ziejmé, ze takovy pocet prikladli neni mozné obsahnout v ramci cviceni ani v ramei doméci
pripravy. Navic, nékteré priklady jsou pro ucely cvi¢eni budto prilis jednoduché nebo na-
opak prilis slozité (tj. teorie k takovym prikladim neni prednasena v ramci bakalarského
studia a je ponechéna az pro studenty magisterského oboru Césticova a jaderna fyzika) ¢i
jinak komplexni (feseni téchto piikladi nemusi byt nutné slozité, ale ¢asova néroc¢nost je
pro cviceni zkratka nevhodna — napt., kdyz k vyreseni daného prikladu je tfeba explicitné
navéazat na feSeni predchozich tloh). Udelem tohoto textu je proto pomoci se studentiim
v téchto prikladech zorientovat a vybrat ,zlatou stredni cestu“, tedy takové tulohy, které
jsou pro cviceni i doméci pripravu vhodné jak slozitosti, tak ¢asovou narocnosti, a které
rovnéz vhodné doplnuji latku probiranou na prednaskach.

Dale pak je ucel tohoto textu ten, ze zde uvedend feseni piikladi byvaji diskutovana
o néco detailnéji, nez je tomu v knize [1]. Jinymi slovy, tento text klade diraz na pocho-
peni postupu a ruznych souvislosti pokud mozno jiz pii prvnim ¢teni. Z tohoto divodu je
pred kazdou ze tfech tématickych casti (radioaktivita, Gu¢inny prifez, kinematika) uveden
prehled zdkladni teorie a vSech potfebnych vztahi.

Pro pohodli ¢tenédfe nize uvadim puvodni znaceni prikladu dle knihy [1], které byly
do této sbirky vybrany jako ty nejvhodnéjsi pro dcely naseho cviceni. Je vsak tfeba po-
dotknout, ze leckdy byla zadani prikladi vhodné upravena, a to budto zménou formulace,
doplnénim potiebnych veli¢in nebo slou¢enim vicero priklada do jednoho.

e Kapitola 1: Radioaktivita

— Cvieni & 1: A1, A3, A4, A5, A6, A7, A8, Al1, A12, A16, A49.
— Cviceni €. 2: A17, A18, A20, A21, A31, A32, A34, A40, A4l, A43.



e Kapitola 2: U¢inny prifez

— Cviceni ¢. 3: B4, B5, B6, B8, B11, B21, B22, B27, H40, H41.
— Cviceni ¢. 4: B23, B25, B31, B35, C2, C19, C34, C37, C42, C43, C46.
e Kapitola 3: Kinematika
— Cviceni ¢. 5: D2, D5, D6, D7, D16, D18, D27, D28, D30, E42, E43, F19, F22,
F60, F68, H17.
— Cviceni ¢. 6: F1, F2, F3, F35, F37, F39, F42, F54, F59, F61.

Na zavér je mi potéSenim zminit ty, ktefi se riznym zpusobem pric¢inili o vylepseni
této sbirky, a to budto nalezenim chyby ¢i riznym namétem k doplnéni. Za akademicky
rok 2020/21 se jednd o Veroniku Cervenkovou a Ondfeje Janosku, za rok 2021/22 pak o
Jonése Dujavu a Michala Kovala, a za rok 2021/22 o Bedficha Roskovce.

,Disclaimer “

e Text je prubézné upravovan. Presto se v ném mohou vyskytnout chyby nebo
preklepy. Naleznete-li v textu jakoukoliv nepresnost, kontaktujte autora.

o Text vyuzivd IATEX sablony ¢asopisu JHEP (Journal of High-energy Physics).

6. prosince 2022 v Praze Tomas Kadavy



1 Radioaktivita

Radioaktivita, resp. radioaktivni pfeména, je fyzikalni jev, pfi némz dochazi k vnitini
preméné slozeni nebo energetického stavu atomovych jader (obecné budeme hovofit o
ncasticich®, ackoliv se nejednéd o ¢astice v pravém smyslu slova — stejné tak céastici ro-
zumime, dle kontextu, jak jednu jedinou ¢astici tak i jejich systém). Toto chovani je do-
provazeno emitovanim ionizujici zareni. Uvedena definice bude pro potieby cviceni zcela
dostacujici, nebot predmétem naseho zajmu nebude samotny mechanismus radioaktivni
premény jako spiSe Casovy vyvoj poctu rozpadajicich se c¢astic a s tim dalsi souvisejici

velic¢iny.
1.1 Teorie
Pravdépodobnost rozpadu a rozpadovy zakon

e Uvazujme ¢éstici podléhajici radioaktivnimu rozpadu. Pak pro pravdépodobnosti, ze
se Castice za infinitezimalni Casovy interval d¢ rozpadne (1.1) ¢ nerozpadne (1.2),

)

[dpy =1 - \dt,| (1.2)

plati

respektive

kde X je rozpadova konstanta, kterd charakterizuje pravdépodobnost rozpadu vzta-
7enou na jednotku ¢asu, a jejiz jednotkou je [A] = s

e Pravdépodobnost, ze se ¢astice nerozpadne za dobu t je ddna vztahem (1.11). Ekvi-
valentné, pro pravdépodobnost rozpadu ¢astice za dobu ¢ plati vztah (1.12). Pozna-
menejme, ze mezi dobou t a infinitezimalnim ¢asovym tsekem dt plati t > dt.

e Exponencidlni rozpadovy zékon (1.21), neboli zadkon radioaktivni premény, charakte-
rizuje ¢asovy vyvoj poctu radioaktivnich ¢astic.

Polocas rozpadu a stredni doba Zivota

e Polocas rozpadu, dany vztahem (1.13), je takovy ¢as, po jehoz uplynuti je pravdépo-
dobnost rozpadu ¢ééstice stejna jako pravdépodobnost, ze k jejimu rozpadu nedojde.
Jinymi slovy, po uplynuti ¢asového tseku o délce polocasu rozpadu klesne puvodni
pocet radioaktivnich ¢éastic na polovinu.

e Stredni doba zivota (1.19) radioaktivni ¢astice je prumérna doba mezi jejimi dvéma
po sobé nésledujicimi rozpady. Jinymi slovy, jedna se o primérnou dobu setrvani
radioaktivniho vzorku v daném nestabilnim stavu.

Aktivita

e Aktivita A(t) vzorku vyjadiuje rychlost radioaktivni premény. Uvazujeme-li systém
¢astic stejného druhu podléhajici radioaktivnimu rozpadu (tj. nedochézi-li ke zméné



poctu téchto ¢astic jingm zpusobem nez praveé jejich rozpadem), aktivitu definujeme
jako zaporné vzatou ¢asovou derivaci poctu rozpadajicich se ¢astic:

AN (1)

Al =——5

(1.3)

— Jednotkou aktivity je becquerel, pricemz tato jednotka je definovana jako akti-
vita radioaktivni latky, v niz dojde k jedné preméné atomového jadra za sekundu.
Plati tak [A] = 1Bq = 1s7!. Difve se téZ uzivalo jednotky curie, pficemz
1Ci = 3,66 -10'° Bq.

e Dosazenim za ¢asovy vyvoj poctu rozpadajicich se ¢astic dle (1.21) muzeme vztah
(1.3) upravit jako

[A(t) = AN () .| (1.4)

— Zdtraznéme, ze rovnost mezi pravymi stranami rovnic (1.3) a (1.4) plati pravé
b
pro takovy systém cCastic, ve kterém se tyto Céastice radioaktivné rozpadaji a
jejich pocet neni ovliviiovan zadnym jinym zptsobem.

— Alternativné lze vztah (1.4) prepsat do tvaru

A(t) = Age ™M, (1.5)

kde Ag = ANy je pocatecni aktivita.

e Dle vyse uvedeného je zfejmé, ze aktivita daného systému rozpadajicich se c¢astic je
kladnd veli¢ina (,,¢im vice radioaktivnich ¢astic vzorek obsahuje, tim vice se jich za
sekundu rozpadne, a tim je aktivita vyssi“), a proto je v jeji definici (1.3) derivace
se zapornym znaménkem.

— Alternativné lze vztah (1.3) zapsat také pomoci absolutni hodnoty zminéné de-
rivace — v soucasné uvazovaném pripadé systému castic podléhajicich pouze
radioaktivnimu rozpadu jde o zcela ekvivalentni definici, kterd vsak muze byt
matouci, po¢itame-li aktivitu ¢astic v kaskadovém rozpadu, kdy je pocet castic
prubézné dopliiovan (viz priklady ¢. 16 a 19).

— Pokud bychom v defini¢nim vztahu (1.3) zdporné znaménko nevzali do tvahy,
byla by aktivita zaporna veli¢ina. Dle pozadovaného vyznamu aktivity by to vsak
znamenalo, Ze nedochazi k poklesu poctu ¢astic jejich radioaktivnim rozpadem,
ale naopak k jejich produkci.

— Pro stabilni ¢astice, které ze své podstaty radioaktivnimu rozpadu nepodléhaji,
plati, Ze jejich aktivita je nulova (v takovém pfipadé nemd smysl dosazovat pocet
stabilnich jader do vztaht (1.3) a (1.4) — tyto vztahy operuji pouze s aktualnim
poctem radioaktivné se rozpadajicich ¢éastic, nikoliv s jejich poc¢tem v obecném
smyslu). Alternativné lze fici, ze rozpadova konstanta stabilnich ¢astic je nulova.



e Vztahneme-li aktivitu radioaktivni latky na jednotku hmotnosti, mluvime o mérné
aktivité a(t), pricemz

a(t) = —=, (1.6)

takze jednotkou mérné aktivity je samoziejmé [a] = Bq- kg~!. Uvédomme si, ze diky
vztahu (1.6) plati pro ¢asovy vyvoj mérné aktivity vztah podobny (1.5), tj.

a(t) = age M, (1.7)

kde ag je pocateéni mérnd aktivita.

— Pro pocatecni pocet radioaktivnich ¢éstic o celkové hmotnosti m pak plati, ze
Ny =nV, kde n je objemova hustota téchto ¢astic a V' je charakteristicky objem,
ktery tyto castice zabiraji.

— PrepiSeme-li objem jako V' = m/p, pro poéatecni pocet radioaktivnich ¢astic
mame

mN 4
Ny = , (1.8)
Mmol

kde My, je kilomolova hmotnost latky slozené z téchto ¢astic.

— Dosazenim tohoto vztahu do (1.6) pak, s vyuzitim vztahua (1.5) a (1.7), méme
pro pocatecni mérnou aktivitu vztah

~ ANa
Mmol ‘

(1.9)

ao

— V souvislosti se vztahem (1.9) se pomér Af[V 4 nazyvé mérnym mnozstvim radi-
mo.

oaktivni latky a jeho jednotkou je kg~=!.

1.2 Cviceni ¢. 1 (11. 10. 2022)

Priklad ¢. 1. Odvodte exponencialni rozpadovy zdkon za predpokladu, ze rozpad Castice
je statisticky proces a pravdépodobnost dpa, Ze se Castice rozpadne za infinitezimalni ca-
sovy usek dt, je dpa = Adt, kde X je rozpadova konstanta. Jaky je vztah mezi rozpadovou
konstantou A, polocasem rozpadu 77 /5 a stfedni dobou zivota 77

Resent
e Zacnéme s odvozenim exponencialniho rozpadového zakona.

— Oznac¢me cCasovy usek, kterym prochézi néjaka Castice, jako t. Hledany vztah,
popisujici pravdépodobnost rozpadu této ¢astice pri pruchodu casovym tsekem
t, uré¢ime jako pravdépodobnost toho, Ze ¢astice projde tento uisek bez toho, aniz
by se rozpadla. Takovou pravdépodobnost pak ozna¢ime jako Px(t).

— Usek délky ¢ nyni rozdélme na m infinitezimélnich ¢asovych intervali dt, a tedy
t = mdt, pricemz pro kazdy takovy infinitezimalni ¢asovy interval predpokla-
dédme, ze dt < t. Pro pocet téchto intervald pak plati, ze m — oc.



— Predpokladdme dale, ze pravdépodobnost rozpadu je na historii nezavisly jev,
a tudiz pravdépodobnost rozpadu Céstice v libovolném z téchto intervalt neni
ovlivnéna prichodem predchozimi ¢asovymi intervaly. Ze zadani vime, ze prav-
dépodobnost toho, ze na infinitezimalnim casovém tuseku dt dojde k rozpadu
Castice, je dpa = Adt. Neboli, pravdépodobnost toho, ze na stejném intervalu k
rozpadu nedojde, je dpy = 1 — A dt.

— Pravdépodobnost Py(t) toho, ze ¢astice projde casovy tusek ¢ bez rozpadu, je
pak podminénou pravdépodobnosti toho, Ze se ¢astice nerozpadne na zadném
z m intervali. Tedy, takova pravdépodobnost je pak dana m-krat vyndsobenou
pravdépodobnosti dpy, resp.
Py(t) = lim (dpny)™ = lim (1 -Adt)"™ = lim (1-— ALY (1.10)
N m—soo N m— oo m— oo m ’ )
kde jsme vyuzili toho, ze dt = t/m.
— Posledni limita je pak zndmym vztahem pro mocninu Eulerova ¢isla s exponen-

tem —\t, a tedy pravdépodobnost toho, ze se Céstice nerozpadne na casovém
useku délky t je

Px(t) = e . (1.11)

— Ekvivalentné vztahu (1.11), pravdépodobnost, Ze se ¢astice rozpadne na ¢asovém
useku délky t, je

Pa(t)=1—e7, (1.12)

e Nyni odvodime polocas rozpadu.

— Polocasem T} /5 rozpadu rozumime takovy cas, po jehoz uplynuti je pravdépo-
dobnost rozpadu castice stejnd jako pravdépodobnost, ze k rozpadu nedojde.
Jinymi slovy, s uzitim pravdépodobnosti (1.11) a (1.12), pro polocas rozpadu
plati

Pp(Thj2) = Px(Thy2) -

— Vyfesenim této rovnice pak mame hledany vztah pro polocas rozpadu ve tvaru

In2

< (1.13)

Ty =

e Nakonec odvodime stredni dobu zivota.
— Formalné receno, stfedni doba zivota 7 castice je pramérna doba mezi jejimi
dvéma po sobé nasledujicimi rozpady.

— 7Z matematického hlediska lze na stfedni dobu zivota taktéz nahlizet jako na
stfedni hodnotu ¢asu ¢ (formalnim jazykem statistiky se jedna o tzv. prvni mo-
ment ndhodné veli¢iny ), a mizeme tak pro ni psat

= /Oootp(t) dt, (1.14)



kde p(t) je tzv. hustota pravdépodobnosti rozpadu na infinitezimalnim okoli
okamziku ¢, udavajici pravdépodobnostni charakter stfedni doby zivota, a kde
integrujeme pres vSechny mozné hodnoty casu ¢.

— Hustotu pravdépodobnosti rozpadu definujeme nésledovné. Spoc¢téme nejdiive,
jaké je pravdépodobnost dPa(t) toho, ze se Castice rozpadne na infinitezimal-
nim okoli bodu ¢t. Takova pravdépodobnost je urcena dvéma faktory. Prvnim
faktorem je pravdépodobnost Py(t) toho, ze Castice prezije ¢asovy tusek ¢ bez
rozpadu. Druhym faktorem je pak pravdépodobnost dpa(t), ze se ¢éstice roz-
padne na infinitezimalnim okoli okamziku ¢ pravé az po preziti casového tseku ¢.
Jelikoz celkovd pravdépodobnost dPa(t) je podminéna splnénim platnosti obou
zminénych faktori, mizeme uzitim vztah (1.1) a (1.11) pro hledanou pravdeé-
podobnost psat

dPa(t) = Px(t) dpa(t) = Xe M dt, (1.15)

pri¢emz hustotu pravdépodobnosti rozpadu v infinitezimalnim okoli okamziku ¢
definujeme jako
dPA(t) = plt) dt

a tedy

p(t) = Xe . (1.16)

— Dosazenim (1.16) do defini¢niho vztahu (1.14) mame
o0
T:)\/ teMdt, (1.17)
0

kde jsme pred integral vytknuli na casu nezavislou rozpadovou konstantu.

— Zbyva nam tak vycislit piislusny integral ve vztahu (1.17). Uzijeme metody
integrace per-partes, pfi¢emz ozna¢ime v =t a v/ = e~ . Pak tedy plati v/ =1

av= —%e‘*t. Integral ve vztahu (1.17) tak lze spocist jednoduse jako
/oote,)\t dt — 1 t —)\t / e Mdt = [ —At] — i (1 18)
0 )\ )\ )\ NEIELPERD ’
= —1

— Koneéné, dosazenim (1.18) do (1.17) mame hledany vztah pro stfedni dobu
zivota cCastice

1
= —. 1.19
r=3 (1.19)

e Hledand souvislost mezi polocasem rozpadu a stfedni dobou Zivota cCastice je evi-
dentné, dle (1.13) a (1.19),

T1/2 = T1n2. (120)




Poznamka ¢. 1.
e Vyvoj poctu radioaktivnich ¢astic v ¢ase t je mozno popsat diferencidlni rovnici

AN(t) = —AN(t) dt,

vvvvv

N(t) = Nge M, (1.21)

kde Ny je pocet Castic v ¢ase t = 0. Vztahu (1.21) fikdme rozpadovy zakon, resp. zdkon
radioaktivni pfemény. Vidime tak, ze ¢asovy vyvoj poctu rozpadajicich se radioak-
tivnich ¢astic je modulovan exponecidlnim faktorem, ktery je identicky s pravdépo-
dobnosti (1.11).

e Pro dplnost zminme, ze vztah (1.13) je mozné odvodit rovnéz ze znalosti faktu, ze
po uplynuti ¢asového tseku o délce polocasu rozpadu klesne puvodni pocet radioak-
tivnich ¢astic na polovinu. Plati tak, dle (1.21),

1
N(Typ2) = §NO’

Priklad ¢. 2. Radioaktivni vzorek obsahuje v ¢ase t = 0 pravé Ny castic. Rozpadova
konstanta je A. Najdéte rozdéleni pravdépodobnosti pro pocet rozpadlych a nerozpadlych
¢astic za dobu t. Jaka je stfedni hodnota a rozptyl téchto velic¢in?

Reseni
e Dle zadani mame v Case t = 0 pravé Ny castic. Predpokladejme, Ze za dobu t se
rozpadne pravé M castic z pivodniho poctu, a ze tedy Ng— M c¢astic se za tuto dobu
nerozpadne.

e Pripomenme, Ze pravdépodobnost Py(t), ze se ¢astice za dobu t nerozpadne, je ddna
vztahem (1.11), zatimco pro pravdépodobnost Pa(t), Ze se ¢astice po uplynuti doby
t rozpadne, plati vztah (1.12).

e Zkonstruujme nejprve pravdépodobnost Py = Pyr(Ny,t) toho, Ze za dobu ¢ se roz-
padlo pravé M castic z Ng.

— Pravdépodobnost, ze po uplynuti doby t najdeme M z Ny ¢éastic rozpadlych je
tedy podminénou pravdépodobnosti, ktera je imérna soucinu M pravdépodob-
nosti rozpadu (1.12) a souc¢inu Ny — M pravdépodobnosti (1.11), Ze k rozpadu
nedoslo.

— Zbyva ovSem uréit konstantu timérnosti. Uvédomme si, ze v podstaté vybirame
M prvku z Ny, pficemz na vybéru nezalezi (tj. je irelevantni, v jakém poradi se
ktera castice rozpadla) a kazda rozpadnuvsi se ¢astice se ve vybéru musi vysky-
tovat pravé jednou. Konstantou timérnosti je tedy faktor ve tvaru kombinac¢niho
¢isla (]]\\C})), vyjadiujici pocet kombinaci vybéru M prvki z Ny bez opakovani.



— Tedy, pravdépodobnost, ze za dobu t se rozpadlo pravé M castic, je dana vzta-
hem (pro jednoduchost zapisu piSme Py = P(t) a Px = Px(t))

No _
Py = <M>P£/[P§V0 M

— PrepiSeme-li Py jako 1 — Py, mame hledané pravdépodobnosti rozdéleni pro
pocet rozpadlych castic ve tvaru binomického rozdéleni

M

Py = <N°> PM(1 — py)No—M (1.22)

— Uvédomme si déle, ze vyséitame-li pres vSechny pravdépodobnosti nalezeni M
rozpadlych ¢astic, dostaneme pravdépodobnost jistoty, tj.

No
> Py=1. (1.23)
M=0

e Spocitejme nyni stiedni hodnotu (M) poctu rozpadlych ¢astic M.

— Rozdéleni pravdépodobnosti poc¢tu rozpadlych ¢astic (1.22) je diskrétni, coz je
ziejmé, jelikoz pocet Castic musi byt celé nezdporné ¢islo. Stredni hodnotu (M)
je tak tfeba spocitat jako souéin M P,; vyséitany pres vSechny mozné hodnoty
M (vzpomenme napft. na stiedni dobu zivota, coz je stfedni hodnota ¢asu, v
prikladu ¢. 1, kde jsme namisto sumace integrovali).

— Jelikoz pocet rozpadlych ¢astic mize lezet kdekoliv v intervalu od nuly (zadna
Castice se za dobu t nerozpadla) az po Ny (za dobu t se rozpadly vSechny ¢astice),

plati
No

(M)y= > MPy. (1.24)
M=0

— Dosadime tedy za Py dle (1.22) a budeme tento vyraz déle upravovat:

- MZ::1 (M — D! (Nyg — M)!Pfﬁ/[(l — PA)N()—M
S (No —1)!

:N‘)PAMgl (M — 1)1 (No — M)

PN (1 = Py N (1.25)
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kde jsme v prvnim kroku vyuzili toho, ze prvni ¢len sumace je identicky nulovy,
takze lze zacit séitat az od M = 1, nasledné jsme dosadili za P,s, rozepsali
kombinacni ¢islo a nakonec jsme pred sumacni znaménko vhodné vytkli ¢leny,
které nezavisi na proménné M, pres kterou se scita.

— Oznacme ddle Ny = Ny — 1. Jelikoz ve vyrazu (1.25) je M € (1,Ny), pak
M —1¢€ (0,Ny—1), resp. M —1 € (0, N/). Oznacime-li tedy M = M — 1,
mizeme psat

N(/) N(/)' / N/ Ml
M) = NoP, - P (1 — Pa)No—
< > 0 AMZ::()M,! (Né —M’)! A ( A)
NO NI ! ! !
= NoPa Y (MO/>PA (1 — Py)No—M
M’'=0
Ng
=NoPr Y P, (1.26)
M'=0

kde jsme nejprve zlomek upravili zpét na kombinacni ¢islo a nasledné si vSimli
toho, ze jsme zreprodukovali tvar pravdépodobnostniho rozdéleni (1.22).

— S vyuzitim vztahu (1.23) a (1.12) tak pro stfedni hodnotu rozpadlych ¢astic
plati

(M) = NgPy = No(1 — ™). (1.27)

e Spocitejme nyni rozptyl o3, poc¢tu rozpadlych édstic M.

— Pro rozptyl 0%4 plati
iy = (M?) = (M)?, (1.28)
a jelikoz (M) uz zname, staci spocitat (M?2).

— Ekvivalentné jako v pripadé vyse, mame postupné

Y
(M?) = 20: M?P

- M

M=0

No
= > M°Py

M=1

No

N,

-y M2<]\;>P£/[(1—P )Mo= M

M=1

No

No!

= M? P (1 — py)No—M

Mzz:l M!(No — M)! A »)

No

NO! M No—M

= M PY(1— Py)No

Mgl (M — 1)! (Ny — M)! A (1= Pa)

. (No —1)!
0 . M—1 No—M

= NoP, M PM=1(1 — py)No

0 AMZ:1 BT L
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:N()PA Z [1+(M_1)} (No—l)! !Pg\f—l(l_PA)NOfM

P (M — 1)1 (N — M)
Al No —1)! _ _
— NoPa Mzzjl o _(1)(;(%)_ M)!p/y (1 = py)NoM 4
=1
No B
#NoPy 30 (M 1) e P P (129

kde hodnota souc¢tu v predposlednim radku plyne dle (1.25), (1.26) a (1.23).

— Vsimnéme si nyni, ze ve druhém ¢lenu v (1.29) je prvni ¢len sumace opét nulovy.
Mizeme tak zacit séitat od M = 2, a tedy

No
No—1)! ~ _
(M?) = NoPp + NoPa Y (M —1) (1 _(1)? ™ )_ M)'P% L1 — py)No—M
M=2 . 0 .
o (No — 1)!
= NoPa + NoPa T P (1 — py)No M
M{:z (M —2)!(Ng — M)!" A
No
Ny —2)! _ _
= NoPa + No(No — )P} (No —2) PR (1 = Py M

&=, (M —2)I(Ny — M)!
(1.30)

— Oznacme déle Ny = Ny — 2. Jelikoz ve vyrazu (1.30) je M € (2, Ny), pak
M —2 € (0, Ny — 2), resp. M —2 € (0, NJ/). Oznacime-li tedy M" = M — 2,
miuzeme psat

Ny
(M?) = NoPr + No(No — 1)P} >
M =

N
o MPT(NG — M")!

PAW//(l . PA)Nél_M”

N(/) 1/
= NoPa 4+ No(No — )P} Y (MO,,> PM" (1 — py)Ni—M
M"=0

Nl
= NoPa + No(No — 1)P} Y~ Py . (1.31)
M'"=0

— Opét s vyuzitim vztahu (1.23) pak pro (1.31) po drobné upravé plati
(M?) = NoPa[1+ (No —1)Pa] . (1.32)

— Dosazenim (1.27) a (1.32) do (1.28) tak pro rozptyl poctu rozpadlych ¢astic
mame, po jednoduché algebraické tprave,

03, = NoPa(1 — Py) = No(1 — e M)e . (1.33)

e Koneéné, spocitejme stiedni hodnotu (N) a rozptyl o3, poétu nerozpadlych &astic N.
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— Jelikoz N = Ny — M a Ny je konstanta udavajici pocateéni pocet ¢éstic, plati

(N) = (No— M) = Nog — (M),

2 2 2 2 2 o, (1.34)
(N?) = {(No — M)?) = (Ng — 2NoM + M*) = Ny — 2No(M) + (M?) .
— Dosazenim dle (1.27) a (1.32) do (1.34) tak mame
(N) = No(1— Pa) = Noe ™, (1.35)
a
(N%) = No(1 = Pa)[Pa+ No(1 = Pa)]

tj. dle vztahu ekvivalentnimu (1.28) pak mame

0% = NoPA(1 — Pa) = No(1 — e M)e M, (1.36)

e Vidime tak, Ze ackoliv stfedni hodnoty (M) a (N) rozpadlych a nerozpadlych éastic
jsou rozdilné, viz. (1.27) a (1.35), rozptyly téchto veli¢in jsou stejné, viz. (1.33) a
(1.36).

Priklad ¢é. 3. Vzorek obsahuje v ¢ase t = 0 pravé Ny Castic, které se rozpadaji s roz-
padovou konstantou A. Najdéte rozdéleni pravdépodobnosti pro pocet rozpadlych éastic
M a pocet zbyvajicich ¢astic N za predpokladu, ze je vzorek sledovan po kratky cas t a
pocatecni pocet castic je velmi velky. Dale, jaké jsou za téchto podminek stfedni hodnoty
a rozptyly poc¢tu rozpadlych a nerozpadlych castic?

Reseni

e Jde o tlohu na aplikaci prikladu ¢. 2, kdy jiz zndme pravdépodobnosti rozdéleni (1.22)
poctu rozpadlych ¢astic M. Ovsem, jde o specidlni piipad, ktery spociva v tom,
ze pro toto rozdéleni mame danu podminku velkého poctu pocatecnich ¢astic Ny,
takze si muzeme dovolit predpokladat, ze Nog — 0o, a zdroven vime, Ze tento vzorek
¢astic sledujeme po kratky cas t, coz nas opravnuje predpokléddat, ze pravdépodobnost
pozorovani rozpadu za takovy ¢as bude mald, tj. Pa(t) — At < 1, jak plyne ze vztahu
(1.12) pro t — 0.

e Intuitivné tak muzeme ocekdvat, ze stfedni hodnota (M) poctu rozpadlych ¢astic
bude mald. Vztah (1.27) nés tak v této souvislosti ospravedliiuje predpoklddat, ze
souéin NgPa je koneéné cislo, i kdyz se jednotlivé ¢leny limitné blizi nekoneénu,
resp. nule. Vlastnost tohoto soucinu si tak symbolicky ozna¢me jako

NoPa(t) = ,finite*. (1.37)
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e Nasim tikolem je tak spocitat limitu pravdépodobnostniho rozdéleni (1.22) pro limitni
prechody Ny — 00, Pao(t) — At, kde t — 0. Zde, narozdil od vztahu (1.22), vSak
explicitné vyznacime ¢asovou zavislost pravdépodobnosti, a to pravé kvili tomu, ze
limitni prechod se tykda mimo jiné také Casové zavislosti jednotlivych veli¢in. Plati
tak

. L No M No—M
= g () im0 - o
Pa(t) — At Pa(t) = Xt

t—0 t—0

No!
= lim 0

No — 00 (N() — M)'M'
Pa(t) = Mt
t—0

[Pa()]™ 1 — Pa(t)) ™™

L No! M No M
i = ()M =1

e Upravime-li predchozi vyraz presunutim vhodnych ¢lent pred symbol limity, mame
tak, s uzitim vlastnosti (1.37), jednoduse

. (/\t>M . NO! Ny
| Py = 1 — |1 - P
Nomoo " MTUMI NSee (Np— M)![ A )]
Pa(t) = Xt Pp(t) = Xt
t—0 t—0
M | No
INCUL. No! (1 - NOPA(t))
M Ng — o0 (N()—M)' Ny
PA(t)—>>\t
t—0 N B*NO)\t
_ Y oy, o N (1.38)
M Nomoo (Ng — M)’ ‘

kde jsme vyuzili vztahu pro limitu Eulerova ¢isla a kde jsme v poslednim kroku pod
limitnim symbolem ponechali jiz jen relevantni limitni prechod.

e Evidentné

- Not o No(No—1)-...-(No—M+1) (No— M)
N0—>00(N0—M)!7N0—>oo (No—M)'
M c¢lent
= lim No-(Ng—1)-...-(No—M+1)=NM1.  (1.39)
N()—)OO

e Dosazenim (1.39) do (1.38) tak méme hledané pravdépodobnostni rozdéleni

: (NoA)M
ylim - Pay = e (1.40)
PA(t) — At
t—0

odkud je zfejmé, ze v limitnim prechodu Ny — oo a t — 0 se plvodni binomické
rozdéleni (1.22) zménilo na rozdéleni Poissonovo (1.40).
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e Pro stfedni hodnoty a rozptyly poc¢tu rozpadlych M a nerozpadlych N castic pak dle
(1.27), (1.33), (1.35) a (1.36) plati nésledujici vztahy. Pro pocet rozpadlych ¢astic M
mame jejich stfedni hodnotu

lim (M) = lim NoPa(f) = NoM, (1.41)
Ny — o0 Nop —
Pa(t)— Xt Pa(t) — Mt
t—0 t—0

zatimco pro rozptyl mame

lim o3, = lim NoPa(t)[1 — Pa(t)] = NoAt. (1.42)
Ny — o0 Ny — 0
PA(t)H)\t PA(t)H)\t

t—0 t—0

Podobné pro pocet nerozpadlych ¢astic N mame jejich stredni hodnotu

lim (N)= lim No[l—Pa(t)] = N

N()*)OO N()*)OO
Pa(t)— At Pa(t) = Mt
t—0 t—0

a pro jejich rozptyl

lim 0% = lim NoPa(t)[1 — Pa(t)] = NoAt.

NOA)OO 0 — OO
Pp(t) = Xt Pp(t) = Mt
t—0 t—0

Piiklad ¢. 4. Velmi slaby zdroj a-¢astic mé aktivitu 1s~1. Jaké je pravdépodobnost, Ze
za dobu t = 4s nebude v idealnim detekénim zarizeni obklopujicim zdroj a-castic zaregis-
trovana zadna a-Castice? Jaka je pravdépodobnost, Ze za dobu t = 4s budou v detektoru
zaregistrovany ¢tyii a-Castice? Jaky je stfedni pocet a-Castic a s jakym rozptylem je zare-
gistrovan v detektoru za dobu t = 47

Reseni
e Jde o tlohu na aplikaci vztahu (1.40) z ptikladu ¢. 3. Jelikoz je aktivita zdroje kon-

stantni, analogicky s ozna¢enim ve vztahu (1.5) si ji oznaéme jako Ag = 1571, pficemz
Ao = ANp. V této souvislosti si pak vztah (1.40) prepiSeme jako

(Aot)Meont
M!
kde M je pocet rozpadlych, resp. detekovanych castic.

Py (t) = , (1.43)

e Pravdépodobnost, ze za t = 4s nebude zaregistrovana zadna (tj. M = 0) a-céstice
tak je

| Po(t) = 0,018 |

e Podobné pro pravdépodobnost detekce ¢tyr (tj. M = 4) a-¢astic za dobu ¢t = 4's plati

Py(t) =0,2.
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e Stredni pocet detekovanych a-¢astic za dobu t = 4 tak dle vztahu (1.41) bude

(M) = Agt =4,

zatimco pro jejich rozptyl bude dle (1.42) platit

ON — AotZQ.

Priklad ¢. 5. Systém obsahuje v poc¢atecnim stavu stejné mnozstvi neinteragujicich ne-
utronu a protoni. Neutrony se v procesu n — p+e~ +7, rozpadaji na protony s rozpadovou
konstantou A,. Jaky bude pomér poctu protoni a neutront v systému za dobu t? Za jakou
dobu se pomér poctu protonli a neutrona v systému zvetsi k-krat, k > 17

Reseni

e Evidentné jde o tlohu na aplikaci rozpadového zékona (1.21). Oznacme tak pocatecni
pocet protonii a neutront jako

N,(t = 0) = Ny, (t = 0) = Np.

e Dle zadani se neutrony s ¢asem rozpadaji, jejich pocet tak ubyva. V cCase t tak bude
pocet neutronu dany vztahem (1.21), neboli

Nyp(t) = Noge 2t (1.44)

kde A, je v tomto pripadé rozpadova konstanta neutronu. Rozdil Ny — N,,(t) poctu
neutronu na poc¢atku a v ¢ase t tak rika, kolik neutronu se za ¢as t rozpadlo.

e Uvédomme si ovSem, ze kazdy rozpad neutronu produkuje pravé jeden proton. Neboli,
pocet protont bude s ¢asem rust tim zpusobem, ze k pocateéni hodnoté Ny protonu
za Cas t pribude pocet protonu shodny s poctem rozpadlych neutroni. Mame tak

N,(t) = No+[No — Ny (t)] = 2No— Ny, (t) = 2Ng— Ng e = No(2—e ). (1.45)

e V case t tak bude pomér poctu protonu vici neutronim dén vztahy (1.44)-(1.45), tj.

Np(t)  No(2— e~ Ant) Ant
N = Neen =2 L (1.46)

e Pomér poctu protont vici neutronim se zvetsi k-krat za cCas ti (aby bylo zfejmé, ze
hledame néjaky konkrétni ¢as splnujici zadanou podminku, znac¢ime takovy cas jako
tr. a nikoliv ¢, aby nedoslo k pomyleni s ¢asem vystupujicim ve vztazich vyse), ktery
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zjistime ze vztahu (1.46), oznacime-li si pomér poctu ¢astic na levé strané pravé jako
k. Resenim takové rovnice pak mame ve tvaru

1 (k+1> =25l 1y 1n<’”1> _ T

W In2 2 )7 Tn2

1
" (ln(k +1)+In 2) ,

coz po drobné upravé logaritmu dava hledany cas

In(k +1

Priklad ¢. 6. Za jak dlouho klesne aktivita radioaktivniho vzorku o polocasu rozpadu
T1/2 prévé q—krét7

Reseni
e Vyuzijeme vztahu (1.5), ktery uddva ¢asovou zdvislost aktivity. Ozna¢me pomér po-
Catecni aktivity Ag vadi aktivité A(t) v ¢ase t jako ¢. Plati tak
Ao At

TTAw

e Pro ¢as t pak, s uzitim vztahu (1.13), plati

e Pro Uplnost jesté uvazujme pomér ¢ ve tvaru mocnin dvou, tj. ¢ = 2P. Pak dle vztahu
(1.47) plati
t=pTis,
coz prehledné ilustruje vyznam polocasu rozpadu. Jinymi slovy, aktivita klesne dva-
krat (p = 1) za ¢as Ty /9, CtyTikrdt (p = 2) za Cas 27T} 9, osmkrédt (p = 3) za Cas 37T /9
atd.

Piiklad &. 7. Stard jednotka aktivity 1 Ci je definovana jako aktivita vzorku radia ??Ra
o hmotnosti m = 1g. Jaka je velikost této jednotky, je-li polocas rozpadu izotopu 2?°Ra
prave T 5 = 1600 let? Kilomolova hmotnost 226Ra je MR, = 226kg - kmol L.

Resent
e Zacnéme prevedenim jednotek:

m=1g=10"kg,
Ti/p=1600y =1600-3600-24-365s=5-10"s,
Mg, = 226kg - kmol ™ = 226 kg - (103 mol) ™ = 0,226 kg - mol .
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e Dle zadani mé jednotku aktivity 1 Ci pravé jeden gram izotopu 22°Ra. Spocitdme si
tak jednoduse aktivitu tohoto vzorku dle vztahti z teoretického tvodu, kterd nam
ovsem vyjde v becquerelech.

e Kombinaci vztahu (1.6) a (1.9) dostaneme vztah pro aktivitu jako

A )\mNA |/\::Th117/22| In2 mNy

— —= = 3,66-10'°Bq.
MRa T1/2 MRa

e Tedy, aktivité 1 Ci odpovida zhruba 3,66 - 10'° Bq.

Priklad ¢. 8. Jaka ¢ast neutronti o kinetické energii Ey, = 0,025 eV leticich ve svazku se
rozpadne pri pruletu drahy o délce £ = 2m? Stredni doba Zivota neutronu je 7, = 925s a
jeho klidova energie m,,c? = 939, 6 MeV.

Reseni

e Nejdrive si uvédomme, zZe jde o tlohu na pomezi radioaktivity a kinematiky. Jelikoz
jsme se dosud relativistickou kinematikou nezabyvali, je dilezité ovérit si, zdalipak
vystacime s nasimi znalostmi klasické nerelativistické kinematiky. Uvazujme tak nyni

2 a celkové energii F, kterd je souc¢tem klidové

libovolnou c¢astici o klidové energii mc
a kinetické energie Ej, tj. E = mc? + Ej. Obecné plati, Ze je tieba postupovat
relativisticky, je-li kinetickd energie ¢astice rddové odpovidajici jeji klidové energii,
tj. pokud Ej ~ mc?. V nasem piipadé je vSak kinetickd energie zanedbatelnd vaci

klidové energii, tj. Ej, < m,c?, zcela jisté tak miizeme postupovat nerelativisticky.

e Pro kinetickou energii tak mizeme pouzit nerelativisticky vztah Fj = %mn'UQ, odkud
si mizeme vyjadrit rychlost, kterou neutrony ze zadani prochéazeji drahu o délce

{=2m, tj.
[2F 2F
v= | E =y [ (1.48)
my, Mp,C

kde jsme zlomek pod odmocninou vhodné rozsitili faktorem ¢?, abychom ve jmeno-

vateli dostali zadanou klidovou energii neutronu.

e Zndme-li rychlost neutronu (1.48), miZeme urcit, za jak dlouho tyto neutrony urazi

¢ 0 |mpc?
— - _= . 1.4
t v c\ 2E; (1.49)

e Hledanou ¢dst f neutront, kterd se pri priletu drahou £ rozpadne, zjistime jako pomér

dréhu ¢. Ziejmé plati

poctu rozpadlych neutronti za ¢as ¢ vici pocatecnimu poctu Ny neutrond, pricemz
pocet rozpadlych neutront za cas t urc¢ime jako rozdil pocatecniho poctu neutront
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e

a poCtu neutronia N(t) zijicich v Case t dle rozpadového zakona (1.21). Konkrétné,

plati

_ No—N(t)  No— Nye !
/= No No

kde A, je rozpadovéa konstanta neutronu.

=1- e_)‘"t,

e Dosazenim prevracené hodnoty stfedni doby zivota za rozpadovou konstantu dle
(1.19) a uzitim vztahu (1.49) pak méme

t { |myc?
—1l-exp(-—)=1— = .
/ exp( Tn> exp< ctn \| 2E% )
—_— —

= 1076

o Jelikoz je ¢iselnd hodnota exponentu velmi malé ¢islo, miizeme exponencialu rozepsat
Taylorovym rozvojem do prvniho fddu schematicky jako e™* = 1 — 2 + O(x?), ¢imz
nam hledana ¢ast rozpadlych neutroni vyjde

{ |my,c?
= — /e =107°.
/ ctn \ 2E% 0

Priklad ¢. 9. Jaky objem vody je za normélnich podminek tfeba pozorovat, aby byl

idedlnim experimentalnim zarizenim zaregistrovan jeden rozpad protonu za tyden, je-li od-
had stredni doby zivota volného protonu, pri kterém se nezachovava tzv. baryonové cislo,
Tp R 103! let? Hustota hmotnosti a kilomolovd hmotnost vody je pp,0 = 103kg - m™3 a

Mpy,o = 18kg - kmol .

Reseni
e Nejdiive si prevedeme jednotky. V této souvislosti zdliraznéme, ze mame zadanou
taktéz pozadovanou aktivitu A, rozpadi protoni v uvazovaném experimentdlnim
zarizeni. Plati:
7, ~ 103y =101 - 3600 - 24 - 3655 = 3,15 - 10%s,
Ay=1w'=(3600-24-7s)"" =1,65-10"5s7",
My,0 = 18kg - kmol ™! = 18kg - (103 mol) ™! = 1,8- 1072 kg - mol .

e Dle zadani mizeme predpokladat, ze pocet protonii se bude ménit jen velmi mélo a
muzeme jej tak povazovat za konstantni. Dle vztahu (1.3) tak pro aktivitu protonu
mame

Ap = XN,
kde A, je rozpadova konstanta protonu. Dosadime-li za ni prevracenou hodnotu
stfedni doby zivota protonu dle (1.19), médme pro potfebny pocet protoni v ex-
perimentalnim zafizeni jednoduchy vztah

Ny, =A,7,. (1.50)
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e Pro pocet protoni na levé strané rovnice (1.50) plati rovnéz nasledujici fakt. Ze
zadani vime, ze experimentalni zarizeni je tvofeno vodou, tj. HoO, pricemz jako volné
protony ve vodé uvazujeme praveé ty, které tvori jadro vodiku. Tedy, kazda molekula
vody obsahuje pravé dva volné protony, takze pro celkovy pocet volnych protona ve
vodé mame

N, = 2Nn,0, (1.51)

kde Np,0 celkovy pocet molekul vody v experimentalnim zafizeni.

e Porovnanim vztahi (1.50) a (1.51) vyjadiime celkovy pocet molekul vody jako

ApTp

Nu,0 = —5 (1.52)
e Uzitim vztahu (1.8) muZzeme pro celkovy pocet molekul vody rovnéz psat
N — 20 Na Im=#V] prago - Visgo - Na (153)
2 - - .

MHQO MHQO

kde Mm,0 je kilomolovd hmotnost vody a kde jsme celkovou hmotnost vody mm,o
obsazené v detektoru prepsali jako soucin jeji hustoty pm,o a celkového objemu Vi, 0.

e Porovnanim vztaha (1.52) a (1.53) pak pro celkovy objem vodniho detektoru plyne

Apr MHQO
2 PHQO : NA

Vit,0 = = 7791m?>.

e Cisté pro ilustraci uvedme, 7e tento objem odpovida kouli o poloméru 12,3 m.

Priklad ¢. 10. Pii vyrobé paliva pro jadernou elektrarnu vznika v konecné fazi obo-
haceny a ochuzeny uran, oba jsou slozené z izotopti uranu 2*U a 238U. Obohaceny uran
obsahuje C" = 3,2 % mnozstvi izotopu 2*U. Koncentrace izotopu 2**U v ochuzeném uranu

je C" = 0,2%. Polocasy rozpadu obou izotopti uranu jsou T1(335U) = 7,038 -10%y a
T 1(338 U _ 4,468 - 10%y. Jaka je mérna aktivita obohaceného uranu? Kolikrét je aktivita

obohaceného uranu vétsi nez aktivita materidlu o stejné hmotnosti vyrobeného z ochu-
zeného uranu? Kilomolové hmotnosti uranu 2°U a 23U jsou po fadé 235kg - kmol ™! a
238kg - kmol .

Reseni
e Obohaceny i ochuzeny uran jsou smési izotopti uranu 23°U a 238U, lisici se pomérnym

zastoupenim téchto izotoptu. Néasledujici tabulka konkrétni zastoupeni jednotlivych
izotopu prehledné shrnuje.
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Uran Pomérné Pomérné
zastoupeni 23°U zastoupeni 238U
Obohaceny C’' =0,032 1-C
Ochuzeny C" = 0,002 1-0"

e Déle, zapisme si polo¢asy rozpadii a kilomolové hmotnosti izotoptt uranu 23U a
238U. Pro jednoduchost zapisu oznacujeme indexem ,(5)¢ veli¢iny charakterizujici
izotop uranu U, ekvivalentné pak indexem ,,(8)“ veli¢iny souvisejici s izotopem
uranu 238U. Mdme:

7O — 7038108y,

1(/ X . (1.54)
T = 4,468 10y
a
M®) = 235kg - kmol ™! = 235kg - (10° mol) ™! = 0,235 kg - mol .
M®) = 238kg - kmol ™' = 238kg - (10° mol) ™! = 0,238kg - mol .

e V souvislosti se zna¢enim pomeérného zastoupeni izotopti uranu v tabulce vysSe ozna¢me

kilomolovou hmotnost obohaceného uranu jako M’ . ekvivalentné pro kilomolovou

mol’
hmotnost ochuzeného uranu pisme M/ . Vzhledem k vyse uvedenému je pfirozené
napsat kilomolové hmotnosti obohaceného, resp. ochuzeného uranu jako vazeny soucet

kilomolovych hmotnosti jednotlivych slozek izotopti uranu 23°U a 23%U. Konkrétné,

plati:
8
mol - C/ I(nczl + (1 C/)MIgl0)17 (1 56)
mol - C”M( gl + ( C”) 1(11ch

e Dosazenim hodnot (1 55) a pomeérnych zastoupeni z tabulky vyse do (1.56) dava
o1 =0,237904 a M | = 0,237994, kde jsme vypsali vSechny platné cifry, abychom
presvéddéive ukazali, Ze kilomolové hmotnosti obohaceného a ochuzeného uranu mu-

zeme povazovat zhruba za stejné, tj.
M ~M". (1.57)

e Stanovme dale mérnd mnozstvi radioaktivnich jader obohaceného a ochuzeného uranu.
Popotradé mame

N
VS,
v
mol
e Vzhledem ke vztahu (1.57) pak plati
N'~N"=253-10* kg !. (1.58)
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e Piejdéme tak nyni k urcéeni mérné aktivity a’ obohaceného uranu. Podobné jako
v pripadé stanoveni jeho kilomolové hmotnosti ve vztahu (1.56), i nyni bude tato
mérné aktivita ddna souctem mérnych aktivit jednotlivych izotopt uranu 2°U a
2387, Konkrétné, miizeme psat

a = a/(5) + CL/(S) = )\(5)N(/5) + A(g)N(/S) = )\(5)C/N/ + )‘(8)(1 — C,)N/, (1.59)

kde jsme ve druhém kroku vyuzili vztahu (1.9) a ve tfetim pfepsali mérnd mnozstvi
N(’5) a N(’g) izotopti uranu ?*U a 238U jako mérné mnozstvi obohaceného uranu s
prislusnou vahou, odpovidajici konkrétnimu pomérnému zastoupeni daného izotopu.

e Dosazenim za rozpadové konstanty jednotlivych izotopu uranu dle vztahu (1.13) a
hodnot (1.54) do (1.59) dostaneme

1 Y
ad =N i+i In2=1,5-10"Bq-kg'. (1.60)
T T

e Mérnou aktivitu a” ochuzeného uranu je pak mozno ziskat okamzité ze vztahu (1.60),
nahradime-li (C’,N’) — (C”,N"). Nicméné, abychom provedli vSechny formalni

kroky, muzeme psat
CL” = CL/(IS) + al(lg) = )\(S)N(,g) + )\(8)N(,/8) == )\(5)0”Nﬂ + )\(8)(]_ - CN)N” 3

a tedy s vyuzitim vztaht (1.13) a (1.54) dostaneme

C// 1 _ CN
a” == N” W + T 1n2 . (161)
Ty ) )

e Pomér mérnych aktivit obohaceného a ochuzeného uranu je pak dle (1.60) a (1.61)

jednoduse
c’ 1-C c’ 1-C

_|_
(5) (8) (5) (8)
a N’ Ty Thp . Ty, T
o N'OCT 1-C" C" 1-C"
() (8) () (8)
T1/2 T1/2 T1/2 T1/2

kde jsme v poslednim kroku vyuzili vztahu (1.58).

e Upravou predchoziho vztahu pak ziskdme

/ CIT(S) + 1_Cl T(5)
@ Thypt /2 ~1,16.

a C”Tl(?% +(1- C”)Tl(?%
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1.3 Cviceni & 2 (25. 10. 2022)

Priklad ¢. 11. V uhliku v zivych organismech bylo relativni zastoupeni poctu izotopi
140 experimentalné urcéeno jako f = 1,3-10~'2. Stanovte mérnou aktivitu uhliku v Zivém
organismu. Poloc¢as rozpadu izotopu 4C je T (11€) _ 5730 y. Kilomolova hmotnost uhliku

1/2
je Mc =12,01kg - kmol 1.

Resent

e Nez prejdeme ke kvantitativni strance tohoto prikladu, zminme nejdrive par fakta
ohledné radioizotopu '4C. Chemicky prvek uhlik ¢C m4 v soucasnosti Sestnact zna-
mych izotopt, a to §C az %C, aviak pouze dva z nich (}2C a BC) jsou stabilni. Z
ostatnich nestabilnich izotopu uhliku ma prave I%C nejdelsi polocas rozpadu a navic
je jedinym piirodnim radioizotopem tohoto prvku. Konkrétné, jeho vznik probiha
v atmosféfe interakei neutront sekundarniho kosmického zatreni s dusikem v reakci
n+ 4N — 1C +{H. Jelikoz 1¢C ma stejné chemické vlastnosti jako 12C, tvoif radio-
aktivni molekuly COs, které jsou poté na zemském povrchu absorbovany rostlinami,
pies které se nasledné dostdvaji do potravinového fetézce zvitat a lidi. Jelikoz je '¢C
do tél zivych organismti neustale dopliiovan ptijmem potravy, je relativni zastoupeni
tohoto radioizotopu v jejich télech v daném case priblizné stejné. Dojde-li vsak k
uhynuti tohoto organismu, pifjem '¢C skonéi a dochézi k postupnému poklesu miry
jeho zastoupeni vlivem radioaktivniho rozpadu.

e Nejprve si prevedeme jednotky:
Mg =12,01kg - kmol ™ = 12,01 kg - (10>mol)~! = 1,201 - 10~ 2 kg - mol !,

T, Y =5730y = 5730360024 3655 =1,8-10"s.

e Déle, ozna¢me si pocet izotoptt uhliku *C v Zivém organismu jako N(140), pricemz
tento pocet je dan jako frakce f celkového poctu N¢ vsech izotopu uhliku v tomto
organismu. Plati tak

Nascoy = fNc. (1.62)

e Pro aktivitu pravé zijictho organismu (,currently living organism“, tj. ,,CLO“) tak
dle vztahu (1.3) a vySe uvedené diskuse plati

=2zl

/ n?2

Acro = AaacyNaac) = mcha
Ty )9

kde jsme nejprve dosadili za rozpadovou konstantu A(14¢) izotopu uhliku 1C dle
vztahu (1.13) a v dalsim kroku jsme vyuzili vztah (1.62).

e Nyni dosadime za pocet vSech izotopu uhliku N¢ v Zivém organismu dle vztahu (1.8),
coz vede ke vztahu pro aktivitu uhliku v praveé zijicim organismu ve tvaru
In2  mcNa

1/2
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kde jsme hmotnost vsech izotopt uhliku oznacili jako mc.

Dle vztahu (1.6) tak pro mérnou aktivitu uhliku v Zivém organismu plati

a _ACLO_ In2 f&
oLo =~ - _TS;C) Mg

=249, 1Bq-kg™!.

Priklad ¢. 12. Vzorek, ve kterém je mg = 10 g uhliku, vykazuje aktivitu 30 rozpadt za

minutu. Urcete jeho stafi. Experimentalné uréené relativni zastoupeni C v uhliku v zi-

vich organismech je f = 1,3 - 107'2. Polo¢as rozpadu izotopu 4C je T4 — 5730 y.
Kilomolova hmotnost uhliku je M¢ = 12,01kg - kmol ™.

1/2

Reseni

Nejprve si prevedeme jednoky, pficemz si uvédomme, ze v zadadni mame stanovenu
aktivitu vzorku A,. Plati:

mc=10g =10 (102 kg) = 10~ % kg,

A, =30min~' =30-(60s)"! =0,55"",

Mg =12,01kg - kmol ™ = 12,01 kg - (10>mol)~! = 1,201 - 102 kg - mol !,
pFi¢emz polo¢as rozpadu izotopu *C si imyslné ponechdme v letech.
Evidentné jde o dilohu na ¢asovy vyvoj mérné aktivity (1.7), pfi¢emz poc¢ate¢ni mérné
aktivité ag vzorku uhliku odpovida takova mérna aktivita, kterou vzorek vykazoval

v poslednim okamziku svého zivota, tj. acr,o. Neboli, pro poc¢atecni mérnou aktivitu
vzorku muzeme s uzitim vztahu (1.3) z prikladu ¢. 11 psat, ze

ap = acro = 249,1Bq - kg~ !. (1.63)

Pro aktudlni mérnou aktivitu a, vzorku ze zadéani tak plati, s vyuzitim vztahu (1.7)
a (1.63),

ay = —- =acroe MO, (1.64)
kde A(14 ) je rozpadova konstanta izotopu uhliku 140 a cas t je soucasné staii vzorku.

Ze vztahu (1.64) tak pro stari vzorku plyne
In2 ’ (140C)

1 A, A= T A,
A 1n< ) Tzl Ty m( )
A(14c)  \McacLo In2 me acLo

kde jsme dosadili za rozpadovou konstantu izotopu uhliku **C dle (1.13).

Konecné, upravime-li zlomek v argumentu logaritmu absorbovanim zaporného zna-
ménka pred celym vyrazem, po dosazeni ¢iselnych hodnot dostaneme

7(140C)

1/2 McacLo \ . 3
t= 1 =1 -1 .

7 (i) o0
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Piiklad ¢. 13. Urcete staif dievénych predmétii, jejichz mérna aktivita izotopu “C
predstavuje 3/5 mérné aktivity téhoz izotopu obsazeného v pravé pokiceném drevé téhoz

druhu. Polocas rozpadu izotopu C je T 1(/1;1 )~ 5730 y.

Resent

e Tentokrat se obejdeme bez prevodu jednotek. Uvédomme si, ze jde o tilohu ekviva-
lentni piikladu ¢. 12. Oznac¢me si mérnou aktivitu drevénych predmétt ze zadani
jako app. Vime, ze mérna aktivita takovych predmétu je rovna 3/5 mérné aktivity
takového dreva, které bylo préavé pokaceno, a které tak ma v okamziku pokaceni mér-
nou kapacitu rovnou hodnoté ze vztahu (1.3). Pravé tato hodnota tak mé vyznam
pocatecni mérné kapacity. Plati tak

3
app = £ACLO - (1.65)

e Pro casovy vyvoj mérné kapacity app difevénych predméti pak miizeme psat dle

vztahu (1.7):

app = acro e Ot

odkud pak pro stari ¢ drevénych predméti po drobnych upravach plyne

_ In 14C

1 app A= T11/22| T1(/2 ) acLo

t=— In = In . (1.66)
A(140) acLo In2 app

e Dosadime-li do (1.66) za pomér mérnych aktivit dle (1.65), mame

(14C)
T
1/2 9\ .
— 1 — | =4222 .
b= e n(3> 8y

Priklad €. 14. Céstice se postupné rozpadé v kaskadé rozpadi. Viechny rozpady mayji
stejnou rozpadovou konstantu A. Jaka je pravdépodobnost, ze za dobu T je ¢astice nalezena
ve stavu pravé po k-tém rozpadu?

Reseni

e Uvazujme Casovy tusek délky T rozdéleny na k — 1 intervald s k délicimi body t1,
to, ts, ..., tx, které chronologicky odpovidaji okamziktim, na jejichz infinitezimélnich
okolich postupné doslo ke k rozpadim dané castice. Schematicky tak toto déleni
¢asového tseku muzeme zapsat jako sjednoceni jednotlivych intervali,

<O,T> = <0,t1> U (t1,t2> U (t27t3> U...u (tk—17tk> U (tk,T> s

kde naznacené stiidani zprava uzavreného a zleva otevieného intervalu symbolizuje
rozpad castice na infinitezimalnim okoli prislusného okamziku.
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e Celkova hledana pravdépodobnost Py(T') je pak déna sou¢inem pravdépodobnosti
rozpadil na jednotlivych intervalech. Konkrétné mame nésledujici prispévky, které
detailné popiseme.

— Interval (0,¢1). Zopakujme nejprve pravdépodobnosti jednotlivych déju. Pravdeé-
podobnost, ze ¢astice na ¢asové ose prezije bez rozpadu od pocatku do okamziku
t1 je e~M1. Déle, pravdépodobnost toho, ze dojde k rozpadu této ¢astice na in-
finitezimélnim okoli okamziku ¢1 je Adt;. Tedy, pravdépodobnost udalosti, Ze
Castice prezije bez rozpadu od poc¢atku do okamziku t; a nasledné se na infinite-
zimalnim okolf tohoto okamziku rozpadne, je A et dt; (viz téz vatah (1.15)).
Jelikoz vsak okamzik ¢1 muze lezet kdekoliv mezi pocatkem a koncem T ¢a-
sového tuseku, je prispévek intervalu (0,¢;) do celkové pravdépodobnosti Py(T")

T
A / e Mdt .
0

— Interval (¢1,t2). Jelikoz pravidlo, podle kterého je mozné zapsat prislusny pii-

urcen vztahem

spévek tohoto intervalu do pravdépodobnosti Py (T), je jiz nyni zfejmé, napisme
jej rovnou jako
WP CRARS
t1
kde jsme vzali do tvahy, ze okamzik to druhého rozpadu musi nasledovat az po
t; a muze nastat kdykoliv pted T

— Interval (t9,t3). Podobneé jako v predchozich ptipadech, prispévek pravdépodob-
nosti, ze po rozpadu na infinitezimalnim okoli okamziku to prezila Castice bez
rozpadu do okamziku t3 a rozpadla se na jeho infiniteziméalnim okoli, je

T
A e M) gy
[2)

jelikoz okamzik t3 muze lezet kdekoliv mezi okamzikem to druhého rozpadu
a koncem T'.

— Interval (ty_1,tx). Zptusobem popsanym vyse bychom mohli postupovat déle
pro vSechny zbyvajici intervaly. Z formalnich divodi vsak zapisme az prispévek
pravdépodobnosti, ze po rozpadu na infinitezimalnim okoli okamziku ¢;_; prezila
Castice bez rozpadu do okamziku t; a rozpadla se na jeho infinitezimalnim okoli:

T
A e~ Mtr—tr—1) dty. .

th—1

— Interval (tx,T). Uvédomme si, ze pred zac¢dtkem tohoto intervalu jiz doslo ke k
rozpadim dané Castice. Vyzadujeme tak, aby tato Castice od infinitezimélniho
okoli okamziku t; do koncového okamziku T uz prezila bez rozpadu. Pravdépo-
dobnost toho je dle vztahu (1.11) jednoduse

e M=) (1.67)

a kde jiz zaddné integrace neprobiha.
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e 7 vyse uvedenych jednotlivych prispévku pravdépodobnosti si vSimnéme, ze kazdy
z k rozpadi na infinitezimalnich okoli prislusnych okamziku prispiva faktorem A a
nalezitou integraci. Vysledny vztah pro pravdépodobnost P (7T) tak obsahuje, mimo
jiné, faktor A\* a k-dimenzionalni integraci. Konkrétné, plati

Pu(T) = \F / o / T oata—t) [T Ata—ta)

0 t1 to

T
: / e AMt—te-1) o= MT=tk) qp, oL Aty dty dty
t

k—1

kde se vsak vétsina exponencidlnich ¢lent vzajemné vyrusi, coz lze pro tplnost na-
zorné ukazat sectenim jednotlivych exponenti:

—At1 — )\(752 — tl) — )\(753 — tg) — .= )\(tk — tk—l) — )\(T — tk) =-\T.

T

Jedinou zbyvajici exponencidlou je tak e 7', na niz samoziejmé integrace nezavisi.

e Mame tedy

T rT T T
Pk(T) = \F G_AT/O /t /t S dty - ... -dtgdtadty . (1.68)
1 Jt2

te—1
e Vypocet integralu ve vztahu (1.68) je trivalni zdlezitosti, zavedeme-li substituci
t; = T(l — ZL'Z) ,
kde index i nabyva hodnot 1, ..., k. Uvédomme si, ze dt; = —T dx;, a jelikoz (1.68)
obsahuje k-nésobnou integraci, vyse uvedenda substituce ndm umozni vytknout pred
integral konstantni ¢len (—7)*. Zbyva tak uréit, jak se zméni integraéni meze. Pro

i=1jet; € (0,T), atedy x1 € (1,0). Pro ¢ > 1 je pak jednoduché v§imnout si, ze
jelikoz t; € (t;—1,T), pak x; € (x;_1,0). Vztah (1.68) je pak mozné prepsat jako

0 p0 ,0 0
Pu(T) = (=\T)* e_AT/ / / / dzy - ... -dezdzeday .
1 Jzy Jx2 Tk—1

e Zménime-li poradi integracnich mezi u kazdého z k integrali, tato zména prinese
faktor (—1)¥. Mame tak

1 x1 X2 Th—1
Pk(T) = ()\T)k 67/\T/ / / S / dxp - ... -dzxgdxodxy .
0 JO 0 0

e Nynli je jiz vypocet zbyvajiciho k-ndsobného integralu vskutku zfejmy a jeho vysledek
snadno dokazatelny napr. matematickou indukci. Pro nase potieby se vSak spokojime
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s niZe naznacenymi integracemi, které jasné davaji vysledek:!

P(T) = (A\T)* e x

1 rx Tk—3 [Tk—2 [Tk—1
x// / / / dxp dop_1 dog_o-... -dxg dxy .
0 JO 0 0 0
—_———
= Tk—-1

_ (zp-2)?
2

(o)
3-2

e Celkové nam pak vyjde, ze pravdépodobnost k rozpadi na casovém useku délky T je
tedy

e , (1.69)

coz je znamy vztah pro Poissonovo pravdépodobnostni rozdéleni s parametrem AT'.
Poznamka ¢. 2.

e K reseni lze dojit i bez pouziti integrace pres vsechny mozné casové tseky vyskytu
jednotlivych okamzikt rozpadu. Analogicky s prikladem ¢. 1 rozdélme ¢asovy tsek
délky T na m infinitezimdlnich tseka d¢, pricemz dt = T'/m a m — oc.

e Dle zadani tak k rozpadu dojde pravé na k infinitezimélnich ¢asovych tsecich, za-
timco na m — k nikoliv. Celkova pravdépodobnost P, (7T') je tak pfimo imérné soucinu
k-krat vynasobené pravdépodobnosti rozpadu (1.1) a (m — k)-krat vyndsobené prav-
dépodobnosti (1.2) toho, ze k rozpadu nedojde.

e Zbyva tak urcit tuto konstantu imeérnosti. Uvédomme si, ze vybirame k intervald z
celkového poctu m. Kazdy z intervali, na kterém k rozpadu dojde, je v tomto vybéru
zastoupen pravé jednou a na jeho potradi ve vybéru ndm nezalezi (nevybirdme tyto
intervaly nutné v tom poradi, v jakém na nich doslo k rozpadu). Evidentné tak jde
0 pocet kombinaci vybéru k prvka z m bez opakovani, ktery je ur¢en kombinac¢nim
cislem (7).

e Tedy, pro hledanou pravdépodobnost mame

Py(T) = lim (::) (Ai’)k (1 _ f)m—k .

'Pro zachovéni diistojnosti nevypisujeme explicitné nisobeni jedni¢kou ve jmenovatelich jednotlivych
zlomku.
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e Vypocet této limity je pak mozno provést v néasledujicich krocich. Rozepiseme kom-
binacéni ¢islo, pred znaménko limity presuneme ¢ast, na kterou limita neptlisobi, a
posledni ¢len upravime jako soucin dvou faktort. Mame tak

pry= OTE (1‘M>m <1‘ M)k

k! m—=oc (m — k)!mk m m
—>€7)\T —1
_ ()\T)k AT 1: m!
BRI S ey P (170)

kde jsme jiz vyuzili toho, zZe ¢len s m-tou mocninou jiz zndme, viz diskuse mezi vztahy
(1.10) a (1.11), a ze posledni ¢len je z hlediska limitniho prechodu bezpeény a limitné
se blizi jednicce.

e Zamérme se tak nyni na zbyvajici limitu ve vztahu (1.70). Vhodné upravime ¢len m! v
Citateli tak, abychom docilili vykraceni s ¢lenem (m —k)! ve jmenovateli. Postupnymi
upravami pak dostaneme

) m! o .oom-(m—=1)-...-(m—k+1)-(m—k)!
e (m—k)!mk_mlgnoo (m — k)!'mk
k ¢lent
— lim m-(m—l)-..}c'(m—k—kl)
m— oo m
— lim 2 .L_l..__.w:lj (1.71)
m-—00 m m m
~ S——
-1 —=1 —1

kde jsme v predposlednim kroku vyuzili toho, Ze pocet ¢initeli v Citateli zlomku za
limitnim symbolem je k, stejné jako ve jmenovateli. Tim jsme pak ke kazdému z
¢initeldt mohli pritadit jmenovatel m, ¢imz jsme dostali k£ zlomki limitné se blizicich
jednicce.

e Tim je ziejmé, ze vztah (1.70) tak opravdu reprodukuje vysledek (1.69).

Priklad ¢. 15. Atomové jadro se rozpadé v kaskddé rozpadu ze vzbuzeného stavu pres
mezistav do stabilnfho zakladniho stavu. Rozpadové konstanty vzbuzeného stavu i mezi-
stavu jsou stejné, A = Agx = Am- S jakou pravdépodobnosti je atomové jadro nalezeno v
zékladnim stavu za dobu 177

Reseni

e Evidentné se jednd o aplikaci na predchozi piiklad ¢. 14 a vztah (1.69), jelikoz jde o
kaskddu se dvéma rozpady, kdy vsechny prislusné rozpadové konstanty jsou stejné.
Konkrétné, jadro se ze vzbuzeného stavu (excited state, resp. ,,Ex“) rozpadd s rozpa-
dovou konstantou Agxy = A do mezistavu (intermediate state, resp. ,In“), ze kterého
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déle s rozpadovou konstantou A, = A prechdzi do zdkladniho stavu (ground state,
resp. ,Gs“).

e Ackoliv dle zadani probéhnou pred zakladnim stavem dva rozpady, je tfeba si uve-
domit, Ze se nejednd o prosté dosazeni k = 2 do vztahu (1.69). Divodem je fakt,
ze Castice v prikladu ¢. 14 byla nestabilni po celou dobu T a pocitali jsme pravdé-
podobnost, ze se do této doby rozpadne pravé k-krat a po kaskadé rozpadu jiz ve
zbylém case k zddnému dalsimu rozpadu nedojde, ackoliv by formélné dojit mohlo. V
soucasném prikladu vsak vime, ze jakmile dojde k dosazeni zdkladniho stavu, jadro
v ném setrva navzdy, zcela bez moznosti dalsiho rozpadu.

e Konstrukce hledané pravdépodobnosti tak probiha stejnym zptusobem jako postup
vypoctu vztahu (1.69) v predchozim piikladu, avsak zde jiz ¢len ekvivalentni vyrazu
(1.67) nehraje roli. Konkrétné, jednotlivé kroky pro urceni prislusné pravdépodob-
nosti jsou nasledujici.

e Uvazujme casovy usek délky T rozdéleny na tii intervaly se dvéma délicimi body #;
a to, které chronologicky odpovidaji okamzikim rozpadu jadra z excitovaného stavu
do mezistavu a z mezistavu do zdkladniho stavu na jejich infinitezimélnich okolich.

e Hledana pravdépodobnost Pgs(T') je pak dédna souc¢inem pravdépodobnosti rozpadiu
na jednotlivych intervalech.

— Interval (0,t;). Pravdépodobnost, Ze se jadro v excitovaném stavu nerozpadne
do okamziku ¢; a nasledné na infinitezimalnim okoli tohoto okamziku prejde do

mezistavu, je A e 1 dty, pricemz okamzik t; miize lezet kdekoliv mezi po¢atkem
a koncem T ¢asového useku. Prispévek intervalu (0, ¢1) do celkové pravdépodob-

T
A / e My |
0

— Interval (t1,t2). Prispévek pravdépodobnosti tohoto intervalu, Ze od okamziku

nosti je tak urcen jako

t1 do doby to jadro v mezistavu neprejde do zédkladniho stavu a stane se tak az
na infinitezimalnim okoli okamziku ts, je

T
N[ e Mt gy
t1

jelikoz moment ts druhého rozpadu musi nasledovat az po t; a muze nastat
kdykoliv pred T'.

e Vysledny vztah pro pravdépodobnost Pgs(T) je tak dan jako

T T
PGS(T) = )\2 / 6_/\t1 / e_A(tZ_tl) dt2 dtl .
0 t1
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e Vypocet tohoto integrdlu je trividlni a plati

T T T
Poo(T) = A2 / / e M2 Aty dty = —\ / (e =) dny
0 t1 0
T
= MTe M4\ / e Mty
0

coz po provedeni posledni integrace vede k vysledku

Pos(T) =1—e M - \Te T, (1.72)

Poznamka ¢. 3.

e Oznac¢me pravdépodobnosti nalezeni jadra v jednotlivych stavech za dobu T jako
Ppx(T'), Pio(T) a Pgs(T). Jelikoz neexistuje moznost najit toto jadro v jiném stavu
nez ve stavech zminénych v zadani, musi byt soucet téchto pravdépodobnosti roven
prave jedné. Tedy,

Py (T) 4+ Pin(T) + Pas(T) = 1.

e Ocividné je tak pravdépodobnost Pgs(T') nalezeni jadra za dobu T v zékladnim stavu
doplinkovou pravdépodobnosti jevu, ze za dobu T jidro nenalezneme ani v excitova-

ném stavu ani v mezistavu, tj.

Pes(T) =1 — Pax(T) — Pu(T) - (1.73)

e Pravdépodobnost Ppy(T) nalezeni jidra po uplynuti doby 7' ve vzbuzeném stavu
vsak odpovidé pravdépodobnosti (1.69) pro pripad, kdy dosud zaddny rozpad nenastal,
tj. pro k = 0. Podobné, pravdépodobnost Pp,(7") nalezeni jadra po uplynuti doby 7'
v mezistavu odpovidd pravdépodobnosti (1.69) pro pripad, kdy dosud nastal pravé
jeden rozpad, tj. pro k = 1. Konkrétné plati

Pex(T) = Py(T) = e,

Puo(T) = Py(T) = AT T (1.74)

e Dosazenim (1.74) do (1.73) pak vskutku reprodukuje nalezeny vztah (1.72).

Priklad ¢. 16. Radioaktivni vzorek obsahuje v ¢ase t = 0 pravé N, o > 0 radioaktivnich
jader a, Ny o > 0 radioaktivnich jader b a N, ¢ > 0 stabilnich jader c¢. Atomova jadra a ve
vzorku se rozpadaji s rozpadovou konstantou A, > 0 a tvori se jadra b. Jadra b jsou sama o
sobé nestabilni a s rozpadovou konstantou Ay > 0 se preménuji na stabilni atomova jadra
¢, jejichz rozpadova konstanta je A, = 0. Urcete casové zavislosti poc¢ta jader ve vzorku a
casové zavislosti aktivit.
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Reseni
o Kaskadovy rozpad ze zadani si schematicky prepiseme jako
PN NS (1.75)

kde jsme znéazornili, ze rozpadové konstanty jader a a b jsou A, a Ap. Rozpadova
konstanta stabilnich jader ¢ je samozrejmé nulova, tj. A, = 0.

e Ze zadani dale vime, Ze v Case t = 0 vzorek obsahuje nenulové mnozstvi N, o, Ny o
a N¢ o jader a, b a c. Bude tak platit, Ze jaddra a se budou zakonem radioaktivni
premény (1.21) rozpadat na jadra b, ¢imz budou dopliiovat jejich pocet, ovsem jadra
b se budou zaroven rozpadat na stabilni jadra c, jejichz pocet tak bude s casem jen
vzrustat. Zrejmé tak mutzeme Casovy vyvoj poctu jader a, b a ¢ popsat nasledujici
soustavou diferencidlnich rovnic:

d]\g ) N ). (1.76a)
d]g?t(t) = MN(0) + A Na (), (1.76D)
djzct(t) =+ \INo(t), (1.76¢)

kde jsme explicitné zdraznili u relevantnich ¢len plusovymi znaménky prirastky
poc¢tu danych jader.

e Diskuse vysSe nam rovnéz dava velmi dilezitou informaci, a to zdkon zachovani poctu
jader, coz ve své podstaté neni nic jiného, nez zakon zachovani energie. Totiz, v
prubéhu ¢asu probiha rozpad jader a na jadra b a rozpad jader b na jadra c, pricemz
nedochézi primo k rozpadu jader a primo na c. Jinymi slovy, ubytek jednoho jadra a
znamena piirustek jednoho jadra b, podobné i ibytek jednoho jadra b dava vzniknout
jednomu jadru c. Znamena to, ze celkovy pocet jader (bez ohledu na konkrétni pocet
jader daného druhu) je v ¢ase konstantni a muzeme tak psat

Na,0 + Ny, + Neyo = No(t) + Ny(t) + Ne(t) - (1.77)

e Uvédomme si vSak jesté jeden dilezity fakt. Totiz, jelikoz plivodni jidra a sama o
sobé nejsou v case nijak produkovana a pouze probihd jejich rozpad, zcela jisté se za
dostatecné dlouhy c¢as vSechna jadra a preméni na jadra b. Tim vsak dojde k zastaveni
produkce jader b, a ta se tak za dostatecné dlouhy c¢as vSechna preméni na jadra c.
Jinymi slovy, pro asymptoticky dlouhy cas tak budou ve vzorku zastoupena pouze
jadra c. Evidentné tak feSeni soustavy rovnic (1.76a)-(1.76¢) musi splnovat

Ny(t) L2220,

Ny(t) L2220,
N, (t) 122 Nao+ Npo+ Neo,

kde kone¢ny pocet jader ¢ je samoziejmé dén vztahem (1.77).
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e Nyni je tak mozno piejit k samotnému feSen{ soustavy rovnic (1.76a)-(1.76¢). Reseni
(1.76a) pro ¢asovy vyvoj poctu jader a je zfejmé ddno zndmym vztahem (1.21), tj.

No(t) = Ngoe e, (1.78)

a tedy pro aktivitu jader a méme, s vyuzitim vztahu (1.3),

Aq(t) = X\aNg ge et (1.79)

e Dosazeni feseni (1.78) do rovnice (1.76b) vede k diferencialni rovnici

dNy(t)

3t ANb(t) = AaNao e Nat (1.80)

kterou muzeme Tesit riznymi zpasoby, napr. vhodnou Upravou popsanou nize.

Apt

— Obé strany rovnice (1.80) nejprve prendsobime faktorem e, coz ndm umozni

kompaktné prepsat levou stranu této rovnice:

& d]\(;bt(t) + X €V N(t) = AgNa g™ Pem )P, (1.81)

d

=< (No(t) ™)

pricemz nésledna integrace pres proménnou t je jiz trivialni. Nicméné, je vsak
treba rozlisit vzajemny vztah mezi A, a Ap.

— Uvazujme piipad A\, = Ay = . Casové zdvislost na pravé strané vztahu (1.81)
v tomto piipadé zcela vymizi a integrace pak dava

Ny(t) e = AtN, o+ by,

kde b; je na Case nezavisla integracni konstanta, kterou uréime z pocatecéni
podminky, kdy v case t = 0 plati

b1 = Nyo.

Resenim rovnice (1.80) je tedy

Ao = N

A: Ny(t) = (AMtNa o + Ny o) e ™. (1.82)

Pro vypocet aktivity jader b si uvédomme, ze tato jadra nejen ubyvaji radi-
oaktivnim rozpadem z jejich pivodniho mnozstvi, ale jsou rovnéz dopliovana
jakozto produkty rozpadu jader a. Aktivita jader vSsak odpovida pouze jejich
ubytku radioaktivnim rozpadem. Nelze tak primo uzit vztahu (1.3), jelikoz v
aktudlnim poc¢tu jader b, dany vyrazem (1.82), jsou zastoupena také jadra, ktera
prave vznikla z rozpadii jader a a nespliuji tak definici aktivity. Spocitejme tak
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nejprve zdporné vzatou casovou derivaci poctu jader b a popisme jeji jednotlivé
piispévky. Dosazenim (1.82) mame

ANy (?)
dt

= —ANaoe M+ XAMN, o+ Ny g)e ™, (1.83)
= —Aa’o <0 = Ab(t) = /\Nb(t) >0

kde jsme, dle ocekavani, identifikovali dva Cleny — prvni znamenad, ze kladna
pocétecni aktivita A, o jader a (kterd se v daném okamziku rozpadla) odpovida
zaporné aktivite“ —A, o té casti jader b, kterd pravé témito rozpady v tomto
okamziku vznikla; druhy ¢len pak odpovida aktivité vsech zbyvajicich jader b,
kterd se v daném okamziku rozpadla vlastnim radioaktivnim rozpadem. Prava
aktivita jader b je tedy

Ao =Np =\ Ab(t) = )\()\tNa,O + Nb70) e M. (1.84)

Uvazujme piipad A\, # Ap. Integraci vztahu (1.81) mame

Aa

Na _(Aa—Ab)t b
=N ,0€ + 02,

Ny(t) eMt = )\aNa,o/e_(’\“_/\")t dt = —
kde by je opét na Case nezavisld integracni konstanta. Podobné jako v pripadé
vyse, dosazenim ¢ = 0 pro integracni konstantu by plati
Aa
-

by = Np o+ —2—
) b,0+)\a ,

Na,()?

a tedy v tomto pripadé méame feSeni (1.80) ve tvaru

Aa

XAa XNt No(t) = Nyge M — 21—
# N b(t) b0 € NN

Na.o (e_’\“t - e_)‘bt) J(18s)

Podobné jako v pripadé vyse je tieba spocitat zaporné vzatou ¢asovou derivaci
poctu jader b a identifikovat jeji kladnou cCast, kterd odpovida pravé aktivité
v daném okamziku rozpadajicich se jader b a nikoliv tém pravé vznikajicim z
rozpadu jader a. Dosazenim vztahu (1.85) plati

~dNy(1)
dt

Aa
Aa — b

= A Np g e M — Nao ()\a et _ )\, e_)‘bt> . (1.86)

Z vypoctu vztahu (1.83) vime, Ze zaporné vzatd c¢asova derivace poctu jader

b musi obsahovat také prispévek zaporné aktivity jader a. Tento ¢len se na

A
Na—Np

takovy vyraz nema pozadovany vyznam. Zkusme si proto pomoci algebraickou

pravé strané rovnice (1.86) sice vyskytuje, ale je modulovdn faktorem a

upravou, kdy k pravé strané rovnice (1.86) pocateéni aktivitu jader a pricteme

a odecteme. Po jednoduchych tupravach pak vskutku dostaneme ocekdvany tvar
Casové derivace poctu jader b, ve kterém snadno identifikujeme jejich pravou
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aktivitu:

dNb(t) _ —Aat —\pt AaAb —Aat —Apt
_ T _)\aNa,Oe +)\bNb7Oe — /\a—)\bN(Z’O(e —€ ) .
= —Aa70 <0 = Ab(t) = )\bNb(t) >0

(1.87)

Dle vyse uvedeného tak pro aktivitu jader b mame

AaA _ _
)\a 7é )\b : Ab(t) = )\bNb 0 eiAbt - b Na 0 (6 Aat _ (& )\bt) . (1.88)
) )\a _ )\b ’

e Zbyva tak uréit ¢asovou zavislost poétu N.(t) jader c. Budto bychom mohli vyjit ze
vztahu (1.76¢), tj. integrovat obé mozna feseni (1.82) a (1.85) (vyndsobend rozpado-
vou konstantou \p) podle ¢asu a nasledné stanovit prislusné integraéni konstanty na
zékladé pocatecni podminky, nebo jednoduse vyuzijeme znalosti zdkona zachovani
energie, tj. vztahu (1.77), ktery dava obecny vztah

Nc(t) = Ng,0 + Np,0+ Neo — Na(t) — Nb(t)
= No,0(1 — e ") + Ny o + Ne,o — No(t)

kde jsme jiz dosadili feseni (1.78). Proto ndm tak zbyva uz jen dosadit za jiz spocitané
pocty Ny(t) jader b.

— Uvazujme piipad A, = Ay, = A\. Dosazenim za Ny(t) dle (1.82) mame

Ma=M =X Ne(t) = Najo (1= e = Me™) + Ny o (1- e™) + Neo.

— Uvazujme piipad A\, # Ap. Dosazenim za Np(t) dle (1.85) po drobné tdpravé
mame

Aa e—)\bt _ >\b e—)\at
)\a - )\b

Ao F Ap: Nc(t) = Ng.0 (1 — ) + Ny.o (1 — e_/\bt) + Neo-

— Jelikoz jsou jadra c stabilni a nepodléhaji radioaktivnimu rozpadu, je aktivita
téchto jader pro oba vyse uvedené pripady nulova, tj.

A(t) =0.

Priklad ¢. 17. Za jakych podminek dosdhne aktivita dcerinych jader b ve vzorku ze
zadani prikladu ¢. 16 maxima? Za jakych podminek bude ve vzorku nejvice jader b7

— 35 —



Reseni
e Dle znamého vztahu (1.3) je zfejmé, ze ve vzorku bude nejvice jader b tehdy, bude-li
jejich aktivita maximalni. Budeme tak hledat maximum aktivity jader b z piikladu
¢. 16, tzn. budeme pocitat casové derivace vztaht (1.84) a (1.88), které nasledné

polozime rovny nule.

— Uvazujme pripad A\, = Ap = A. V tomto pripadé aktivita jader b dana vztahem
(1.84). Zderivujeme-li tento vztah podle ¢asu, bude platit

dA(t) — 2 —At
i = N (Nao(1 = A1) — Ny e

= A(Aa,0(1 = M) = Ay )™, (1.89)

kde jsme uzili oznaceni pro pocatecéni aktivitu jader a a b (viz pozndmka pod
vztahem (1.5)). Podminka na nulovost derivace (1.89) pak jednoduse dava cas
tmax, ve kterém bude aktivita dcefinych jader b maximalni, ve tvaru

Ag0—Apo
A o tpax = ——————. 1.
)\Aa,O ( 90)

Aa = Np

— Uvazujme pripad A\, # A\p. V tomto pripadé aktivita jader b ddna vztahem (1.88).
Zderivujeme-li tento vztah podle casu, bude platit

dAy(t) i Aa Aot w
T b (—/\bN570 e -+ N — )\bNa’O(Aa e — e ))
Aq
= )\b <_Ab,0 + ﬁ<)\a 6_(>\a_)\b)t — /\b)) 6_/\bt, (191)

kde jsme opét uzili oznaceni pro pocatecni aktivitu jader a a b. Podminka na
nulovost derivace (1.91) pak po jednoduchych algebraickych upravach dava cas
tmax, ve kterém bude aktivita dcefinych jader b maximalni, ve tvaru

1 (Ao —Ap)Apo | o
A #ENp: tmax = — 1 d —=1. 1.92
# b /\a - )\b " ( )\aAa,O * )‘a ( ! )

e Zbyva nam urcit, kdy jsou feSeni (1.90) a (1.92) fyzikalni, tj. kdy tmax > 0.

— Uvazujme piipad A\, = A\p = A. Dle vztahu (1.90) je tmax > 0 pro A, 0 > Ap,o-
— Uvazujme pripad A\, # Ay, pricemz A, > Ap. Dle vztahu (1.92) pak musi byt

(Ao —Ap)Abo | N (Ao —Ap)Abo | Mo
In (Lo ZC00 2 N AL Y|
" < )\aAa,O * )\a 0= )\aAa,O * )\a <5

pri¢emz druhd nerovnost je, po jednoduché uprave, splnéna pro A, o > Ap,o.

— Uvazujme pripad A\, # Ay, priCemz A\, < Ap. Dle vztahu (1.92) pak musi byt

(Ao — Ap)Apo Ao (Ao — Xp)Apo Mo
In{—"-"">"4 "7 Ma  79)76,0 L 70
. < AaAa,O + )\a > 0= AaAa,O * )\a -

pri¢emz druhd nerovnost je, po jednoduché uprave, splnéna pro A, o > Ap,o.
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Piiklad &. 18. V f-rozpadu izotopu ''?Pd o poloc¢asu rozpadu T s2,pd = 21h vznika
B-aktivni izotop 12Ag s poloc¢asem rozpadu T /2,Ag = 3,2h. Urcete maximdlni pomeér ak-
tivity dcefiného izotopu "2Ag vzhledem k piivodni aktivité preparatu, pokud preparat na
zacatku obsahoval pouze mateisky izotop '2Pd.

Reseni

e Evidentné se jedna o tlohu na aplikaci vztahu (1.92), pficemz k jejimu uziti staci
spravné identifikovat veli¢iny odpovidajici uzitému znaceni. Dle zadani se jedna o
reakci zpusobenou S-rozpadem, kterou si muzeme zapsat jako

2pg 5 1A (—» M2Cd + e +7.) +e + 7, (1.93)

a tedy oznaceni ve vztahu (1.92) tak symbolicky odpovidad notaci kaskddového roz-
padu, po srovnani (1.75) a (1.93), pro a = 12Pd, b = "'2Ag a ¢ = 12Cd.

e Ze zadéni rovnéz vime, ze prepardt v case t = 0 obsahuje pouze matetsky izotop
H2Pd. Jinymi slovy, pro izotop '?Ag tak plati, ze poc¢ateéni pocet jader tohoto
izotopu je nulovy, tj. Nizpg) o = 0, a stejné tak je nulova i jeho pocatecni aktivita,

tj. A(112Ag),0 = 0.

e Vztah (1.92) tak pro ¢as tmax, ve kterém bude aktivita dcefiného izotopu ''2Ag
maximalni, dava

b 1 In >‘(112Ag) 7
/\(112pd) — )‘(112Ag) )\(nzpd)

coz po upravé dle vztahu (1.13) dava

t _ CZ—‘1/27 (112Pd) T1/2, (112Ag) ln T1/27 (112Pd)
max (T1/27(112Pd) — TI/Q,(112Ag)) 1n2 T1/27(112Ag)

e Pro maximaln{ aktivitu izotopu 112Ag v éase tyayx tak zbyva dosadit do vztahu (1.88),

A
(112Pd),0)\(112Ag) (6*)\(112Pd>tmax _ 6*)\(112Ag)tmax>
)\(IIQPd) - )\(112Ag)

)\(112Ag) tmax ,

A(112Ag) (tmax) = —

+ A(112Ag), 0 e
=0

kde jsme vyuzili oznac¢eni pro poc¢atecni aktivitu prislusnych izotopu (viz pozndmka
pod vztahem (1.5)).

e Pro hledany pomér tak plati

A(112pd)70 _)\(112pd) — )‘(112Ag) ’

A(112Ag) (tmax) o )\(112Ag) (e—)\(ugpd)tmax B e—)\(ngAg)tmax)
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pricemz uzitim vztahu (1.13) miZzeme predchozi vyraz prepsat jako

A(112Ag) (tmax) _ T1/27 (112pq)
A(HQPd),O T1/2,(112Pd) - T1/27(112Ag)

X |exp _M — exp _M =0.713
TI/Q,(HQPd) T1/27(112Ag) ’ '

Priklad ¢. 19. Radioaktivni vzorek obsahujici jadra b vznika v jaderné reakci tak, ze za

X

jednotku c¢asu pribude konstantni pocet jader P ve vzorku. Jadra b se rozpadaji s rozpado-
vou konstantou Ay na stabilni jaddra c. Urcete ¢asovou zavislost aktivity jader b ve vzorku.
Za jakych podminek nabyva aktivita jader b ve vzorku maxima?

Reseni
e Nejdiive ur¢ime casovou zavislost aktivity jader b ve vzorku.

— Ze zadani vime, ze jadra b se s rozpadovou konstantou ), rozpadaji na stabilni
jadra c. Jadra b jsou vSak ve vzorku doplnovana s konstantni ¢etnosti P. Dife-
rencialni rovnici popisujici ¢asovy vyvoj poctu jader b ve vzorku proto napiSeme
ve tvaru

dNy(t)
dt

— Nasim tkolem je tak vyfesit tuto nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici,

= —\Ny(t) + P. (1.94)

jelikoz pri znalosti ¢asového vyvoje poctu Ny(t) jader b ve vzorku muZzeme ze
vztahu (1.3) stanovit hledanou ¢asovou zavislost aktivity.

— Reseni rovnice (1.94) provedeme zptisobem podobnym jako v piikladu ¢. 16.
Casové zavislou ¢ast na pravé strané prevedeme na stranu levou a obé strany
takové rovnice pak prendsobime faktorem e*?. Plati tak

ot d]\g;(t) + Ay eMENG () = P et (1.95)

d

== (No(t) ")

3

— Integrace obou stran rovnice (1.95) déva
P

Ny(t) Mt = " M1 Q,
b

kde @ je ¢asové nezavisld integracni konstanta, kterou uréime z pocatecni pod-
minky pro t = 0:

P
p— N _——
Q bo =3
a tedy FeSeni diferencidlni rovnice (1.94) je tak
P
Ny(t) = Ny ge ™! 4 (1= e ). (1.96)
b
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— Hledanou ¢asovou zavislost aktivity pak, podobné jako v ptikladu ¢. 16, uréime
jako zaporné vzatou casovou derivaci vztahu (1.96):

AN (2)
dt

= NNy ge M — Pem Nt (1.97)

Dle zadéani vsak vime, ze jadra b se nejen rozpadaji, ale jsou také doplnovana s
konstantni ¢etnosti P. Vztah (1.97) tak musi obsahovat rovnéz tomu odpovida-
jici ¢len —P. Podobné jako u vztahu (1.87) v prikladu ¢. 16 si proto pomuzeme
jeho pric¢tenim a odectenim. Po jednoduchych tpravach tak mame

~dNy(2)
dt

= —P+XNNyge M+ P (1 -~ e*%t) :
——
<0 = Ap(t) = NpNp(t) > 0

odkud pak pro pravou aktivitu jader b plyne

Ap(t) = NNy ge M+ P(1— e ). (1.98)

— Ukazme si jesté, jak se aktivita (1.98) jader b ve vzorku chova v asymptotickém
case, tj. pro t — oo. Vzhledem k tomu, Ze v této limité jsou exponencidlni ¢leny
nulové, plati

Jim Ay (1) = P, (1.99)

resp. pro pocet jader b pak méme

. . Ay t) . P .
tlgrgo Np(t) = tlg%o N N Py, (1.100)

—

kde jsme uzili vztahu (1.3) a poté dle (1.19) prepsali prevracenou hodnotu roz-
padové konstanty jader b jako jejich stfedni dobu zivota 7. Vidime tak, ze pro
t — oo je aktivita a pocet jader b konstantni. Pro tUplnost uvedme, ze vyrazy
(1.99)-(1.100) se nazyvaji rovnovazné hodnoty aktivity, resp. po¢tu jader b.

e Nyni ur¢ime, za jakych podminek nabyva aktivita jader b ve vzorku maxima.

— K najiti maxima funkce (1.98) je tfeba ji zderivovat podle ¢asu. Konkrétné,

df;bt(t) _ %{Ahoe—)\bt +P(1—eM)],

resp. po uprave
dAp(t)
dt

= Xpe (P — Ay 0).

— Je-li P > Ay o, pak d’ég’t(t) > 0, a aktivita Ap(t) jader b je rostouci funkei ¢asu
pro vsechna t. Neboli, aktivita jader b ve vzorku vzriista od pocatecni hodnoty
Ay a asymptoticky se zdola blizi rovnovazné hodnoté P, viz (1.99).
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— Je-li P < Ay, pak %”(t) < 0, a aktivita Ay(t) jader b je klesajici funkei casu

t

pro vsechna t. Neboli, aktivita jader b ve vzorku klesa od pocatecni hodnoty

Ay o a asymptoticky se shora blizi rovnovazné hodnoté P, viz (1.99).

dA

— Je-li P = Ay, pak % = 0, a aktivita Ap(t) jader b je konstantni funkei
¢asu pro vsechna t. Neboli, aktivita jader b ve vzorku je shodna s rovnovaznou

hodnotou P, viz (1.99).

Piiklad &. 20. Nestabilni atomova jadra ®Au o stfedni dobé Zivota 7o, = 3,89d jsou

produkovina s konstantni ¢etnosti P = 10'9s~! v jaderné reakci n + 7Au — "8Au+~ a

rozpadaji se B~ -rozpadem ®Au — "8Hg + e~ + 7, na stabilni atomova, jadra '"®Hg. Kolik

bylo celkové vyprodukovanych atomovych jader " Au za dobu t = 6d? Kolik atomovych

jader "®Hg je vyprodukovano ve vzorku za tuto dobu za pfedpokladu, Zze atomova jadra

198Hg nejsou ovlivnéna neutrony a vzorek pred zacatkem produkce jadra "8 Au neobsaho-

val? Uréete rovnovaznou hodnotu poctu atomovych jader 198 Au ve vzorku.

Reseni

o Nejdifve si oznaéme ¢etnost produkce jader izotopu zlata "®Au v jaderné reakci v

zadani jako Pa, = P(*®Au) = 1019571 a pievedme si jednotky zbyvajicich veli¢in:

Taw = 7(1Au) = 3,89d = 3,89-3600 - 245 = 3,36 - 10°s,
t=6d=6-3600-24s=5,18-10°s.

e Nyni spocitame, kolik celkové bylo vyprodukovéno jader izotopu zlata 1?8 Au za dobu

t=06d.

— Jelikoz je produkce jader izotopu zlata '?® Au konstantni, pak pocet téchto jader

vyprodukovanych za dobu ¢t = 6d je dan jednoduse jako

Np(1%Au) = Pyt = 5,18 -10"°.

(1.101)

e Nyni spocitdme, kolik celkové bylo vyprodukovano ve vzorku jader izotopu rtuti **Hg

za dobu t = 6d.

— Pfipometime, ze predpoklddame, Ze jadra izotopu rtuti *®Hg nejsou ovlivnéna
neutrony, které iniciuji jadernou reakci n + 97Au — 98Au(— ¥8Hg + e +

T.)+7, a ze jadra izotopu zlata '® Au nebyla pied zac¢atkem produkce ve vzorku

pfitomna, tj. Nay, o = No(*¥Au) = 0.

— 7 podstaty uvedené interakce je zfejmé, ze kazdy rozpad izotopu zlata "8 Au

dava vzniknout pravé jednomu izotopu rtuti '®Hg. Neboli, pocet N(1%*Hg)

vzniklych jader izotopu rtuti *®Hg za dobu ¢t = 6d je roven poctu rozpadlych

jader izotopu zlata ®Au za stejnou dobu.
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— A préavé pocet rozpadljch jader izotopu zlata " Au za dobu t = 6d je dan jako
rozdil poétu (1.101) vSech vzniknuvsich jader za tuto dobu a poétu N(1%®Au)
jader, ktera se dosud nerozpadla.

— Zapiseme-li si tvahy uvedené vyse symbolicky, mame
N('®Hg) = Np(1Au) — N(1%®Au). (1.102)

— Zbyva tak uréit pocet N (1®Au) jader izotopu ®Au, kterd se dosud nerozpadla.

— Uvédomme si, Ze urceni tohoto po¢tu neni nic jiného nez aplikace vztahu (1.96)
z prikladu ¢. 19. Duvodem je to, ze stejné jako v prikladu ¢. 19, i zde méame
nestabilni jadra, ktera se rozpadaji na stabilni jadra, avsak jejich pocet je dopl-
novan s konstantni ¢etnosti. Je treba si vSak uvédomit, Ze v tomto pripadé dle
zadani predpokldddme, Ze pocatecni pocet jader izotopu zlata *®Au je nulovy.
Jinymi slovy, pro pocet N(1%Au) tak mizeme psit rovnici analogickou vztahu
(1.96), kde vSak prvni ¢len na pravé strané je nulovy. Plat{ tak

Py _ _
N(*BAu) = Ny ge ot +ﬁ(1 —emMl) = Pyyrau (1 - e7™) L (1103)
| — u

=0

kde jsme rovnéz piepsali rozpadovou konstantu izotopu zlata ® Au pomoci jeho
stredni doby zivota.

— Dosazenim (1.101) a (1.103) do (1.102) tak mame
N(198Hg) = PAut - PAuTAu(1 - e_t/TAu> )

odkud po upravé a dosazeni numerickych hodnot dostaneme

N(198Hg> — PAu

t— TAu<1 — ef/TAu)} = 2,54-10%.

e Nyni stanovime rovnovaznou hodnotu po¢tu jader izotopu zlata "2 Au.

— Ze vztahu (1.100) z prikladu ¢. 19 vime, Ze pro rovnovaznou hodnotu poctu
jader izotopu zlata °®Au plati

N(*®Au)(t — 00) = PauTan = 3,36 - 101
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2 Ucinny prurez

V této kapitole, odpovidajici tfetimu a ¢tvrtému cviceni, se budeme zabyvat interakci
zareni s hmotou. Konkrétné, budeme studovat, jak probiha interakce svazku ¢astic s tenkym
tercikem, resp. obecné s hmotnym prostiedim.

2.1 Teorie
Tenky tercik, svazek céastic

e Tenkym terc¢em rozumime hmotné prostiedi o infinitezimélni tloustce dx, jehoz roz-
ptylové centra (viz nize) jsou srovnana v plose a kazda ¢éstice ze svazku, ktery timto
ter¢ikem prochézi, v ném zainteraguje nejvyse jednou. Oznac¢me aktivni plochu ten-
kého terciku jako S. Je tak prirozené definovat objem dV tohoto terciku jako

AV = Sdz. (2.1)

e Svazek castic, o kterém predpokladame, Ze je homogenni, je charakterizovan dvéma
veli¢inami (predpokladame, Ze svazek dopada kolmo na plochu hmotného prosttedi):

— Hustota toku jg rika, kolik ¢astic dopadne na jednotku plochy za jednotku casu.

Jednotkou hustoty toku je tedy [jo] = m~2-s~1.

— Intenzita toku Iy riké, kolik ¢astic dopadne na plochu hmotné prostredi za jed-
notku ¢asu. Jednotkou intenzity je proto [Io] =s~1.

— Je zfejmé, ze jednotky intenzity a hustoty toku se lisi faktorem, kterym je jed-
notka plochy, na kterou svazek ¢astic dopada. Mizeme tak, v souvislosti s ozna-
¢enim vyse, psat

Iy = joS. (2.2)
Objemova hustota

e Uvazujme homogenni prostiedi z urc¢itého materialu o hustoté hmotnosti p a kilomo-
lové hmotnosti My,e1. Pro tiplnost piipomenime jednotky téchto veli¢in: [p] = kg-m ™3
a [Mpol] = kg - kmol 1.

e Objemova hustota n udava, kolik atomt prvku daného materialu je obsazeno v jed-
notkovém objemu, a plati pro ni jednoduchy vztah

- pNa
Mmol ’

(2.3)

kde Ny je Avogadrova konstanta, kterou v ramci celého textu bereme jako Ny =

6 - 10> mol~!. Ziejmé je tak jednotka objemové hustoty [n] = m3.

e Jak jiz bylo zminéno, vztah vyse je definovan pro objemovou hustotu atomu prvku da-
ného materialu. Checeme-li ovSem zjistit objemovou hustotu protond, resp. neutront,
v ur¢itém materialu, je nutné vztah (2.3) donédsobit protonovym, resp. neutronovym,
¢islem daného prvku.
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e Pro uplnost uvedme, ze uvazujeme-li ¢astici prochézejici homogennim prostfedim
s objemovou hustotou n, pak tato velicina udava, kolik tzv. rozptylovych center v
jednotkovém objemu dané latky mtiize ¢astice potkat pti svém prichodu prostredim,
a tedy na kolika téchto centrech miize dojit k jejimu rozptylu, resp. obecné k interakci.

Ucinny prifez

e Udinny prifez o je, obecné fefeno, vhodné normovand pravdépodobnost interakce
¢astice s prostfedim, jejiz jednotkou je jednotka plochy, tj. [¢] = m?2. Jinymi slovy, ve
své podstaté jde o veli¢inu udavajici efektivni velikost plochy dané oblasti, do které
se musi Castice v prostredi trefit, aby doslo k interakci. V ¢asticové fyzice se velmi
¢asto uziva jednotka barn, pro kterou plati 1b = 10728 m?.

e Zadefinujme si nyni G¢inny prifez o néco rigoréznéji. Uvazujme svazek Castic o hustoté
toku jg, ktery interaguje s tenkym tercem o hustoté tercikovych center n a objemu
dV po dobu t.

— Uéinny prifez interakee ¢astice svazku s teréikovym centrem definujeme jako vy-
tézek d Vi, procesu (tj. celkovy pocet pozorovanych udélosti za Cas t) vztazeny
na jednotkovou hustotu toku nalétavajicich c¢astic, jednotku casu a jedno roz-
ptylové centrum tenkého terce. V této souvislosti pfipomenme, ze souc¢in ndV
udava pravé pocet rozptylovych center v daném objemu.

— Dle vyse uvedeného tak pro Géinny prurez mame

dNint
— GVt 2.4
7T otndv (24)

— Prepiseme-li vytézek d Ny procesu na tenkém terciku jako dNjy = t d Ry, kde
dRiyt je Cetnost interakei (tj. celkovy pocet pozorovanych udélosti za jednotku
Casu), pak

dRint = onjodV = onjoSdx = Ipondz, (2.5)

kde jsme nejprve prepsali objem tenkého terce dle (2.1) a nésledné vyuzili defi-
nice intenzity toku (2.2).

Pravdépodobnost interakce

e Pravdépodobnost dpa, ze ndhodné vybrand ¢astice ze svazku nalétavajicich ¢astic in-
teraguje s tenkym terc¢em na tseku drahy dx, definujeme jako pomér ¢etnosti interakei
vuci intenzité toku. Dle vztahu (2.5) tak mame

dRint
Iy

dpa = =ondz. (2.6)

e Pravdépodobnost dpy, zZe k interakci na tseku drahy dx nedojde, je potom pravdé-
podobnosti doplinkového jevu do jistoty, tj.

dpy =1—dpa =1 —ondz. (2.7)
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Rutherfordiv rozptyl

e Diferencidlni i¢inny prarez Rutherfordova rozptylu na pevné bodové tercikové castici
bez spinu je dan vztahem

do _ (alicZiZo\? 40
(m(ﬁ)>R— (42_’0> S11 5, (28)

kde d€2 je element prostorového thlu, Z; a Zs jsou protonova ¢isla projektilu a ter-

¢ikového jadra a T je pocatecni kinetickd energie projektilu.?

— Ve vztahu (2.8) jsme uzili nasledujicich veli¢in. Prvni veli¢inou je konstanta
jemné struktury «, druhou pak soucin hc. Plati:

e? 1
o = = —
dreghe 1377

(2.9)

kde g9 = 8,854 - 1072 F - m~! je permitivita vakua, e = 1,602 - 10719C je
elementarni ndboj a soucin redukované Planckovy konstanty a rychlosti svétla
ve vakuu je

hic =197 MeV - fm . (2.10)

— Jelikoz diferencidlni u¢inny prurez zavisi, z hlediska tthlové zavislosti, pouze na
uhlu rozptylu ¥, oznacme tak

K heZiZ9\ 2 YAV
:(0401 2) i0,13( 122

2
— = MeV? - fm? . 2.11
2 4TO 0 > eV m ( )

— Impaktni parametr pro Rutherfordtv rozptyl je

OéﬁCleg %)
—— cot

b(¥) = T ot 5

Form faktor

e Uvazujme svazek nerelativistickych ¢astic, ktery se pruzné rozptyluje na upevnéném
nabitém objektu s rozdélenim hustoty naboje p(r). Diferencidlni i¢inny prutez tohoto
rozptylu je pak dédn ve formé soucinu diferencidlntho t¢inného prifezu Rutherfordova
rozptylu (2.8) a tzv. form faktoru:

0= (F0) FaP.

2Prostorovy thel je ¢ast prostoru vymezené rotaéni kuzelovou plochou a jeho jednotkou je steradidn.
Jeden steradidn je takovy prostorovy thel, ktery vymezuje ze stfedu kulové plochy na jejim povrchu plochu
0 obsahu rovném kvadratu jejiho poloméru. V soucasné podobé SI je steradidn povazovan za odvozenou
bezrozmérnou jednotku.
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e Form faktor F(q), zavisejici na velikosti pfedané hybnosti ¢ = |q|, je dan vztahem?

F(q) = % /p(r) exp (zqﬁ r) dv, (2.12)

kde integrujeme pres celou oblast, ve které je ndboj, generovany hustotou naboje
p(r), soustfedén. Z matematického hlediska je tak form faktor (az na normaliza¢ni
konstantu) Fourierovu transformaci hustoty naboje.

e Soucin Ze ve vztahu (2.12) pfedstavuje celkovy ndboj uzavieny v oblasti V', pficemz

Ze = /,o(r) dv.

2.2 Cviceni & 3 (8. 11. 2022)

Priklad ¢é. 21. Odvodte exponencialni zakon, jimz se Tidi tbytek ¢astic ze svazku pfi
prichodu homogennim prostredim za predpokladu, Ze interakce ¢astic s prostredim je sta-
tisticky proces a pravdépodobnost interakce Castice na infinitezimalnim tseku jeji drahy
dx je dpp = ondx, kde o je U¢inny prurez interakce a n je hustota tercikovych center.

Reseni

e Oznac¢me rozmér homogenniho prostredi, v jehoz sméru prochézi svazek castic, jako x.
Hledany vztah, popisujici ibytek ¢éastic ze svazku pri priichodu homogennim prostre-
dim, urc¢ime jako pravdépodobnost toho, ze ¢astice projde tisek délky = bez toho, aniz
by s prostredim interagovala. Takovou pravdépodobnost pak ozna¢ime jako Py(z).

e Usek délky z nyni rozdélme na m infinitezimalnich intervaldl dz, a tedy z = mdz,
pricemz kazdy takovy interval poklddame za ekvivalent tenkého terciku, pro jehoz
rozmér plati, ze dz < x. Pro pocet téchto intervalu pak plati, ze m — oo.

e Predpokladame déle, ze pravdépodobnost interakce je na historii nezavisly jev, a tudiz
pravdépodobnost interakce v libovolném z téchto intervalt neni ovlivnéna pruchodem
predchozimi intervaly. Ze vztahu (2.7) jiz vime, ze pravdépodobnost, ze nedojde k
interakci na intervalu dz, je dpy =1 — ondzx.

e Pravdépodobnost Px(z) toho, Ze ¢astice projde tsek x bez interakce je pak podminé-
nou pravdépodobnosti toho, ze ¢astice nebude s prostiedim interagovat na zadném z
m intervalli. Tedy, takova pravdépodobnost je pak ddna m-krat vynasobenou prav-
dépodobnosti dpy, resp.

Py(z) = lim (dpx)™ = lim (1-ondz)™ = lim (1 - m) . (2.13)

m— 0o m

kde jsme vyuzili toho, ze dz = z/m.

3P¥{tomnost normalizaéniho faktoru 1 /Ze nebyvéa nékterymi autory explicitné uvazovana.
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e Posledni limita je pak zndmym vztahem pro mocninu Eulerova ¢isla s exponentem
—onz, a tedy pravdépodobnost toho, ze ¢astice nebude interagovat s prostfedim na
useku délky x je

Py(z) = e~ . (2.14)

e Ekvivalentné vztahu (2.14), pravdépodobnost, ze ¢astice bude interagovat s prostie-
dim na useku délky x je

Pa(z)=1—e 7. (2.15)

Pozndmka ¢. 4.

e Vsimnéme si analogie mezi vztahy (2.14)-(2.15) a vztahy (1.11)-(1.12), kterou mu-
zeme formalné zapsat jako

on — A,

T +— t.

e Tato analogie dava také jasnou paralelu mezi polocasem rozpadu ¢éstice (1.13) a
polotloustkou (2.25), stfedni dobou zivota ¢astice (1.19) a stfedni volnou drédhou
(2.32). Stejné tak si lze vS§imnout i podobnosti ve vztazich (1.69) a (2.39).

Poznamka ¢. 5.

e Vyvoj intenzity svazku ¢astic pri prichodu homogennim prostiedim na dréze délky
x je mozno popsat diferencidlni rovnici

dI(z) = —I(z)ondx, (2.16)

ktera tika, ze ibytek intenzity na levé strané rovnice je ptimo imérny aktudlni inten-
zité s konstantou imeérnosti rovnou pravdépodobnosti interakce (2.6) na infinitezi-
malnim tseku dz. Poznamenejme, Ze z divodu tbytku veli¢iny na levé strané rovnice
musi byt na pravé strané minus.

e Reseni rovnice (2.16) je mozné najit ve tvaru

I(z) = Ipe "™ (2.17)

kde konstanta I je pocatecni intenzita svazku, tj. intenzita v okamziku vstupu svazku
do prostredi, tj. o = I(z = 0). Vidime tak, Ze vyvoj intenzity svazku v zavislosti na
souradnici je modulovan exponecialnim faktorem, ktery je identicky s pravdépodob-
nosti (2.14).

e Uvédomme si, ze ¢etnost dR ve vztahu (2.5) je pak jednoduse jako rozdil intenzit
(2.17) na tseku délky dz:

Io—I(dz) = Ip — Ipe "% = Iy(1 — e77"%) = [yondz = dRin , (2.18)

kde jsme vyuzili Taylorova rozvoje exponencidly do prvniho radu kvili tomu, ze
ondr < 1.
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e V piipadé dseku délky =z > dx pak vynechdme ve vztahu (2.18) predponu ,d“ a
piSme cetnost interakci na tomto tseku jako

| Rini(2) = Io — I(2) | (2.19)

ktery lze pohodlné vyuzit k obecné definici pravdépodobnosti interakce jako

Rint ()
Iy

Pa(z) = (2.20)

e Podobné jako v pripadé (2.18) vyse, dosazenim (2.17) do (2.19) mizeme psat
Ring(x) = Io — Ipe ™" =Ty (1 —e™7"%) , (2.21)

pricemz, pokud je exponent v exponencidle dostateéné maly, tj. onx < 1, pak

| R () = Iyona .| (2.22)

e Vratme se jesté ke vztahu (2.19). Vzpomeneme-li si (viz diskuse okolo vztahu (2.4)), ze
intenzita znamena pocet ¢astic dopadajicich na aktivni plochu za jednotku ¢asu, pak
vynasobenim vztahu (2.19) ¢asem t, po ktery k interakcim muze dochézet, ziskdme
celkovy vytézek, neboli celkovy pocet interakei Niy(x), ke kterym doslo na useku x.
Tedy, plati

| Nt (x) = No — N(x),

(2.23)

kde pro pocet ¢astic N(z) plati ekvivalentni vztah jako pro intenzitu, viz (2.17).

Priklad €. 22.  Jaka je polotloustka x1 /o terciku a stredni volna draha £ ¢dstice, interaguje-
li s homogennim terc¢em o konstantni hustoté tercikovych center n s u¢innym prirezem o?
Reseni

e Zacénéme nejdiive s odvozenim polotloustky teréiku.

— Polotloustkou z; /5 materidlu rozumime takovou vzdélenost, po jejimz prichodu
Castici je pravdépodobnost interakce ¢astice s prostfedim stejnd jako pravdépo-
dobnost toho, ze k interakci nedojde. Jinymi slovy,

Pa(12) = Pn(z12) ) (2.24)

kde jednotlivé pravdépodobnosti jsou dany vztahy (2.14)-(2.15).

— Dosazenim za z/5 namisto = v téchto vztazich a vyresenim této rovnice pak
jednoduse mame hledany vztah pro polotloustku

In2
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e Nyni odvodime stfedni volnou drahu castice.

— Formaélné feceno, stredni volné draha /¢ je primérna vzdalenost, kterou Castice
urazi mezi dvéma po sobé nasledujicimi interakcemi.

— Na stfedni volnou drahu lze taktéz nahlizet jako na stfedni hodnotu soutadnice
x (z hlediska statistiky se jedna o tzv. prvni moment ndhodné veli¢iny z), a
miuzeme tak pro ni psat

(= /OOO z p(z)de, (2.26)

kde p(x) je tzv. hustota pravdépodobnosti interakce v infinitezimalnim okoli
bodu z, udévajici pravdépodobnostni charakter stiedni volné drahy, a kde inte-
grujeme pres vsechny mozné hodnoty souradnice x.

— Hustotu pravdépodobnosti interakce definujeme nasledovné. Spoctéme nejdiive,
jaké je pravdépodobnost dPa(x) toho, ze ¢astice bude s homogennim prostie-
dim terce interagovat na infinitezimalnim okoli bodu x. Takova pravdépodobnost
je ur¢ena dvéma faktory. Prvnim faktorem je pravdépodobnost Pyx(z) toho, ze
Castice projde drahu x bez interakce s prostredim. Druhym faktorem je pak prav-
dépodobnost dpa(x), ze ¢astice zainteraguje na infinitezimélnim okoli bodu x
pravé az po projiti drahy z. Jelikoz celkova pravdépodobnost dPa(z) je podmi-
nénd splnénim platnosti obou zminénych faktorti, mizeme uzitim vztaha (2.6)
a (2.14) pro hledanou pravdépodobnost psat

dPp(z) = Px(x)dpa(z) = one 7™ dx, (2.27)

pri¢emz hustotu pravdépodobnosti interakce v infinitezimalnim okoli bodu x
definujeme jako

dPy(z) = p(z)dz,

a tedy

p(x) =one 7", (2.28)

— Dosazenim (2.28) do defini¢niho vztahu (2.26) mame
(e 9]
(= an/ xe "dx, (2.29)
0

kde jsme pred integral vytknuli na souradnici nezavislé veliCiny.

— Zbyva nam tak vycislit prislusny integral ve vztahu (2.29). Pfipomenme sche-
maticky znamy vztah tzv. integrace per-partes,

b b b
/ uv = [uv]a—/ v, (2.30)
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pricemz v naSem piipadé oznacme u = z a v’ = e "%, Pak tedy plati v/ =1 a

v =—-=Le77"" Integrédl ve vztahu (2.29) tak lze spoéist jako
00 1 o 1 00
/ re T"dr = —— [ze "] —i——/ e " dx

0 0N — 0N Jo

1 —onx] 0 1
= — = . 2.31
e o = Gy (2:31)

-

— Konec¢né, dosazenim (2.31) do (2.29) mame hledany vztah pro stfedni volnou
drahu castice

(= —. (2.32)

an

Poznamka ¢. 6.

e Poznamenejme rovnéz, ze jako tenky tercik oznacujeme takovy tercik, pro jehoz
tloustku dz plati, ze de < /L.

e Souvislosti mezi polotloustkou a stfedni volnou drdhou je evidentné, dle (2.25) a
(2.32),
1'1/2 =/{In2.

e Pro uplnost zminme, ze vztah (2.25) je mozné odvodit rovnéz ze znalosti faktu, ze po
projiti drahy o délce polotloustky klesne pivodni intenzita svazku c¢astic na polovinu.

Plati tak 1
I(xy)9) = 510,

kde leva strana této rovnice je ddna vztahem (2.17).

Priklad ¢. 23. Na tercik o tloustce d dopada kolmo homogenni svazek ¢édstic a interaguje
s médiem terce s u¢innym prifezem o. Odvodte zdkon, jimz se ¥idi prichod ¢astic médiem
o hustoté ter¢ikovych center n(x) zavislé na souradnici ve sméru svazku dopadajicich ¢astic.
Jaka je polotloustka terciku xy/, a stiedni volna délka ¢ ¢astice v médiu?

Reseni

e Zacnéme nejdiive s odvozenim zdkonu, jimz se ridi pruchod ¢dstic médiem s parame-

try ze zadani.

— Vyjdeme z diferencidlni rovnice (2.16), ve které ovséem musime puvodné kon-
stantni objemovou hustotu ter¢ikovych center n zaménit za na soutradnici zavis-
lou funkci n(x). Mame tak

dI(z) = —I(x)on(z)dz,
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jejimz feSenim je funkce I(x), popisujici zménu puvodni intenzity Iy s prichodem
svazku prostfedim do souradnice x, pricemz

I(z) = Iye "™@) (2.33)

kde vsak nyni je proménna v exponentu exponencidly dana jako

m(x) = /Ox n(z")dz’. (2.34)

e Nyni odvodime polotloustku teréiku. Vyjdeme ze vztahu (2.24), kde si ovsem pii-
slusné pravdépodobnosti musime vhodné modifikovat z divodu na souradnici zavislé
objemové hustoté n(x).

— Zname-li obecnou zavislost intenzity I(x) na soufadnici dle vztahu (2.33), mu-

zeme vyuzit definici (2.20) pro pravdépodobnost interakce ¢astice po prichodu

dréhou z, diky ¢emuz mame*

Pi(z) =1— ¢ oM

Py(w) = e 7",

coz je ekvivalentnim vztahtim (2.14)-(2.15) po zdméné nx — m(z).

— Nyni je jiz mozné uzit ekvivalntniho vztahu k (2.24) a psat

PA(%/z) = P1<I(371/2) )

pricemz Teseni této rovnosti je integralni rovnice pro z;/, ve tvaru

In2
m(xy)s) = o (2.35)

resp.
1/ In2
/IQn(x)daﬁ:n—,
0

o
a tedy analytické reseni pro polotloustku x5 je mozné najit az po zadani kon-
krétni funkce n(z).

e Nyni odvodime stfedni volnou drahu ¢astice.

— Podobné jako v prikladu ¢. 22, i nyni je tfeba zacit definici hustoty pravdépodob-
nosti interakce. Pravdépodobnost toho, Ze c¢astice proleti drahu x bez interakce
a zainteraguje az na infinitezimalnim okoli bodu z je ekvivalentné vztahu (2.27),
je dana jako
dPA(z) = on(z) e "™ dx |

4Uzivame apostrofu k odligeni téchto pravdépodobnosti od téch ze vaztahii (2.14)-(2.15), u kterych je
objemova hustota konstantni. Podobné tak odlisujeme i dalsi veli¢iny nize.
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kde jsme provedli evidentni zédmény v podobé n — n(z) a nz — m(z). Pro
hustotu pravdépodobnosti interakce v infinitezimélnim okoli bodu x pak méame

p(z) = on(x) e ™) | (2.36)

ekvivalentné vztahu (2.28).

— Dosazenim (2.36) do defini¢niho vztahu (2.26) pak pro stfedni volnou délku
mame

gl =0 rnx)e m(z) dx . 2.37
0

Priklad ¢. 24. Jaki je stfedni hloubka vniknuti ¢astice do terciku a jeho polotloustka,
ubyva-li hustota teréikovych center ve sméru svazku jako n(x) = m pro z € (0,d),
kde d je tloustka terc¢iku a o je ic¢inny prufez?
Reseni

e Zacnéme nejdiive s odvozenim stfedni hloubky vniknuti ¢astice do terciku.

— Nejdiive je tfeba urcit parametr m(x), pro ktery dle jeho definice (2.34) plati

1 da/ 1 z 1. 2d-
m(x) = / T In |z’ —2d|]; = —=In :v ,
o

o 0 2 — ' o

kde jsme ve druhém kroku vyuzili faktu, ze neni tfeba v argumentu logaritmu
psat absolutni hodnotu, jelikoz = € (0, d). Tedy, po drobné tprave,

1 2d
m(x):;ln2d_x.

(2.38)
— Nyni je mozné dosadit (2.38) do vztahu (2.37) pro stfedni hloubku vniknuti.

Opétovné pripomenme, ze x € (0, d), a tak neni tieba ve vztahu (2.37) integrovat

do nekoneéna, ale pouze do d. Mame tak, s uzitim vlastnosti e™®

d 1 2d—= 1 gd
ooo S
7)o Tod—x) 2d " 2d )y T

d
7

=a proa >0,

a tedy

=

e Nyni odvodime stfedni polotloustku terciku.

— Uzijeme vztahu (2.35) a pro tento priklad konkrétniho vyrazu (2.38), pficemz

In2 1 2d
— =—In———,
o o 2d—uxy

odkud pak jednoduse plyne

1:1/2 :d
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Poznamka ¢. 7.

e Jak jsme jiz v Teseni vyse uvedeného piikladu opakované zminili, jelikoz je rozmér
ter¢iku d, odpovidajici soufadnice x nabyva hodnot v intervalu (0,d) a proto neni
tieba pro vypocet stfedni volné dréhy ve vztahu (2.37) integrovat od nuly do ne-
koneé¢na. Z tohoto divodu jsme opravnéni predpokladat, ze pro > d je n(xz) = 0
ze samotné povahy této tulohy, jelikoz v takovém pripadé je svazek mimo tercik a
jeho rozptylova centra zde jiz nejsou pritomna. Uvédomme si také, ze pokud bychom
uvedeny argument nepiijali, pro z > d by zadana hustota tercikovych center byla dle
zadani zaporna, coz by nemélo fyzikalni smysl.

e V nékterych tlohach, s vhodné nastavenymi parametry (typicky s malymi Géinnymi
prufezy a vysokymi objemovymi hustotami ¢édstic), je ¢asto mozné stfedni volnou
drahu castice v daném médiu urcit vskutku jako integral jen pfes cast integracniho
oboru — jako ilustraci uvedme prvni doméci kol B.1, resp. vztah (B.6).

Priklad ¢é. 25. Jaka je pravdépodobnost, ze pii elastickém rozptylu na malé thly v ho-
mogennim médiu s hustotou n terc¢ikovych center interaguje c¢astice s rozptylovymi centry
na dréze L pravé k-krat? Uéinng prifez zkoumané interakce je o.

Reseni

e Elasticky rozptyl do malych hli znamend, Ze trajektorie Castice se nepftilis lisi od
tsecky. Dle zadani tak vime, zZe jde o dlohu ekvivalentni prikladu ¢. 14 — zatimco v
takové 1loze slo o pomyslny pohyb ¢astice podél ¢asové osy, nyni se jedna o skuteény
pohyb od poéatku po koncovy bod L. Reseni tohoto piikladu tak bude inspirovino
feSenim tlohy ¢. 14.

e Uvazujme tsek homogenniho média o délce L rozdéleny na k — 1 intervald s k déli-
cimi body x1, xo, 3, ..., T, které chronologicky odpovidaji okamzikim, na jejichz
infinitezimalnich okolich postupné doslo ke k elastickym rozptylim dané ¢astice na
malé hly. Schematicky toto déleni zminéného tiseku muzeme zapsat jako sjednoceni
jednotlivych interval,

<0, L> = <0,.%'1> U ($1,1‘2> U (xg,x:),) U...U (xk,1,$k> U (l‘k, L> ,

kde naznacené stiidani zprava uzavreného a zleva otevieného intervalu symbolizuje
rozptyl Castice na infinitezimalnim okoli prislusného okamziku.

e Celkova hledand pravdépodobnost Pjy(L) je pak déna soufinem pravdépodobnosti
rozptyld na jednotlivych intervalech. Konkrétné mame ndsledujici prispévky, které
detailné popiseme.
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— Interval (0,z1). Zopakujme nejprve pravdépodobnosti jednotlivych déji. Prav-
dépodobnost, ze Castice na ose doleti bez rozptylu z poc¢atku do bodu z; je
e~ ™1 Déle, pravdépodobnost toho, ze dojde k rozptylu této ¢astice na infini-
tezimalnim okoli bodu x1 je ondxi. Tedy, pravdépodobnost udalosti, ze ¢astice
doleti bez roztylu z pocatku do bodu x1 a néasledné se na infinitezimalnim okoli
tohoto okamziku rozptyli, je one™"*1 dz; (viz téz vztah (2.28)). Jelikoz vsak
bod z; muze lezet kdekoliv mezi pocatkem a koncem L tseku, je prispévek
intervalu (0, z1) do celkové pravdépodobnosti Py (L) urcen vztahem

L
Jn/ e 7™ dxy .
0

— Interval (z1,z2). Jelikoz pravidlo, podle kterého je mozné zapsat prislusny pri-
spévek tohoto intervalu do pravdépodobnosti Py(L), je jiz zfejmé, napiSme jej
rovnou jako

L
an/ e (@2=21) 4y
xX

1

kde jsme vzali do Gvahy, Ze bod x5 druhého rozptylu musi nésledovat az po
a muze nastat kdykoliv pred L.

— Interval (z2,z3). Podobné jako v predchozich pfipadech, prispévek pravdépo-
dobnosti, ze po rozptylu na infinitezimalnim okoli bodu x2 doletéla c¢astice bez
rozptylu do bodu x3 a rozptylila se na jeho infinitezimalnim okoli, je

L
O"I’L/ e (@8 =12) qq0
x

2

jelikoz bod z3 muze lezet kdekoliv mezi bodem x5 druhého rozptylu a koncovym
bodem L.

— Interval (zg_1, k). Zpusobem popsanym vySe bychom mohli postupovat dale
pro vsechny zbyvajici intervaly. Z formélnich duvodi vsSak zapiSme az prispévek
pravdépodobnosti, Zze po rozptylu na infinitezimalnim okoli bodu zp_1 doletéla
castice bez rozptylu do bodu x; a rozptylila se na jeho infinitezimdlnim okoli:

L
an/ e~ ME—Th=1) Qg
X

k-1

— Interval (x, L). Uvédomme si, ze pred zacdtkem tohoto intervalu jiz doslo ke
k rozptylim dané c¢astice. Vyzadujeme tak, aby tato ¢astice z infinitezimalniho
okoli bodu xj do koncového bodu L uz doletéla bez rozptylu. Pravdépodobnost
toho je dle vztahu (2.14) jednoduse

—on(L—xy)

€ )

a kde jiz, z vyse uvedeného dtvodu, zadna integrace neprobiha.
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e 7 vyse uvedenych jednotlivych prispévku pravdépodobnosti si vsimnéme, ze kazdy z k
rozptyll na infinitezimalnich okoli prislusnych bodu prispiva faktorem on a nélezitou
integraci. Vysledny vztah pro pravdépodobnost Py (L) tak obsahuje, mimo jiné, faktor
(on)* a k-dimenzionalni integraci. Konkrétné, plati

L L L
Pk(L) — (Un)k/ e~ onT1 / e—a'n(mg—:rl)/ e—gn(x3_m2) .
T2

0 x1

L
. / e~ oM@k —th—1) g=on(L—zy) dzy - ... -dzxzdzsdxy,
Tp—1

kde se vsak vétsina exponencidlnich ¢lent vzajemné vyrusi, coz lze pro uplnost na-
zorné ukazat sectenim jednotlivych exponenti:
—onx1 —on(xy —x1) —on(xrs — x2) — ... —on(xy —xp—1) — on(L — xx) = —onlL.

onL

Jedinou zbyvajici exponencidlou je tak e~?"~, na niz samoziejmé integrace nezavisi.

e Mime tedy

L pL L L
Py(L) = (on)ke_‘m[’/ / / / dzy - ... -dexsdze dzy,
0 Jx1 Jxo Tk—1

kde vsak jiz poznavame znamy integral ze vztahu (1.68), pro ktery tak plati

L rL L L Lk
0 Jzxy Jxo Tp_1 k!

e Celkové nam pak vyjde, ze pravdépodobnost k elastickych rozptyli na malé ihly na
draze délky L je tedy

e~onk (2.39)

k!

coz je znamy vztah pro Poissonovo pravdépodobnostni rozdéleni s parametrem onlL.

Pozndmka ¢. 8.

e K feseni Ize dojit i bez pouziti integrace pres vSechny mozné tseky vyskytu jednotli-
vych bodu interakce x1, ..., xr. Analogicky s prikladem ¢. 21 rozdélme tsek délky L
na m infinitezimélnich dseka dx, pricemz de = L/m a m — oo.

e Dle zadani tak k interakcim dojde pravé na k infinitezimalnich tsecich, zatimco na
m — k nikoliv. Celkova pravdépodobnost Py(L) je tak pfimo Gmérna soucinu k-krét
vynasobené pravdépodobnosti interakce (2.6) s (m — k)-krat vyndsobenou pravdépo-
dobnosti neinterakce (2.7).

e Zbyva tak urcit tuto konstantu imérnosti. Uvédomme si, Ze vybirdme k intervali
z celkového poc¢tu m. Kazdy z intervali, na kterém k interakci dojde, je v tomto
vybéru zastoupen pravé jednou (v souladu s tim, co bylo feceno o tenkém terciku,
predpokladdme, Ze na infinitezimélnim dseku muze dojit k interakci nejvyse jednou)
a na jeho poradi ve vybéru ndm nezalezi (nevybirame tyto intervaly nutné v tom
poradi, v jakém na nich doslo k interakci). Evidentné tak jde o pocet kombinaci
vybéru k prvki z m bez opakovéni, ktery je urcen kombina¢nim ¢islem ().
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e Tedy, pro hledanou pravdépodobnost mame

Py(L) = lim_ (’Z) <OZL>k (1 B UZLL>m—k .

e Vypocet této limity je pak mozno provést v nasledujicich krocich. Rozepiseme kom-
binac¢ni ¢islo, pred znaménko limity presuneme ¢ast, na kterou limita nepusobi, a
posledni ¢len upravime jako soucin dvou faktori. Mame tak

Pu(L) = (onL)k i m! (1 B 0nL>m (1 B 0nL> —k’

k!l m—=oo (m —k)l'mk m m
— e—onL — 1
_ (O’ﬂL)k —onlL 1 m!
=7 ¢ mlgnoo R (2.40)

kde jsme jiz vyuzili toho, Ze ¢len s m-tou mocninou jiz zndme, viz (2.13), a ze posledni
¢len je z hlediska limitniho prechodu bezpecny a limitné se blizi jednicce.

e Zbyvajici limitu vSak jiz zndme a vime, Ze je rovna jedné — viz vztah (1.71). Vidime
tedy, ze vztah (2.40) vskutku reprodukuje vysledek (2.39).

Poznamka ¢. 9.

e Mnohondsobny rozptyl potkdme ve Fyzikdlnim praktiku IV u tdlohy ¢. A5 (Spek-
trometrie zafeni «), Poissonovo rozdéleni pak u ulohy ¢. A7 (Pozitronovd emisni
tomografie).

Priklad ¢é. 26. Jaka je stiedni vzdalenost mezi dvéma pruznymi srdazkami protonti ve
vodikové bublinové komore, je-li Géinny prurez pruzného rozptylu protonu na protonu
opp = 0, 7fm?, hustota kapalného vodiku pH, = 63kg - m~3 a kilomolovd hmotnost vo-
diku My, = 2,016kg - kmol 1?7 Jak4 je pravdépodobnost, Ze ve vodikové bublinové komore
délky L = 1m je vidét drahu s pravé dvéma pruznymi srazkami, jestlize rozptyleny proton
vyletuje pod malym hlem?

Reseni
e Zacneme se stfedni volnou vzdélenosti mezi dvéma pruznymi srazkami.

— Nejprve si prevedeme jednotky ti¢inného prirezu a kilomolové hmotnosti vodiku
jednoduse jako

opp =0,7fm? =0,7- (107 m)? = 71073 m?,
My, = 2,016kg - kmol ™' = 2,016 kg - (10* mol) ™' = 2,016 - 10> kg - mol ' .
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— Zname-li u¢inny prurez interakce dvou protont, k urceni stfedni volné vzdéle-
nosti mezi srazkami potrebujeme zjistit jejich objemovu hustotu. Plynny vodik
se vyskytuje ve dvouatomové molekule Ho, kterd je tak tvorena dvéma pro-
tony. Jinymi slovy, objemova hustota protonti je dana dvojnidsobkem objemové
hustoty vodiku, a tedy dle (2.3)

PH, N A
My,

n, =2 =3,75-10%m 3.

— Dosazenim do (2.32) pak pro stfedni volnou drahu plati

1

(= =38, 1m. (2.41)

OppTlp

e Pravdépodobnost pozorovani dvou pruznych srdzek do malych thlad je jednoduse déana
jiz. difve odvozenym obecnym vyrazem (2.39), pricemz v nasem piipadé je k = 2 a
L = 1m. Mame tak )

PQ(L =1 Hl) — (O-PPZPL) efoppan )

e Uzitim vztahu (2.41) a jiz zndmé numerické hodnoty jeho vysledku pak mame

1/L\?

a tedy hledand pravdépodobnost je Po(L = 1m) = 0,034 %.

Priklad ¢. 27. Jaky pocet protoni musi byt vpustén do vodikové bublinové komory
dlouhé Ly, = 1m, aby bylo vidét NIi{n; = 5 nepruznych interakci? Hustota kapalného
vodiku je py, = 63kg - m~3 a My, = 2,016kg - kmol ™! je kilomolové hmotnost vodiku.
Uéinny prifez nepruzné interakce pii zadané energii je Opp = 3, 2fm?. Kolik protont ze
stejného svazku by nepruzné interagovalo v Zelezné (*Fe) sténé komory tlusté Ly, = 5cm,
je-li G€inny prirez nepruzné interakce protont v Zelezném mediu opre = 50 fm?? Hustota
zeleza je pre = 7800kg - m~> a My, = 56kg - kmol ! je kilomolovd hmotnost Zeleza.

Reseni
e Nejprve si prevedeme jednotky prislusnych veli¢in na vhodnéjsi tvar:

My, = 2,016kg - kmol ! = 2,016 kg - (103 mol) ™' = 2,016 - 10 ® kg - mol !,
opp =3,2fm* =32 (107 m)? =3,2-1073m?
Lpe=5cm=5-10"2m,
opre = 50fm? =50 - (107" m)? = 5107 m?,

M, = 56 kg - kmol ™! = 56kg - (103 mol) ™! =5,6- 1072 kg - mol .

— 56 —



e Vénujme se nyni vypoctu pocateéniho poctu protonu, ktery je zapotrebi k detekci
NIi{n; = 5 nepruznych interakeci.

— Ze zadani je ziejmé, Ze se jednd o lohu na aplikaci vztahu (2.23), kde leva strana
této rovnice je zadouci pocet nepruznych interakci na draze Ly, a hledanou
veli¢inou je pocatecéni pocet protonu Ng.

— Dosazenim do vztahu (2.23) a uzitim (2.17) tak mame
NIl{nzt = No — N(Lu,) = No — No e~orrnrli, — Ny (1 — eigppanHQ) ,
tedy

int
Ny,

)
1— e—UppanHz

Ny =

kde n, je objemova hustota protont.

— Stejné jako v minulém pripadé, i zde pro objemovou hustotu protont ve vodikové
bublinové komote plati (2.2), a tak

izt
2
2 NaL
1 exp - 2O )
2

Ny = = 44,2,

— K pozorovani 5 nepruznych interakci je tak tfeba do vodikové bublinové komory
vpustit pravé 44 protont.

e Uvazujeme-li svazek o poc¢tu Ny = 44 protont, jak jsme spocitali vyse, pak po zdméné
(Ha, 0pp) — (Fe, oppe) dostaneme

Nli:‘rét = Ny (1 — ¢~ OpFe NFe LFe) ,

kde
_ preNa

= =8,4-10%m™?
Ne M, ) m

je objemova hustota zeleza.

e Tedy, v zelezné sténé komory by interagovalo

) NyL
N [1 ~exp <_%FPFAFH 283,

MFe

tj. asi 8 protond.
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Priklad ¢. 28. Jakd je maximalni pravdépodobnost interakce neutrina o energii ), ~
10 GeV pii prilletu Zemi, je-li G¢inny prifez interakce neutrina s nukleonem o = 1042 m??
Priimérnd hustota Zemé je p = 5500 kg - m™3 a jeji polomér je Rz = 6 378 km. Kilomolova,
hmotnost nukleonové latky je M = 1kg - kmol 1.

Resent

e Jde o tlohu na aplikaci vztahu (2.15), pricemz abychom uréili maximalni pravde-
podobnost interakce neutrina pii priletu Zemi, je nutno predpokladat, ze takové
neutrino prochazi po co nejdelsi dréaze, tj. draze rovné primeéru Zemé, neboli 2R .

e Pievedenim kilomolové hmotnosti nukleonové latky,
M =1kg-kmol™! = 1kg- (10°mol)~! = 1073 kg - mol !,

pak Ize jednoduse ziskat objemovou hustotu rozptylovych center v jednotkovém ob-
jemu zemského materialu jako

_ PNa

"y

=3,3-10m™3.

e Dosazenim do vztahu (2.15) pak pro maximélni pravdépodobnost mame

20pNARz
M

PA(2Rz) =1—e 2% =1 —exp (— ) =4,2-107°.

e Vidime tak, ze pro slabé interagujici neutrino je Zemé takika prithlednd a maximalni
pravdépodobnost interakce je 4,2 - 1073 %.

Priklad ¢. 29. Odhadnéte hustotu toku neutrin o energii £, ~ 1 GeV nutnou k tomu,
aby byla pozorovana jedna interakce neutrina s nukleonem za hodinu v detektoru o hmot-
nosti m = 10t. Uéinny prifez interakce neutrina s nukleonem je pii této energii 4-10~4% m?
a kilomolov4 hmotnost nukleonové latky je Mpyo = 1kg - kmol ™.

Resent
e Dle zadani by jiz mélo byt zfejmé, Ze jde o tlohu na aplikaci vztahu (2.21).

e Jako vzdy, nejprve prevedeme jednotky téch veli¢in, které nejsou v zakladnich jed-
notkach:

m =10t = 10- (103kg) = 10* kg,
Mol = 1kg - kmol ™! = 1kg - (103mol) ™! = 103 kg - mol .
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e Uvédomme si, ze zname pozadovanou Cetnost interakce, kterou je jedna detekovana
udélost za hodinu, tj.

Rint = 1hod™' = (3600s) ™! =2,78 - 1074571,

e Mdame-li urcit hustotu toku jy neutrin, pak pro intenzitu toku téchto neutrin plati
Iy = oS, kde S je aktivni plocha detektoru, na kterou svazek neutrin dopada.

e 7 predchozich tloh je zfejmé, ze v prikladech tohoto typu bude treba drive ¢i pozdéji
ur¢it objemovou hustotu n rozptylovych center v detektoru. Nicméné, v zadani ne-
mame informaci o hustoté materidlu detektoru ani o jeho objemu, zname pouze jeho
hmotnost. Predpoklddejme tak, ze pro hmotnost tohoto detektoru plati m = pV', pti-
cemyz sitka detektoru je x a jeho plosny rozmeér je dan jiz zminénou aktivni plochou
S, tj. V= Sx.

e Upravme si tak nejprve soucin onz, tj. i s naznacenymi dpravami postupné méme

Mmolv - Mmolsx - MmolS’

(PNA> |P=%‘ omNax |V=5I| omNix omNgy
onxr = €T = —

mol

tj. po dosazeni numerickych hodnot zadanych veli¢in plati

2,4-10712m?
3 .

onT =

e Jak je zvykem v ulohéch tohoto typu, predpokladame, Ze se jedna o redlné zadani,
tj. Ze aktivni plocha detektoru ma ,rozumnou“ velikost. Muzeme pak zcela jisté
predpoklddat, ze onz < 1, a misto vztahu (2.21) pak lze pro ¢etnost uvazovat vztah
(2.22), a tedy

’IO:SjO‘ ) omNy4 JoomN 4
R- = I = S = .
e oonE ( 0) <Mmols) Mmol

e Pro hledanou hustotu toku tak konecné mame

Rint M, mol

=~1,16-10m=2.s71. 2.42
omN , m s (2.42)

Jo =

Poznamka ¢. 10.

e Jak jsme jiz v Feseni tohoto piikladu zduraznili, o ndmi probiranych ilohach explicitné
predpokladame, ze jejich zadani jsou ,,rozumnd“ v tom smyslu, ze maji redlny zdklad,
vychazejici ze skutec¢nych predloh. Jinymi slovy, casto predpoklddame, ze podminka
onz < 1 je v takovych pripadech splnéna, ackoliv neni na skodu se o tom presvédcit
vypoctem.
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e Dile je pak treba zminit, Ze v FeSeni tiloh tohoto typu se mizeme setkat s tim, ze de-
tektoru prisoudime nezndmy podélny, pti¢ny nebo plosny rozmér. Obvykle tak ¢inime
proto, abychom dokézali zkombinovat veli¢iny rozméru d, plochy S nebo objemu V'
se vztahem (2.2) pro intenzitu nebo s vyrazem m = pV. Tento postup samoziejmé
predpoklada, ze néktera z uvedenych veli¢in byva znama ze zadani a nami zavedeny
parametr se musi vhodné ,absorbovat“, aby na ném vysledek nezavisel.

Priklad ¢. 30. Hustota toku atmosférickych neutrin tvorenych pfi interakci c¢astic kos-
mického zéieni s atmosférou je na povrchu Zemé asi j, ~ 10°m~2 - s~!. Kolik udélosti je
mozné pozorovat v pozemském detektoru o hmotnosti m = 1t za rok, je-li energie atmo-
sférickych neutrin E, ~ 1 GeV? Uéinny prifez interakce neutrina s nukleonem je pii této

0—43

energii 4 -1 m? a kilomolovd hmotnost nukleonové latky je Mo = 1kg - kmol 1.

Reseni

e Typové se jednd o tlohu totoznou s prikladem ¢. 29. Vskutku, rozdil je akorat v
tom, ze zatimco v predchozim prikladu jsme znali ¢etnost a hledali hustotu toku,
nyni zname hustotu toku a hledame cetnost, resp. presnéji celkovy pocet interakci za
urcitou dobu.

e 7 analytického vysledku (2.42) tak muzeme okamzité vyjadrit vztah pro ¢etnost jako

_ JoomN 4

int — 2.4
R ’ Mmol ( 3)

e Nez budeme moci do predchoziho vztahu dosadit, opétovné prevedeme jednotky né-
kterych veli¢in na zakladni tvar:

m=1t=10 kg,
Mol = 1kg - kmol ™! = 1kg - (10>mol) ™! = 103 kg - mol .
e Nyni je tak mozné dosadit do (2.43), pficemz

Ring =2,4-1078s71.

e Uvédomme si vSak, ze tento vysledek udava c¢etnost interakei za jednotku ¢asu. Jelikoz
chceme znat pocet interakei za 1 rok, je treba jej vynédsobit poc¢tem sekund v jednom
roce, tj. t(1y) = 3600 - 24 - 365s. Hledanym poctem interakei za 1 rok je tak®

Ning = Rintt(ly) = 07 76.

SPfipometime, Ze &¢iselnou hodnotu t(1y) lze aproximovat zndmym vztahem #(; y) = 7 - 107 s.
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2.3 Cviceni ¢. 4 (22. 11. 2021)

Pi#iklad ¢&. 31. Teréikem z kapalného vodiku o objemu V = 10~%m? a hustoté pyg, =
63 kg - m ™3 prochazi Siroky monoenergeticky svazek piontt 7~ o hustoté toku jo = 10’ m~2-
s~!. Piony 7~ interaguji s jadry vodiku v interakci 7= 4+ p — 7° 4+ n o G¢inném prifezu
Or—p = 45mb. Jakou Cetnost y-kvant z rozpadu 79 — 27 Ize pozorovat? Kilomolova hmot-
nost vodiku je My, = 2,016kg - kmol L.

Resent
e Pievedme nejprve jednotky nékterych veli¢in na zakladni tvar:

Or—p=45mb=45-10"b=145-10"%-10"*m? =4,5-10"* m?,
My, = 2,016kg - kmol ™' = 2,016 kg - (10* mol) ™" = 2,016 - 10> kg - mol ' .

e Evidentné, jde o tlohu na aplikaci vztahu (2.21) pro cetnost. Predpokladejme, ze pro
objem V terciku plati, ze V = Sd, kde d je podélny rozmér a S je aktivni plocha
terc¢iku, na ktery dopadd zminény svazek pionu o hustoté toku jo. Muzeme tak, diky
vztahu (2.2), uvazovat intenzitu Iy toku pionu jako Iy = jpS. Zajima-li nas, jakou
cetnost y-kvant lze pozorovat, je tfeba nechat piony interagovat s tercikem po celé
jeho sitce d.

e Predpokldadame-li, Ze situace v zadani je zalozena na realné predloze, a tedy, Ze roz-
méry terciku jsou dostatecné ,rozumné®, zkusme ovérit, zdalipak o,-,n,d < 1, kde
ny je objemova hustota protoni. Jelikoz se plynny vodik se vyskytuje ve dvouatomové
molekule Ho, plati

N
ny =224 3 75 1028 ;3 (2.44)
My,
z CehoZ je zfejmé, ze o,-,n, < 1. Déle, pokud by se jednalo o tercik ve tvaru

krychle, jeho charakteristicky rozmeér by byl d = 4,6 cm. Zcela jisté tak vyse uvedena
podminka plati a jsme tedy opravnéni namisto vztahu (2.21) uzit jeho aproximativni
verzi (2.22).

e Uvédomme si déle, ze interakce 7~ + p — 7% + n produkuje jeden neutralni pion 7,

ktery se pak rozpadd na dvé y-kvanta. Cetnost R, produkce 7-kvant je tak rovna
dvojnédsobku ¢etnosti R o produkce 70, kterd je rovna Getnosti interakce nabitych
pionu 7w~ s jadry vodiku, tj. s protony.

e Dle vyse uvedeného a vztahu (2.22) tak mame

=8| vosd
Ry =2R 0 =2lgo—pnpd = 2joSo—pnpd = 2joo—,npV,

a tedy, po dosazeni za n, dle (2.44),

. PH, N A
RA/ = 4.70‘77r*p ]\;H
2

V =337,5s 1.
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e Kazdou sekundu je registrovdno zhruba 338 7-kvant pochézejicich z rozpadu 70,
vznikajiciho v reakci 7~ +p — 7 4 n.

Piiklad ¢. 32. Hustota béru B je pg = 2500kg - m~3, jeho kilomolovi hmotnost je
Mg = 10,811kg - kmol ! a jeho dénny prifez pro zachyt tepelnych neutront, které jsou
v termodynamické rovnovaze s prostiedim, je pii pokojové teploté o, = 4 - 10726 m?. Jak
tlustd vrstva boru 1°B pohlti 99% ze svazku dopadajicich tepelnych neutronti?

Reseni

e Oznac¢me si obecné pomérnou ¢ast pohlcenych dopadajicich neutroni ze svazku jako f
a tloustku vrstvy nutnou k pohlceni frakce f svazku jako dy. Dale, ozna¢me ptivodni
intenzitu svazku jako Iy, pricemz intenzita tohoto svazku po prichodu vrstvou o
tloustce dy bude, dle vztahu (2.17),

I(dy) = Ipe omnmBr

kde np je objemova hustota béru,

_ PN A

=1,39-10%m™°.
M L39-10%m

np

e Cetnost interakef tepelnych neutroni pii priichodu vrstvou béru o tloustee d + je pak
déna, dle vztahu (2.19), jako rozdil Iy — I(dy), pficemz zminénd frakce f je pak
prirozené urcena jako pomér této Cetnosti viuci puvodni intenzité. Mame tak

Io—I(dy)  Iop—Ipe onemBds

f P T =1— ¢ onenBds (2.45)
coz dava zcela obecny vztah ve tvaru
In(1 —
PP b )y
OnB B
e Pro frakci f = 0,99 ze zadani pak mame
In(1-10,99
do,99 = _In(1-0,99) =0,83-103m.
OnB 1B

e Tedy, k pohlceni 99% svazku tepelnych neutronu staéi vrstva béru tlusta 0, 83 mm.
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Piiklad €. 33. Uéinny prifez silné interagujiciho protonu s protonem je opp = 40mb.
Jaka relativni ¢ast protont je rozptylena, kdyz kolimovany svazek protont je vyslan skrz ka-
palny vodikovy teréik o tloustce d = 0,3 m? Hustota kapalného vodiku je py, = 63kg-m—3
a jeho kilomolova hmotnost My, = 2,016 kg - kmol L.

Resent
e Nejdrive prevedeme jednotky nésledujicich veli¢in:
Opp =40mb =40-103b=40-10"2-10"2m? = 4.1073 m?,

My, = 2,016kg - kmol ™" = 2,016 kg - (103 mol) ™" = 2,016 - 103 kg - mol ™' .

e Vsimnéme si, ze jde o ulohu ekvivalentni predchozimu piikladu ¢. 32. Zatimco v
minulé tloze jsme znali relativni ¢ast svazku, ktera se absorbuje v materidlu, a hledali
tomu odpovidajici tloustku tohoto materidlu, nyni zname tloustku terce a hleddme
relativni ¢ast svazku, kterd se v ném rozptyli.

e Miuzeme tak vyjit ze vztahu (2.45), ktery prepiseme v aktudlnim oznaceni jako

f=1—e omwmrd (2.46)
kde
P, NA 28 -3
n, =2 =3,75-10®m
P My,

je objemova hustota protonu ve vodikovém terci.

e Dosazenim do vztahu (2.46) mame

tj. rozptyli se asi 4,4% protonu ve svazku.

Piiklad ¢. 34. Bublinova komora o pii¢ném prifezu S = 1 m? obsahuje m = 100 kg pro-
panu (CsHg). Mionova neutrina o energii 10 GeV produkovand ve shlucich v urychlovaci
dopadaji kolmo na pri¢ny prurez komory, kterd expanduje synchronné s vyletem shluku
v, z urychlovace. Kolik je tfeba mionovych neutrin v jednom shluku, aby byla pozorovana
jedna interakce v, v bublinové komoie na 100 jejich expanzi, je-li i¢inny priifez interakce
vy, s nukleonem o,y (E = 10GeV) =7 - 1072 m?? Jaka je st¥edni volna draha mionovych
neutrin v bublinové komofte, je-li hustota propanu p = 300kg-m~2 a jeho kilomolova hmot-
nost M = 44kg - kmol ™17
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Reseni

e Evidentné jde opét o tlohu na aplikaci vztahu (2.21), pficemz zadana ¢etnost detekce
neutrin je R, = ﬁ shluk~!. Po pfevedeni kilomolové hmotnosti propanu,

M = 44kg - kmol ™' = 44kg - (10> mol) ™' = 4,4-10"*kg - mol !,

zacneme tim, ze si spocitdme objemovou hustotu nukleonii v propanu. Propan, neboli
(CsHg), se skladd z 3 x 12 4 8 x 1 = 44 nukleont. Pro zminénou objemovou hustotu
tak mame
ny = 4a PNA 1,8-10*m™3. (2.47)
M
e Jelikoz zname hmotnost m a hustotu hmotnosti p propanu, mizeme stanovit jeho
objem V. Pro tento objem pak plati, ze V = Sd, kde d je podélny rozmér bublinové
komory a S je jeji aktivni plocha. Z idajt ze zadani ziskdme, ze plati

d=—=—=0,33m.

e Evidentné tak plati, ze o,y nyd < 1 a tedy jsme opravnéni uzit namisto vztahu
(2.21) vztah (2.22). Z néj pak pro hledanou intenzitu toku neutrin plati

d=m
PP a5l _Rops . 2,4 10" shiuk " .
O',,NnNd OyN TUIN T

e Dosazenim velikosti ti¢cinného prifezu o,y interakce neutrina na nukleonu a objemové
hustoty (2.47) do vztahu (2.32) dostaneme stfedni volnou drdhu neutrin v bublinové
komore jako

1
(= ———=79-10"m.
OyN NN

Priklad ¢. 35. Odhadnéte kinetickou energii, kterou potiebuje a-c¢astice, aby se pribli-
zila na hranici atomového jadra stiibra (na dosah jadernych sil). Protonové ¢islo a-Castice
je Zo = 2, zatimco hmotnostni a protonové ¢islo stiibra je Ay, = 107 a Zag = 47. Polomér
atomového jadra je R = RyA'/3, kde A je hmotnostni ¢islo jadra atomu a Ry = 1,2fm je
empiricky parametr.

Reseni

e Aby se a-Castice mohla priblizit hranici atomového jadra stiibra, musi mit takovou
kinetickou energii, ktera se vyrovna velikosti potencialni energie na poloméru tohoto
jadra v poli elektrostatické sily, tj.

To =V (Rag) -
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e Pro takovou potencialni energii plati zndmy vztah, ktery si postupné upravime dle
definice (2.9) pro konstantu jemné struktury:%

o QaQAg . 62ZaZAg . OéﬁCZaZAg

V(Rag) = = =
(Bag) dmeoRpg  AmeoRag Rag

kde Qn = eZ, a Qag = €Zag jsou elektrické ndboje a-castice a jddra stiibra, defino-
vané pomoci elementiarniho nidboje e a prislusnych protonovych cisel.

e Urzitim vztahu pro polomér jadra ze zadani tak mame dostacujici kinetickou energii
a-Castice urcenou jako

ahcZaZpg .
To = — 13 - 23,7MeV .
ROAAg

Priklad ¢é. 36. Jaky je integralni c¢inny prirez Rutherfordova rozptylu?

Reseni
e K urceni integralniho t¢inného prifezu or Rutherfordova rozptylu je tfeba vyinte-
grovat diferencidlni Géinny prurez (2.8) pres vSechny thly:

aR_/(j;(ﬁ))RdQ.

e Uzitim oznaceni (2.11), pro integralni i¢inny prurez tak mame

K 40
o

OR 7 (2.48)
;4

sin® —

e K provedeni naznaCené integrace uvazujme sférickou soustavu soutradnic, kde pro
thlovy element df) plati

dQ =sindddde, (2.49)

kde polarni thel, shodny s dhlem rozptylu, nabyva hodnot ¥ € (0, ), zatimco pro
azimutaln{ thel plati ¢ € (0, 27).

e Dosazenim do (2.49) do (2.48) tak postupné mame

9
K (2 [msindddde ™ sin 9 dod ”COS§d19
e A R e e L A s
T Jo 0 -4 Y 0 .4 Y 0 .3 Y
sin® 5 sin® 3 sin® o
sin§zt 14t 11!
— —4K | = =—2K|=| , (2.50)
1 9 t3 t2
§cos§d19£dt 0 0

SLaskavy ¢tendf jisté omluvi drobnou ,nekonzistenci® v oznaéeni — zatimco a znadi konstantu jemné
struktury, veli¢ina Z, udavé protonové ¢islo a-Castice. Koneckonct, déji se i horsi véci.
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kde jsme nejprve provedli trividlni integraci pres ¢, pak vyuzili vztahu pro sinus
dvojnasobného argumentu, tj. sin?d = ZSing Cosg,

kterd zménila integraéni obor ¥ € (0,7) — t € (0, 1).

a nasledné zavedli substituci,

e Tedy, po vycisleni posledniho vztahu v predchozim vyrazu zjistime, ze integralni
uc¢inny prurez Rutherfordova rozptylu je

OR = 00,

tj. nekonec¢ny, resp. divergentni. Tento fakt svéd¢i o nekoneéném dosahu interakce
mezi dvéma elektricky nabitymi objekty.

Priklad ¢. 37. Kolik procent nalétajicich ¢astic se pruzné rozptyli do hli mensich

nez v, = 20°, je-li i¢inny prifez interakce castice s tercem dan vztahem (%)R =
%sin_4 g cm?, kde K = 3,2 - 10723, a plo$na hustota rozptylovych center v teréiku je

m=6-10 cm—2?

Resent
e Ze zadani zndme diferencidlni G¢inny priafez (2.8) pro konkrétni hodnotu konstanty
K, viz (2.11), kterd je urcenda volbou protonovych ¢isel tercikové ¢éstice a projektilu
a jeho pocatecni kinetickou energii. Dle rozméru plosné hustoty je zfejmé, ze tato
veli¢ina udava pocet rozptylovych center daného prostredi vztazeny na jednotku plo-
chy. De facto se jedna o soucin objemové hustoty téchto center a charakteristického
rozméru délky tohoto prostredi — je to fragment nz z nam jiz znamého soucinu onz.

e Hledand frakce f(oy,) takovych nalétajicich castic, které se pruzné rozptyli do thli
¥ € (0,7;), je ddna pomérem Cetnosti R y,) téchto rozptylt viici celkové intenzité
Iy nalétajicich castic, tj.

R0,9,)
Iy

Uvédomme si také, ze Cetnost Ry Castic rozptylenych do vsech uhlia odpovida

f0.00) = (2.51)

intenzité toku Iy téchto castic nalétavajicich na terc.

e Pokud bychom chtéli spocist vyse uvedenou Cetnost Rgy,), museli bychom zndt
ucinny prurez o y,) rozptylu ¢astic do ihli mensich nez 9,. Z prikladu ¢. 36 vsak
vime, ze takovy ucinny prurez diverguje — divodem je vycisleni prislusné primi-
tivni funkce k (2.8) v 9 = 0°, viz (2.50). Je tieba si tak cetnost R y,) vyjadiit
pomoci rozdilu celkové Cetnosti rozptylu, tj. intenzity toku ¢astic, a ¢etnosti rozptylu
doplnkového procesu, kdy se ¢astice rozptyluji do thla (J,, 7). Mame tak

Ro9,) = Io = R,z - (2.52)

e Pro cetnost Ry, » pak plati vyraz ekvivalentni vztahu (2.19):

R,y = 1o — Ly, ) = Io — lpe” 7@em™ = Io(1 — 7 7(0m™) . (2.53)
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e Dosazenim (2.53) do (2.52) tak méme, s vyuzitim vztahu (2.51),

f0,9,) = € 7@am™, (2.54)

e Zbyva tedy spocitat uc¢inny priiez oy, r) pro rozptyl do ihli vétsich nez ¥,. Integraci
vztahu (2.8) v uvedenych mezich thlu rozptylu 9 ve sférickych souradnicich tak méme,
s vyuzitim vztahu (2.49) a jiz znamého postupu z prikladu ¢. 36,

" _/<dc7> dQ—K/ dQ _K/QW/”sinﬁdﬁdgp
e A/ 27 sin? ﬁ 2m o Jo, sin? 2
2 2

v 0
_K/ﬂSinﬁdﬂ 2K/7TCOS2dT9 Sln§zt
= sIvave —2 | ]
Y2 gind Q Vo gip3 é 2 cos L do = dt
2 2 272
Loode 11! 9
=4K = =2K [2} =-2K (1 — sin~2 z) ,
sin%” t t sin 2o B

kde jsme po substituci zaménili integraéni obor ¥ € (9., m) — t € (sin %“, 1).

e Po jednoduché tipravé a uziti ,,goniometrické jednicky*“ sin? x + cos? x = 1 pak mame
Y
(9, m) = 2K cot? ?z =2,1-10"2  cm?. (2.55)

e Dosazenim c¢iselné hodnoty (2.55) a zadané velikosti plosné hustoty m do vztahu
(2.54) vyjde

f<0,1995) =0,88,

a tedy, ze do thli mensich nez 19 = 20° se rozptyli asi 88% vSech ¢éstic.

Piiklad ¢. 38. Pri zaméné zlaté folie folii stifbrnou o stejné tloustce d = 10™* ym
se pocet zaregistrovanych pruzné rozptylenych a-Castic o kinetické energii T, vylétava-
jicich pod thlem 9 zménsil 2,84-krat. Urcete protonové ¢islo Za, stiibra, je-li Za, = 79,
pag = 10500kg - m™3, pan = 19320kg - m—3. Kilomolové hmotnosti stifbra a zlata jsou
Mapg = 107,9kg - kmol ™! a My, = 197, 2kg - kmol .

Reseni

e Oznac¢me uvedeny pomér poctu zaregistrovanych pruzné rozptylenych ¢astic jako P,
tj. P =2,84.

e Tento pomér je ddn pomérem diferencidlnich Cetnosti, prislusejicich situacim pri roz-
ptylu a-Castic na zlaté a stribrné félii. Diferencialni ¢etnosti rozumime takovou cet-
nost dle vztahu (2.22), kde je vSak Gc¢inny prifez zaménén za diferencidlni uc¢inny
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prufez Rutherfordova rozptylu (2.8). Mame tak

(i)
dQY ) A,

p=_""CAu (2.56)
(a0),,

e Uvédomme si, ze v této tloze jde pouze o vyménu materidlu terc¢iku (se zachovanim
jeho tloustky d) a nikoliv o modifikaci toku Iy na néj dopadajicich a-¢éastic. Evidenté
tak zminéné veliciny d a Iy zUstavaji stejné pro obé diferencidlni ¢etnosti a v poméru
(2.56) se vzajemné vykrati. Po této upravé pak plati

dQ
pP—= R, Au ) N Au 7 (257)

()0 ™
dQ/ g ag

kde nay a nag jsou objemové hustoty zlata a stiibra, pricemz

g = pAulNA
u Y
M
Au (2.58)
o pAgNA
NAg = Mg .

e Nyni je mozné jednoduse dosadit do vyrazu (2.57) za diferencidlni G¢inny prufez
Rutherfordova rozptylu dle (2.8). Opét si vSak uvédomme, ze se nijak neméni ani
kineticka energie a-Castic. Jediné, v ¢em se tyto diferencidlni ti¢inné prirezy lisi, jsou
protonova ¢isla zlata a stiibra. Po jednoduché tpravé proto dostaneme

2
P ZAunAu
=5

pricemz po dosazeni za jednotlivé objemové hustoty dle (2.58) mame

— ZRupauMag
Z3gPagMau

e Vyjadfenim protonového ¢isla st¥ibra z predchoziho vztahu tak konecné méame

72 M
PAgVIAu

e Hledané protonové ¢islo stiibra je tedy 47.
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Priklad ¢. 39. Urcete form faktor pro pruzny rozptyl ¢astic na jadre o celkovém naboji
Ze, které je popsano sféricky symetrickou hustotou naboje p(r) = p(r). Diskutujte vysle-
dek v limité malych dhla rozptylu.
Reseni

e Ukolem je spocitat form faktor dle obecného vztahu (2.12) pro sféricky symetrickou

hustotu naboje. Pripomenme, ze takova hustota ndboje nezavisi na ihlech, ale pouze
na velikosti vzdalenosti od pocatku souradnic. Dle zadani tedy plati p(r) = p(r).

e Nez prejdeme k vypoctu samotnému, zadefinujme si vhodny systém souradnic, ve
kterém provedeme integraci pres cely objem V', ve kterém je celkovy ndboj Ze uza-
vien. Zvolime si sférickou soustavu souradnic takovou, Ze polarni thel mezi vektorem

preneseného impulsu g a privodi¢em 7 je shodny s tthlem rozptylu ¢, a tedy
q-r=qrcos?. (2.59)
e V takové soustavé souradnic pak pro objemovy element dV ve vztahu (2.12) plati
dV = r2drdQ = r?sind dd dp dr, (2.60)

kde jsme vyuzili vztahu (2.49) pro thlovy element d€2 ve sférickych souradnicich. Pro
uvedené proménné pak plati, ze ¥ € (0,7), ¢ € (0,27) a r € (0, 00).

e Dosazenim (2.59) a (2.60) do vztahu (2.12) pak mame

1 [e%) 27 T . 19
F(q) = */ / / p(r) exp (WCOS>T2 sin ¥ dd de dr
ZeJo Jo Jo h

_2m [ 9 [T iqrcosd\ .
_Ze/o p(r)r /0 exp( - )51n19d19d7“, (2.61)

=1

kde jsme vyintegrovali pres azimutdlni tihel ¢ a vhodné preuspotradali nékteré cleny
dle jejich konkrétni zavislosti na integrac¢ni proménné.

e Vénujme se nyni vypoctu integralu I ze vztahu (2.61). Pro thlednost zapisu nejdiive
ozna¢me a = qr/h a zavedme zfejmou substituci pro vyintegrovani pres 1. Plati

T cosd =t -1 Ly
I iacos? _: 9dy = = — / iat dt = / iat dt 2.62
! /0 ¢ S —sinddd = dt‘ L€ €  (2:62)

kde jsme po substituci modifikovali integraéni obor ¢ € (0,7) — ¢t € (1,—1) a v
nasledném kroku vyuzili zdmény pocatecniho a koncového bodu integra¢niho oboru
na zakladé zmény celkového znaménka.

e Pro integréal (2.62) pak mame
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kde jsme vzniknuvsi vyraz vhodné upravili, coz ndm v ném umoznilo identifikovat

2h
L = o sin (3:) . (2.63)

funkci sinus. Plati tedy

e Dosazenim (2.63) do (2.61) tak mame hledany vyraz pro form faktor pro sféricky

symetrickou hustotu naboje ve tvaru”
4 ®© B
F(q) = Z—Z /0 p sin (qg>p(r)r2 dr. (2.64)

e Limita malych ahli rozptylu znamend, zZe velikost predané hybnosti ¢ je rovnéz mala.
Ve vztahu (2.64) tak muzeme vyuzit Taylorova rozvoje integrandu v proménné ¢ okolo

n sin (i;) =1- é(;)ij +0(qY), (2.65)

kde zanedbavame cleny vyssich rada.

nuly. Plati

e Dosazenim (2.65) do (2.64) tak mame

R = [ ()

dm [° 9 ¢ 4m [ 4
= %/0 p(r)r dr_@% p(r)r*dr . (2.66)

EIQ EIg

e Vénujme se nyni vypoctu integralu I. Uvédomme si, ze celkovy ndboj Ze, uzavieny
v oblasti V, je hustota naboje preintegrovand pres tento objem V. Pro sféricky sy-
metrickou hustotu naboje tak plati, dle (2.60),

2T 0
Ze :/ )dV = / / / )r?sing dd dp dr = 47‘(‘/ p(r)yridr,  (2.67)
0

odkud pak zfejmé plyne
IL=1. (2.68)

e Nyni spoéitdme integral I3. Za¢neme s definici stfedni hodnoty (r?) pro sféricky sy-
metrickou hustotu naboje p(r), pficemz uzijeme definici vyskytujici se asto v jaderné
fyzice, kterd uzivd normalizace na celkovy naboj, a je tak odlisna od jiné varianty
definice stfedni hodnoty urcité velic¢iny, kterou jsme uzili napf. k vypoctu stredni
volné drahy, viz (2.26). PiSme tak, dle (2.60) a (2.67),

2
/p r?dV / / / r)rt sin 9 d9 dep dr 4 0o
m 4
= 7/ p(r)r d?“,
/p Ze Jo

"Integrand ve vztahu (2.63) by bylo mo#né déle upravit — vytknout faktor %/q pfed integral a pokratit

zévislosti na r. Necinime tak jen z estetickych duvodi.
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tedy
I3 = (r?). (2.69)

e Dosazenim (2.68) a (2.69) do (2.66) pak plati

2

F(g) =1~ ().

coz je hledany vztah pro form faktor pro sféricky symetrickou hustotu naboje v li-
mité malych hld rozptylu a vidime, ze takovy form faktor zavisi na tzv. stfednim
kvadratickém poloméru (r?).

Priklad ¢. 40. Urcete form faktor pro pruzny rozptyl ¢astic na jadre o celkovém naboji
Ze, které je popsano sféricky symetrickou hustotu naboje ve tvaru p(r) = py pror < R a
p(r) =0 pro r > R, kde R je polomér jadra.

Resent
e Drive, nez prejdeme k samotnému vypoctu form faktoru, uvédomme si, ze v tomto

pripadé bude integrace ptes velikost priuvodice r probihat pres interval (0, R), a nikoliv
pres (0, 00), jako tomu bylo v piikladu ¢. 39.

e Spoctéme si nejprve celkovy naboj Ze s konstantni hustotou naboje py, uzavieny v
oblasti V. Podobné jako ve vztahu (2.67), plati

R /27 pm R A
Ze:/deV:pN/ / / 7‘2Sin19d19d<,0d1”:47rp]\// r2dr = ?pNR?’,
o Jo Jo 0

a tedy
4 3

e Nyni tak pristoupime k vypoctu prislusného form faktoru, pticemz vyjdeme ze vztahu
(2.64), modifikovaného pro tento konkrétni ptipad. S vyuzitim vztahu (2.70) plati

3 (B n qr =t N
F(q) = —/ — sin () 2dr = :3() / tsintdt, (2.71
(q) R3 0 qr h =dt QR 0 ( )

r=

SIS

S ES
o

kde jsme zaménili intera¢ni obor r € (0, R) — ¢ € (0, %).

e Vypocet integralu v (2.71) provedeme metodou per-partes, tj. dle vztahu (2.30). V

této souvislosti oznacime u =t a v/ =sint, a tedy v’ = 1 a v = — cost. Plati
aR qR
e 4R i R R R
/ " tsintdt = —[t cost] ) —I—/ " costdt = sin (q) LT s (q) . (2.72)
0 0 0 h h h
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e Dosazenim (2.72) do (2.71) a po drobné tpravé tak méme

sin <qR> — @ cos (qR)
h h h
qR\’ '
(%)

e Shodou okolnosti mé predchozi vysledek (2.73) pro form faktor konstantni hustoty

F(q) =3 (2.73)

naboje tvar Besselovy funkce prvniho druhu j; (s pfislusnym argumentem), takze
vztah (2.73) muzeme piepsat jako

F(q) = (f) -
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3 Kinematika

Ve treti kapitole, odpovidajici patému a Sestému cviceni, se budeme zabyvat kinemati-
kou, a to predevsim kinematikou relativistickou. Oproti nerelativistickému newtonovskému
pristupu si kinematické stavy céastic zadefinujeme pomoci ¢tyr-hybnosti v Minkowskiho
casoprostoru, coz ndm umozni vypocty zjednodusit. Budeme se tak vénovat predevsim vy-
poctim riznych atributh ¢astic, tj. jejich energiim ¢i hybnostem, pricemz hlavni roli bude
hrat vhodnd volba vztazné soustavy, viaci které budeme nase vypocty formulovat.

3.1 Teorie
Jednotky

e V casticové fyzice se Casto uziva konvence, kdy se velikost rychlosti svétla ve vakuu
bera rovna jednicce, tj.
c=1, (3.1)

coz ma za nasledek to, ze veskeré vztahy jsou ,odcéCkované“. Chceme-li je opét
Locétkovat®, je tfeba ke kazdému faktoru hmotnosti piidat ¢?, tj. m — mc?, a ke
kazdému faktoru hybnosti pridat ¢, tj. p — pe.

e Oproti klasické fyzice se v ¢asticové fyzice uziva namisto joulu, jakozto jednotky ener-
gie, elektronvolt. Jde o energii, kterou ziska jednotkovy elementarni naboj urychleny
ve vakuu napétim jednoho voltu. Plati, ze

1eV=1,6-10"117J,

pri¢emz spise se setkdme s nasobky radia MeV a GeV.
Rychlost, hybnost, hmotnost a energie

e Rychlost v a hybnost p ¢astice jsou tii-vektory, v = (vg,vy,v.) a P = (Pa, Py, P2)-
Zatimco v textu je znaCime tucné, na tabuli a na papife je pro poradek piseme se
sipkou nad nimi, tj. v = ¥ a p = p. Velikosti téchto tii-vektort pak piseme obycejné
kurzivou, tj. |[v| =v a |p| = p.

e Podobné jako ve specidlni teorii relativity, i v casticové fyzice definujeme tzv. re-

dukovanou rychlost 8, ktera je dana jako rychlost v normovand rychlosti svétla, a

tzv. Lorentztiv faktor ~. Dle konvence (3.1) tak mame®

B=w, (3.2)
1

727?&’2’

kde jsme, podobné jako vysSe, oznacili velikost |3| redukované rychlosti jako 5.

8Vztah (3.2) mize kvili uzité konvenci (3.1) piisobit nejasné, resp. nadbyte¢né. Pfipometime proto, 7e
mimo nasi konvenci — jak jiz bylo explicitné zminéno vyse — je parametr 8 definovan jako v/c.
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— Parametry (3.2) a (3.3) nabyvaji hodnot 5 € (0,1) a v € (1,00).

e V casticové fyzice je tfeba rozliSovat mezi klidovou hmotnosti m a relativistickou

hmotnosti ym, které se lisf relativistickym ~-faktorem.”

e Pro celkovou energii £ a hybnost p ¢astice o klidové hmotnosti m, pohybujici se
rychlosti 3, plati:

E=ym, (3.4)
p=9mp,

odkud tedy pro velikost rychlosti § této ¢astice plyne

B = (3.6)

[

e Souvislost mezi klidovou energii m, celkovou energii (3.4) a hybnosti (3.5) ¢astice
je dédna tzv. relativistickym vztahem energie-hybnost, kterému se obcas v literature
tika rovnéz ,Pythagorova véta o energii“. Plati:

E*=m?+p*. (3.7)

— Platnost vztahu (3.7) je mozné ukéazat pfimym vypoctem. Za¢néme s levou stra-
nou (3.7), tj. spocteme kvadrat celkové energie dle (3.4) a dosadime za Lorentzuv
v-faktor uzitim defini¢ntho vztahu (3.3):

2
2 _ 2 m
— Déle, spocteme kvadrat hybnosti p dle (3.5) s uzitim vztahu (3.3):
2 2 m? 2
p° = (ymB)” = TopE (3.9)

— Skuteéné, pfictenim m? k vyrazu (3.9) dostaneme rovnost s pravou stranou
(3.8), ¢imz je platnost relativistického vztahu energie-hybnost (3.7) dokézana.

e Jak jiz bylo fefeno, ve vztazich (3.4) a (3.7) znac¢i E celkovou energii ¢astice. Ziejmé
tak jde o soucet klidové energie m (kdy 6 = 0 a tedy ve vztahu (3.4) je v = 1) a

kinetické energie T' ¢astice, tj.
3.10)

— Vztah (3.10) ndm de facto dava defini¢ni vztah pro kinetickou energii 7. Uzitim
(3.4) pak pro ni miuZzeme psat

T=m(y—1).

9P¥ipometime, ze v predniskach specidlni teorie relativity byla klidovd hmotnost patrné znadena s nu-

lovym indexem, tj. jako mo. My budeme tento index timyslné vynechavat, jelikoz by ndm jeho pritomnost
prisla matouci, az bude tfeba v pocetnich lohach indexem specifikovat hmoty riznych druht ¢éstic.

74—



— V nerelativistické limité, kdy 8 < 1, tj. vy =1+ %[32 +O(BY), plati zndmy vztah
pro kinetickou energii (¢leny fadu O($4) jiz nevypisujeme)
1

T = 5771,82,

coz, dosazenim uvedeného rozvoje pro v do vztahu (3.5), lze prepsat jako
T=—. (3.11)

e Dosud jsme zminovali pouze ¢astice s nenulovou hmotnosti — uvazujme tedy piipad,
kdy klidovd hmotnost ¢astice je nulovd, tj. m = 0. Ze vztahu (3.10) plyne, ze celkova
energie c¢astice s nulovou klidovou hmotnosti je dana jeji kinetickou energii, ktera se
dle (3.7) rovna velikosti hybnosti této ¢astice. Plati tak!'®

im=0: E=T=p| (3.12)

e Energii reakce () rozumime rozdil souctu klidovych energii ¢astic v pocatecnich stavu
této reakce (,,in.“ jako ,initial state“) a souctu klidovych energii ¢astic v koncovém
stavu (,fin.“ jako ,final state“), tedy

Q= Zmi— Z my .

i €in. k € fin.

Ctyi-hybnost

e Kinematicky stav ¢astice o celkové energii E' a hybnosti p je popséan jeji ¢tyr-hybnosti
P, kterou znaé¢ime velkym pismenem a na rozdil od hybnosti ji nepiSeme tu¢né. Prvni
slozka ¢tyr-hybnosti (tzv. ¢asova slozka) je rovna energii ¢astice, zatimco tii zbyvajici
komponenty (tzv. prostorové slozky) jsou dany vektorem hybnosti této ¢astice. Tedy,

P=(E,p).

e Celkova ¢tyr-hybnost fyzikdlniho systému je zachovavajici se veli¢ina v dané soustave.

e Specidlni teorie relativity je formulovdna v Minkowskiho prostoroc¢asu s metrikou g,
kterou budeme pouzivat v tzv. west-coast notaci g,,, = diag(1l, —1,—1, —1). Kvadrat
Ctyr-hybnosti

P2 :P,upz/gw/ :E2_p2 :m2

je tzv. invariant, a je roven kvadratu klidové energie dané ¢éstice, pricemz v poslednim
kroku jsme uzili vztahu (3.7). Pfipomenme, Ze invariantem nazyvame veli¢inu, kterd
ma stejnou velikost ve vSech vztaznych soustavach.

10Méjme na paméti, ze astice s nulovou klidovou hmotnosti m = 0 se pohybuje rychlosti svétla. Pozorny
Ctendr si jité vSimne, Ze v tomto piipadé je 8 =1 a tedy ﬁlim v = oo. Vyrazy (3.4) a (3.5) jsou tak formalné
1

neur¢itymi vyrazy typu ,o00 - 0“. Definovat korektné hybnost (3.5) v tomto piipadé by proto znamenalo
uvazovat limitu m — 0 za soucasného predpokladu, Ze souéin ym je fixovan a jeho hodnota konecna. V
kazdém pripadé, tato formélni manipulace by vskutku vedla ke spravnému vyrazu E = p.
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Lorentzova transformace

e Uvazujme soustavu S, ve které ma ¢astice ¢tyi-hybnost (E, p). Déle, uvazujme sou-
stavu S’ pohybujici se v kladném sméru osy x soustavy S rychlosti 8 tak, ze v case
t = 0 soustavy S a S’ splyvaji. Ctyi-hybnost (E',p) této ¢astice pozorované ze
soustavy S’ je pak ddna Lorentzovou transformaci ve tvaru

E' v —By00\ [(E
/
p —By v 00| |p
7 = o, (3.13)
Dy 0 0 10 Dy
v, 0 0 01/ \p.

a tedy pro komponenty ctyr-hybnosti podléhajici Lorentzové transformaci plati

E = 7(E - ﬁpx) ) (3'14)

e Matice (3.13) a vztahy (3.14) jsou specidlnim pripadem obecné Lorentzovy transfor-
mace. Pohybuje-li se soustava S’ vic¢i S v libovolném sméru rychlosti 8, pro Ctyi-
hybnost zminéné ¢dstice pozorované ze soustavy S’ plati

E'=vE-f-p). (3.15)

Bﬁ';’ﬂ —~EB. (3.16)

p=p+(y—1)

3.2 Cvideni & 5 (6. 12. 2022)

Piiklad &. 41. Izotop [Be (mpec? =~ Tmyc?, kde myc? ~ 940MeV je klidova energie
nukleonu) prechdzi K-zachytem do zékladniho stavu jadra {Li (mpic? ~ Tmyc?). Uréete
velikost hybnosti a kinetickou energii odrazeného jadra {Li v soustavé, kde mateiské jadro
IBe je pied svou preménou v klidu, je-li energie reakce @ = 0,87 MeV. Neutrino povazujte
za nehmotné.

Reseni
e Dle zad4dni mizeme prechod izotopu berylia K-zachytem do zakladniho stavu izotopu
lithia znazornit jako proces vyvolany interakci elektronu z K-slupky s jadrem berylia

ve tvaru
e” 4+ 1Be — ILi+ v, (3.17)

kde elektronové neutrino na pravé strané reakce je pritomno z divodu zachovani
leptonového cisla. Na zakladé explicitné uvedenych atomovych a protonovych ¢isel si
v§imnéme, zZe ve skutecnosti se jednd o interakci elektronu s protonem v jadre berylia,
¢imz vznika neutron a elektronové neutrino. Dusledkem toho je snizeni protonového
¢isla o jednotku na pravé strané procesu, a tedy preména berylia na lithium. Tedy,
proces (3.17) je tak ve skutecnosti interakeci

e +p—>n+re.
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e Napisme tak zdkon zachovani energie, tj. rovnost souc¢tu klidovych a kinetickych ener-
gii pred a po reakci, pricemz ze zadani vime, ze jadro berylia je v klidu a elektronové
neutrino lze povazovat za nehmotné:

me + Te +mpe = myi + T1; + 1o, - (3.18)

e Kinetickou energii elektronu z K-slupky lze odhadnout v fadech eV, a tedy ji mtizeme
oproti klidové energii elektronu zanedbat. Prevedeni ¢lenu my,; na levou stranu rovnice
(3.18) pak d4, s uzitim definice (3.1) energie reakce, ze

Me +MmBe — mr; = 11; + 1), (319)

=Q

coz znamend, ze energie reakce (3.17) se spotiebuje na kinetické energie jadra lithia a

e )

elektronového neutrina. Vzhledem k velikosti energie reakce dle zadani tak lze jadro
lithia povazovat za nerelativistické, jelikoz @ < mpe, zatimco elektronové neutrino
relativistické bude z divodu jeho predpoklddané nulové klidové energie.

e V soustavé pevné spojené s mateiskym jadrem berylia vyletuji jadro lithia a neutrino
do opacnych sméri, pricemz pro jejich vektory hybnosti plati pr; + p,, = 0, a tedy
velikosti jejich hybnosti jsou stejné, pr; = p,, = p.

e Prepisme tak vztah (3.19) po dosazeni explicitnich vyrazi pro nerelativistickou kine-
tickou energii T1; dle (3.11) a relativistickou kinetickou energii 7, dle (3.12):

p
Q= 9 —L + P,
mii

coz po preznaceni stejné velikosti jednotlivych hybnosti dle odstavce vyse, a vhodné
algebraické tpravée, vede na kvadratickou rovnici

p* 4 2mpip — 2mpiQ = 0. (3.20)

e Resenim kvadratické rovnice (3.20) jsou dva kofeny, pii¢emz jeden z nich vede na
zapornou velikost hybnosti, a neni tak fyzikalni. Relevantni feseni je tedy, po drobné

pzmm( 14 2 —1>, (3.21)

mri

aprave,

kde jsme vyraz po drobnych tpravach prepsali do vhodnéjsiho tvaru z divodu malé
velikosti zlomku pod odmocninou, pficemz jeho hodnota je x = & =26-107%

e Nyni vyuzijeme Taylorova rozvoje

1 1
Vitr=1+-x— 2> +0(2?)

2 8
pro |z| < 1, coz ve vztahu (3.21) déva
2Q 2Q )2
= i1 o—1 3.22
Py <mL1) 8 (mLi " 7 (3.22)
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pii¢emz po drobné tipravé obdrzime velikost hybnosti jadra lithia ILi (a tedy i velikost
hybnosti elektronového neutrina) jako

Q2
- = 0,87 MeV (3.23)

pZQ—2le

kde vyslednd numerickd hodnota se prilis nelisi od @), a proto uvadime pribliznou
hodnotu dle zadani, ackoliv je samoziejmé zmensena o velikost ¢lenu tmérného Q2.

e Kinetickou energii jadra lithia obdrzime ze vztahu (3.19), coz po jednotlivych tpra-
vach dava
Ii=Q-T,,=Q—-p,=Q —p. (3'24)

e Vidime tak, Ze pravé piftomnost ¢lenu imérného Q? ve vztahu (3.23) je zcela zésadni,
jelikoz pokud bychom jej v Taylorové rozvoji ve vztahu (3.22) zanedbali, kineticka
energie lithia by vysla dle (3.24) nulovd navzdory nenulové velikosti jeho hybnosti.
Dosazenim dle (3.23) tak mame hledanou kinetickou energii jadra lithia {Li jako

T = @ =57,5eV.

2mLi

Pozndmka ¢. 11.

e Uvédomme si, Ze alternativné lze k vysledku (3.23) dojit také ze vztahu (3.19), aniz
by bylo tfeba fesit kvadratickou rovnici (3.20). Sta¢i vyjadrit kinetickou energii lithia
ze vztahu (3.10) a nésledné uzit (3.7). Uzitim vySe uvedeného oznaceni velikosti
jednotlivych hybnosti pr; = p,, = p mame

Q=T+T, =FEn—my+T, =\mi+p>—mL+p,
odkud pak jednoduse plyne
(Q +mui —p)* = p* + mi;. (3.25)

e Cleny p? se ve vztahu (3.25) vykrati a jako feseni dostaneme

_ Q@+ 2muy)
2(Q + mLi) )
e Vzhledem k pomérné velikosti () vii¢i my; je vhodné predchozi vyraz zapsat jako
14 5 ¢
e s
b= Q QLl
1+
ML
a dle vyse uzitého oznaceni z = % < 1 jej prepsat jako
Q4+ ) Qu 2
XY _ 02240
PEYava) @7y PO,

coz po dosazeni za = vskutku reprodukuje vysledek (3.23).
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Piiklad ¢&. 42. Uvazujme Gastice a, b, ¢ o klidovych energiich mqc?, myc?, mec?.

a) Castice a v klidu se rozpadd na dvé relativistické ¢astice b a c. Urcete energie a

b)

)

Reseni

a)

velikosti hybnosti vyletujicich ¢astic. Diskutujte pripad jedné nehmotné vyletujici
¢astice a pripad, kdy obé vyletujici ¢astice jsou totozné.

Céstice a v klidu se rozpadéa na dvé relativistické ¢astice b a c. Jaka je jejich relativni

rychlost?

Céstice a o celkové energii E! se rozpadéd za letu na dvé Castice b a c. Jaké jsou
maximélni energie vyletujicich ¢astic b a ¢ v soustavé, kde rozpad pozorujeme?

— V soustavé pevné spojené s rozpadajici se ¢astici a, ktera je v této soustave
v klidu, ozname ¢tyi-hybnosti jednotlivych ¢éastic jako P, = (mg,0), P, =
(Ep,pp) & P. = (E.,pc), kde Ep, E. a pp, p. jsou celkové energie a hybnosti
¢astic b a ¢, pro které plati, ze

Ey+E.=mg, (3.26a)
P+ Dpc=0, (3.26b)

pricemz vztah (3.26a) ddva podminku
Mq = Mp + Me
zatimco vztah (3.26b) tikd, ze velikosti hybnosti py, p. ¢astic b, ¢ jsou stejné, tj.
Po = Pc - (3.27)
— Rovnost lorentz-invariantnich kvadratt ¢tyi-hybnosti zapiSme ve tvaru
(Pa—Py)* = P2,
pricemz

(Py—Py)? = (ma—Ep)?—pi = m2—2myEy+E2 —p; = m2—2mgEy+mi (3.28)

P?=E? - p?>=m? (3.29)

c

— Porovnanim (3.28) s (3.29) tak pro celkovou energii ¢astice b dostaneme vztah

2 2 _ .9
By = Mot M~ e (3.30)
2my

pricemz ze vztahu (3.26a) plyne pro celkovou energii ¢astice ¢ vztah

2 2 2
my, +mg —my

E, = (3.31)

2my,
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— K urceni velikosti hybnosti p, a p. ¢astic b a ¢ vyjdeme z relativistického vztahu
(3.7) a znalosti faktu (3.27), diky némuz staci urcit velikost hybnosti jen jedné
castice. Mame tak

2
2 2 2
miZ+mi —m
= FE} —m} = (a b C) —m}

2mg
_ompg 4 my +mg = 2m2mi — 2m2m?2 — 2mimZ  Ag(m?2,mj, m?)
4m? 4m? ’
kde jsme vyuzili struéného zapisu pomoci tzv. Killénovy funkce!!
(2,9, 2) = 22 +y* + 2% — 22y — 202 — 2yz,
pricemz pro dalsi ticely je vhodné si spocitat
)\K(x7 Y, 0) - (.T} - y>2 ) (3323)
Me(z,y,y) = 22 — day . (3.32b)
— Pro velikosti hybnosti ¢astic b a ¢ tak plati
\/)\K 2. m2,m2)
= ) 3.33
Pb = Pe T (3.33)
— Pro rychlosti ¢astic b a ¢ pak dle (3.30)-(3.31) a (3.33) plati
g =D _ Axmd, m, m) (3.34)
T B, m2 + m% — mg ’ ’
- EC m2 + m2 -mi '

— Pro pripad jedné nehmotné castice zvolme, bez Gjmy na obecnosti, m, = 0.
Vztahy (3.30)-(3.31) a (3.33)-(3.35), s uzitim (3.32a), ddvaji

B, = W , (3.36)

E, = W , (3.37)

o= o — AK(;?fL;mz,O) _ m%;l:n% ’ (3.38)
2 2

By = Ai;j’%b’o) = Z;é - nmé , (3.39)
2 2

Be = Ai;ﬁ’%’”o) =1. (3.40)

11 Jelikoz Kallén byl Svéd, spravnd vyslovnost jeho jména miZe byt pro étendie nejasna. Uvedme proto,
e slabika ka“ se ve §védstiné ¢te jako v CeStiné slabika ,Se“. Déle, vSimnéme si, Ze kniha [1] pouzivd méné
¢astou konvenci pro Kéllénovu funkci.
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— Pro pripad totoznych ¢astic ozna¢me m = my = m.. Vztahy (3.30)-(3.31) a

(3.33)-(3.35), s uzitim (3.32b), dévaji

m
Eb =Fk.= 70 )
_ _ \/)‘K(mga m27 mZ) _ \/mg — 4mgm2 _ (77%)2 —m2
Pb = Dec oMy My 2 )
VAK(mZ, mZ m2)  /mi—4mZm? 2m\ 2
B = Be = m2 - m2 =\t- me)
a a a

— Vzhledem k netrividlnimu skladéni relativistickych rychlosti neni mozné postu-

povat tak, jak jsme zvykli z nerelativistické newtonovské fyziky. K urceni re-
lativni rychlosti ¢astic b a ¢ je proto nutné zvolit soustavu pevné spojenou s
jednou z téchto ¢astic a do této soustavy lorentzovsky transformovat energii a
hybnost druhé castice. Rychlost urcend z téchto transformovanych veli¢in dle
vztahu (3.6) je pak hledanou relativni rychlosti téchto ¢astic.

V soustavé pevné spojené s rozpadajici se castici a vyletuji ¢éstice b a ¢ do
vzdjemné opacnych sméri, viz ¢ast a) tohoto prikladu. Oznacme tuto soustavu
pro dalsi tcely jako S,. Uvazujeme-li soustavu S; pevné spojenou s ¢astici b,
tato soustava se pohybuje rychlosti B, vuci soustavé S,. Celkovd energie E!
a hybnost p/, Castice ¢ v soustavé S; jsou pak dédny, dle vztahu (3.15)-(3.16),
lorentzovskym boostem s vektorem rychlosti 3,. Mame tak

By =w(Ee — By - pe) (3.41a)
p/c = Pc + (717 - 1) ﬂbﬂ'gpc Bb - ’YbEcBb 5 (341b)
b

kde veli¢iny na pravé strané uvedenych rovnic odpovidaji soustaveé S,, pricemz
By = %’Jb ay, = % jsou relativistické faktory c¢astice b a celkové energie Ep, E.
a velikosti hybnosti py, p. jsou dany vztahy (3.30)-(3.31) a (3.33).

Spoctéme si nejdiive skaldrni soucin By - p.. Jelikoz vektory By a pp mifi do
stejnych sméri, zatimco vektory py a p. miii v soustave S, do sméri vzajemné
opacnych (a kosinus tthlu mezi nimi je tak —1), plati

By pe=—Bipe = — 7> (3.42)
b

kde jsme nasledné dosadili za vektor rychlosti dle (3.6) a vyuzili toho, ze velikosti
hybnosti ¢éstic b a ¢ jsou v soustavé S, stejné.

Dosadime-li z konvenénich divodu do vztahu (3.41a) predposledni tvar vysledku
skalarniho sou¢inu, mame celkovou energii ¢astice ¢ v soustavé Sy danou vztahem

E¢ = w(Ee + Bype) (3.43)
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— Do vztahu (3.41b) dosadime posledni tvar vysledku skaldrniho sou¢inu (3.42) a

upravime uzitim vztahu (3.6). Konkrétné, pro ¢len se skalarnim souc¢inem plati

/Bb'pc
B

By = —Pb = Pc- (3.44)

Jelikoz koeficient ¢lenu (3.44) je (7, — 1), dojde k eliminaci obou samostatné
stojicich vektori p. na pravé strané takto upravené rovnice (3.41b), pficemz
vysledkem téchto manipulaci je hledany vektor hybnosti p, ¢astice ¢ v soustavé

Sy, ve tvaru
pe = (e — EcBy) - (3.45)

Pro velikost vektoru (3.45) plati

Pe = \/p’c P = %\/p% —2Ec(pe - By) + E2B7
pricemz, dle predposledni rovnosti ve vztahu (3.42), po drobné tipravé mame

P = W(pe + BEe) - (3.46)

Velikost relativni rychlosti 3, ¢dstic b a ¢ je tak dana velikost{ rychlosti 3., ¢dstice
¢ v soustavé pevné spojené s ¢astici b. Neboli, dle vztaht (3.43) a (3.46) plati

/_gé_pc+ﬁbEc

br=be= 5 = B T pe

Z ¢asti a) tohoto prikladu vime, Ze v soustaveé S, tj. v soustavé pevné spojené
s Castici a, tato castice stoji a celkové energie castic b a ¢ jsou dany vztahy
(3.30) a (3.31). V laboratorni soustavé, kde rozpad pozorujeme, Castice a leti
a jeji celkovd energie je dle zadani E!. Ozna¢me tuto soustavu S/. Pro urceni
celkovych energii ¢astic b a ¢ v soustavé S/ je tak tfeba provést Lorentzovu
transformaci prislusnych celkovych energii (3.30) a (3.31) ze soustavy S, do SY.
S ohledem na zdkon zachovani energie vSak staci transformovat, bez Gjmy na
obecnosti, pouze napt. celkovou energii ¢astice b.

Uvédomme si, Ze soustava S, se vuéi soustavé S/ pohybuje rychlosti 8. Jelikoz
vSak provddime Lorentzovu transformaci z S, do S/, jednd se o boost s vektorem
rychlosti —3%. Dosazenim do vztahu (3.15) tak pro celkovou energii ¢dstice b v
soustavé S/ mame

By =q(Ep+ Bq - pv), (3.47)
kde g/ = g—:}/, a vyl = % jsou relativistické faktory ¢éstice a v soustavé SV,

pricemz velikost hybnosti p!/ ¢astice a v této soustavé zname, de facto, ze zadani,

jelikoz p! = \/E"? — m2.
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— Vypocet skalarniho sou¢inu ve vztahu (3.47) je snadny, pricemz thel, ktery tyto
vektory sviraji, je hel vyletu castice b v soustavé pevné spojené s castici a.
Oznacme jej jako ¥y a vzniknuvsi vyraz upravme uzitim vztaht (3.4) a (3.6):

Db
Ey =7, (Ey + Bypy cos¥y) = v, Ey (1 + @Q/E cos 19b>

E" /!
= gEb(l + ,Bgﬁb COS 19{,) = aEb(l + pf(z,@b COS 191)) s (3.48)
Mg E!

tj. pro celkovou energii ¢dstice b v soustavé S/ plati

L
E] = m—b(E;' + pli By cos Vp) - (3.49)

a
— V laboratorni soustavé, tj. v soustavé S”, bude mit vylétajici ¢astice b celkovou
energii nejvétsi, pokud je cos vy, = 1, tj. pokud vyléta ve sméru letu rozpadajici
se Castice a. Celkova energie ¢astice ¢ pak bude minimalni. Plati

X Ey
By ) = = (Eq + Bopla)

a

Eél (min) _ EZL/ _ Ell)/ (max) '

— Naopak, v laboratorni soustavé bude mit vylétajici ¢astice b celkovou energii
nejmensi, pokud je cos?, = —1, tj. pokud vyléta proti sméru letu rozpadajici se
castice a. Celkova energie ¢astice ¢ pak bude maximéalni. Plati

min Eb
E(l)/( ) — mi(Eg _ Bbp”),

a
a

Eé/ (max) _ E(/L/ . Ell)/ (min) '

Poznamka ¢. 12.

e K docenéni formalismu ¢tyf-hybnosti je ¢tenari doporuceno spocitat ¢ast a) prikladu
¢. 42 nikoliv pomoci zakona zachovani ¢tyi-hybnosti, ale pomoci soucasného uziti

zékona zachovani energie a zakona zachovani hybnosti.

Piiklad €. 43. Pion 7~ o celkové energii E/ = 1 GeV se rozpadd za letu na mion, ktery
se pohybuje ve sméru letu pionu, a mionové antineutrino. Jaka je celkovéd energie a rych-
lost vyletujictho mionu v soustave, kde rozpad pozorujeme? Urcete stfedni dolet mionu po
rozpadu, je-li vlastni stiedni doba Zivota mionu 7, ¢ = 2,2 - 10 6s. Klidové energie ¢astic
jsou myc? = 139,6MeV, mMc2 = 105, 6 MeV. Mionové antineutrino povazujte za nehmotné.
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Reseni
e 7Zrejmé se jednd o aplikaci vysledku z prikladu ¢. 42, ¢emuz proto prizptsobime

znaceni jednotlivych veli¢in.!?

e Zapisme rozpad pionu ze zaddni jako 7~ — p~ + 7, piicemZ mion se v laboratorni
soustave, kde tento rozpad pozorujeme, pohybuje ve sméru letu pionu. Déle, ozna¢me
celkovou energii mionu v soustavé pevné spojené s rozpadajicim se pionem jako E,,
pri¢emz velikost rychlosti mionu v této soustavé je 3,. Jelikoz mionové antineutrino
povazujeme za nehmotné, ze vztahi (3.36) a (3.39) plati

2 2
PR haly
My
3.50
y _mim (3:50)
M_m?r—i—mi.

e Jelikoz se mion v soustavé, kde tento rozpad pozorujeme, pohybuje ve sméru letu
pionu, dle vztahu (3.48), resp. (3.49) pak pro jeho celkovou energii EZ a velikost
hybnosti pz v této soustavé plati

B =B, = 3 = 5 (2 Pig g ) = B 3.51
u—%r( 1 ﬁnpu)—m W E”ﬁ“ ) R (Ex pwﬁu)a (3.51)
s T ™

P =\/El?—m2, (3.52)

kde jsme vyuzili definice (3.6) a kde ,+*“ odpovida situaci, kdy je celkova energie
a velikost hybnosti mionu maximéalni a ten tak leti v opa¢ném sméru nez mionové
antineutrino (celkova energie antineutrina je pak minimélni), zatimco ,,—* odpovida
ptipadu, kdy celkova energie a velikost hybnosti mionu je minimélni a mion i mionové
antineutrino leti stejnym smérem (celkova energie antineutrina je pak maximéalni).

e Dosazenim vztaht (3.50) do (3.51), a vztahu (3.51) do (3.52), tak mame
m2 + mi ( . mZ— mi ,,) _ (m2 + mi)E;T’ + (m2 — mi)pz

e 2 2
m,,—f—m#

E/I —
Iz 2 ’
2mz

2
2ms2
4 v N ~_ 7 7 . . v/ . "o 1/ 1/
pricemz piislusné celkové energie neutrina lze dopocitat jako EZ = E7 — E,.

e Dosazenim numerickych hodnot ze zadani v pripadé ,,+“ dostaneme

Ej/(max) = 998 MeV (3.53)
pl, ) = 992 MeV (3.54)
zatimco v pripadé ,,—* plati
/1 (min) -
Ej/min) = 575 MeV (3.55)
pl, i) = 565 MeV (3.56)

12V souvislosti s notaci v piikladu ¢. 42 bychom mohli pion a mion oznadit jako @ = 7 a b = . Proto
rovnéz, na prvni pohled patrné ,zbyteéné“, znac¢ime celkovou energii pionu v zadani se dvéma apostrofy.
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e Pro velikosti rychlosti mionu tak mame

Bl (max) — pz((max)) = 0,994
/1 (max ’ ’
Ey
/1 (min)
min) __ Pu -
BIIL/( ) - El/(min) - 0’983’
n

resp. po dosazeni rychlosti svétla ve vakuu c dle (3.2), tj. v} = B¢, vyjde

o (max) __ /BZ(max)c =2 08. 108 m - S*l ’

%
vz(min) — IBZ(min)C =295. 1()8 m - Sf1 .

e Drahu, kterou mion urazi, je mozné urcit jako

E// p//T
#,0
L' =v'r, =v'y'r,0=v—t-1, 0 = L 3.57
1 w'p T, 0 umucz w,0 m, ) ( )
kde jsme vyuzili vztahi (3.4)-(3.5), pricemz E};3) = plic.

e Dosazenim (3.54) a (3.56) do (3.57) dostaneme drahu, kterou mion s maximalni
resp. minimalni energii urazi, jako

L) = 6,18 10%m,
L) = 358 10% m.

Priklad ¢. 44. Mezon 7~ o kinetické energii T, = 5,47 MeV se rozpada za letu na mion
a mionové antineutrino. Jak zavisi energie vyletujiciho antineutrina na jeho Uhlu vyletu
vzhledem ke sméru letu rozpadajiciho se pionu? Jaka je maximalni energie vyletujiciho
mionu a maximalni energie vyletujiciho antineutrina? Klidové energie pionu a mionu jsou
popofadé myrc?> = 139,6MeV a muc2 = 105,6 MeV. Mionové antineutrino povazujte za
nehmotné.

Resent

e V laboratorni soustave, kde rozpad 7= — =~ +7,, pozorujeme, zapisme Ctyi-hybnosti
pionu P, mionu P, a mionového antineutrina Py popofadé jako Pr = (Er,px),
Py = (Eu,pu) a Py = (Ey, py).

e Jelikoz potiebujeme ziskat informaci ohledné tihlu 9, ) mezi vektory hybnosti pionu
pr a antineutrina pg, rovnost lorentz-invariantnich kvadrat c¢tyr-hybnosti zapiSme
ve tvaru

(Pr — P7)? =P;. (3.58)

e Na pravé strané rovnice (3.58) méame, z relativistického vztahu energie-hybnost (3.7),

2 _
P,=m

> (3.59)
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e Na levé strané rovnice (3.58) pak postupné mame

(Px — Pp)* = (Ex — Ep)* — (Pr — pp)°
(Eﬁ —2E.Ey+ E2) — (p2 — 2pr-py + 1)
= (E2 —p2) + (E2 — p}) — 2E-Ey + 2pr - py,

pricemz opakovanym uzitim relativistického vztahu energie-hybnost (3.7) postupné
dostaneme
(Pr— Py)? = mfr — 2B By + 2papy cos V(x, )
= zr — 2EEp + 2Egpr cos Y (r 1)
2
= QE;(E7r

— Pr oSV (r 7)) - (3.60)

e Porovnanim (3.59) a (3.60) tak pro energii Ey mionového antineutrina, v zévislosti

na jeho thlu vyletu ¥, 3 vzhledem ke sméru letu rozpadajiciho se pionu, mame

m

2

—m

2

Ey =

™

w

2(E,

(3.61)

“prcosin)

Jelikoz dle zadani zname klidovou m, a kinetickou T, energii pionu, pfipomenme, ze
pro celkovou energii pionu E; plati E; = m, + Ty, tj. Ex = 145,1 MeV, pricemz dle
(3.7) pak pro velikost hybnosti pionu plati p, = \/E2 — m2 = 39,5 MeV.

Energie vyletujiciho mionu je maximalni, pokud je energie antineutrina minimalni. To
nastane, kdyz je jmenovatel ve vztahu (3.61) maximdlni, tj. kdyZ je cos ¥y ) = —1.

Pak, po jednoduchych algebraickych tpravach, plati

' 2 _ 2
gl = Mm99 6Mev,
(E +p7r)
~ Er+p m .
pmax) _ p  p(min) _ Fr T Pr B =192 5MeV.
" T 2 2(Ex + pr)

Jde o kinematickou konfiguraci, kdy antineutrino leti proti sméru ptvodniho letu
pionu, zatimco mion leti ve sméru puvodniho letu pionu.

Energie vyletujiciho antineutrina je maximélni, kdyz je jmenovatel (3.61) minimé&lni,
tj. kdyz je cos¥(r,z) = 1. Pak

(max) m72r -m;
EX = T =39 5MeV
v Q(Eﬂ— _pﬂ—) Y € )
) E:—»p m?
pin) _ g pwex) _ Zm — Pr kL =105,6MeV .
Iz ™ v 2 2(E7r _pﬂ') ’ ¢

Jde o kinematickou konfiguraci, kdy antineutrino leti ve sméru ptivodniho letu pionu,
zatimco mion v laboratorni soustavé stoji.
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Piiklad &. 45. UvaZzujme Castice a, b, ¢, d o klidovych energiich mqc?, myc?, mec?, mac?.

a) Dokazte, Ze pro dvé libovolné se pohybujici ¢éstice a a b, jejichz kinematicky stav je
zadan ¢tyi-hybnostmi P, a Py, plati nerovnost (P, + P)? > (mgc? + mpc?)?. Kdy
nastane rovnost?

b) Céstice a v klidu se rozpada na t¥i ¢astice b, ¢, d. Jaka je maximalni celkové a kineticka

energie vyletujici ¢astice b7

Reseni

a)

Zacnéme nejprve s levou stranou nerovnosti ze zadani. Kvadrat ¢tyr-hybnosti
objektu skladajiciho se z ¢astic a a b bude roven kvadratu invariantni hmoty M
predstavujici klidovou energii s tohoto objektu, tj. (P, + P)% = M? = s.

Do této klidové energie, kromé klidovych energii m, a m; jednotlivych castic
(pri¢emz mg, my, > 0), ovSem prispiva také celkovd kinetickd energie T” téchto
¢astic v tézistové soustave, tj. s = (17 + mq + mp)2.

Klidova energie objektu skladajiciho se z castic a a b tak zfejmé bude vétsi nebo
rovna souctu klidovych energii jednotlivych ¢astic, tj. zcela jisté plati

s =M? = (P, + P)*> (mq +my)?. (3.62)

Rovnost ve vztahu (3.62) nastava pro mg, my > 0 nebo mg, my = 0 v pripadé,
kdy je kinetickd energie obou ¢dstic v tézistové soustavé nulovd, tj. 7" = 0, a
obé castice leti spole¢né, tj. v, = vp.

Zapisme ¢tyr-hybnosti jednotlivych objekti studovaného tri-casticového rozpadu
a — b+c+d v soustavé pevné spojené s rozpadajici se ¢astici a jako P, = (mg, 0)
a P, = (Ep, pp), kde E} a py je celkova energie a hybnost ¢astice b v této soustave,
pricemz pro castice ¢ a d postaci zapis jejich ¢tyr-hybnosti struc¢né jako P. a P;.
Rovnost lorentz-invariantnich kvadrati c¢tyr-hybnosti pak mizZeme zapsat ve
tvaru

(Pa_Pb)2: (Pc+Pd)27
pficemz uprava levé strany,
(P, — P)? = (ma — Ep)? — pi =m2 — 2myEy + E} — p} = m? — 2maEy + m}
a uziti nerovnosti (3.62) na strané pravé,
<P5+Pd)2 Z (mc+md)27
dava
m2 — 2maEy +mi > (me +mg)?. (3.63)

Rovnost se ve vztahu (3.63) realizuje v pfipadé, kdy ¢astice b vylétd v pravé
opacném sméru nez dvojice ¢astic ¢ a d, a to z toho divodu, aby byla, dle
ukolu a) vyse, splnéna podminka v, = vy jejich spole¢ného pohybu, a aby byla
zachovana celkovd hybnost systému.
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— V takovém pripadé je pak velikost hybnosti p, ¢astice b, kterd je rovna souctu
velikosti hybnosti p. a pg ¢astic c a d, nejvétsi, a tedy i celkova energie Ej, ¢astice
b je tak maximélni. Ze vztahu (3.63) pro tuto maximalni celkovou energii Eémax)
plati

2 2 2
im0 _ Ma ¥ mp — (me+ma)” (3.64)

2my,

resp. pro maximalni kinetickou energii Tb(max) Castice b pak je, po drobnych
apravach,

(max) _ p(max) (mq — mp)? — (me 4+ mg)?
T, = B — .

— 3.65
my o (3.65)

Priklad ¢. 46. Jakd je maximalni celkova a kinetickd energie a rychlost protonu pii -
rozpadu neutronu v klidu?

Reseni

e Maximalni celkovou EZ(,maX) a kinetickou Témax) energii protonu pii S-rozpadu n —

p + e~ + U. neutronu v klidu zjistime jednoduse ze vztahu (3.64) a (3.65), pri-
¢emz pro uplnost uvedeme vhodné preznaceni klidovych energii jednotlivych cas-
tic i s numerickymi hodnotami: m, = m, = 939,6 MeV, my = m, = 938,3MeV,
me = me = 0,511 MeV, pricemz elektronové neutrino povazujeme za nehmotné,
tj. mg = mz = 0. Dosazenim téchto hodnot do uvedenych vztaht tak dostaneme

m2 +m2 — m2
E(max) _ D € - 9387 3 MeV , (366)
p 2m,,
) _ poma) (M = mp)® g e (3.67)
p P P o2m,, ’ ’

odkud vidime, ze E]gmax) = my, a ze vyletujici proton je tedy nerelativisticky, tj. pro

jeho maximalni kinetickou energii ztejmé plati, ze Témax) < my.

e Maximéalni rychlost ngmax) protonu tak spocitame jako pomér velikosti jeho maxi-
malni hybnosti a maximalni celkové energie (3.67), tj.

ma) _ D5 _ \/(E’(’max))2 —mp \/ (757 4 m,) " —m2

glm) — B2 _
D E}()max) T}gmax) +m, ngmax) +m,
(max)
(max) Tp
\/ngmax) (Tlgmax) + 2mp) \lmpr (mp + 2)
o (max) o (max) ’
Ty T myp (Tp + 1>
Myp
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coz s uvazenim toho, ze vyletujici proton je nerelativisticky, dava po jednoduché
upraveé

‘mp > ngmax) | 2T(max)
AN = 355)

¢emuz odpovidd maximélni rychlost

pimax) = 1,27.107%,

resp.

,U]()max) _ Bz(omaX)c = 382km - S_l .

e Vsimnéme si, ze rozepsanim celkové energie na energii klidovou a kinetickou jsme
vztahem (3.68) de facto zreprodukovali nerelativisticky vztah pro kinetickou energii.

Priklad ¢. 47. Jaky je vztah mezi celkovou energii ¢astice a jeji rapiditou, je-li zadana

transverzalni energie ¢astice, definovand vztahem m c? = /(mc?)2 + (pLc)?, kde mc? je
klidova energie castice a p; je jeji transverzalni hybnost? Naleznéte vztah pro rapiditu
¢astice v limité vysokych energii, tj. kdyz E > mc?.

Reseni

e Vyjdeme z definice rapidity

1 E—l—pH
y=—-In{ ——1, 3.69
2 (E 4l 6%

kde E je celkova energie Castice a p| je slozka jeji hybnosti, rovnobéznd s osou svazku.

e Dile vyuzijeme tzv. proménnych na svételném kuzeli (z angl. ,light-cone variables)
definovanych ve tvaru

v jejichz notaci pak upravime vztah (3.69) jako

1 p+> 1 Py
y:m( =l () 371
2 \p- 2 <p+p (3.71)

kde

pip- = (E+p))(E — p)) = E? — pf = m® + p* — pf
:m2+pﬁ+pi—pﬁ:m2+pi:mi, (3.72)

kde jsme ve tfetim kroku vyuzili relativistického vztahu energie-hybnost (3.7) a né-
sledné ziejmého faktu, ze p* = p? + pﬁ.
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e Dosazenim (3.72) do (3.71) tak mame

1 2 1 2 _
y=—-1In L p—; :ln(m>:1n(m):—ln<p),
2 PLp— 2 m4 my p— m

odkud lze vyjadrit proménné p+ jako

pr=mieY.
e Pomoci vztahu (3.70) pak lze psét
Y1 ey
E= p+42—p, :mle —|—26 =m coshy,
P+ — P eV —eV .
p| = 5 =m 5 =m sinhy,

kde jsme v poslednich krocich vyuzili znamé definice hyperbolického sinu a kosinu.

e V limité vysokych energii F£ > m plati, dle relativistického vztahu energie-hybnost
(3.7), ze E = p, takze po dosazeni do vztahu (3.69) mame

|

14+ -0

g Lo(pre) _ 1 T
n:Ehm y=—-In|{—— ] ==1In D
>m 2 p—p” 2 1_7“

p

kde jsme rapiditu v této limité oznacili jako 7, pricemz takové veli¢iné se pak 1ika
pseudorapidita.

e Jelikoz je p| slozka rovnobéznd s osou svazku, tj. s vektorem hybnosti p castice,

. v D . , , . /N4 . v
je pomeér ?” roven kosinu uhlu ¢ vyletu emitované ¢astice vzhledem ke sméru letu

svazku, resp.

1—1—(:03219 sin219
1 9 5 5

n=1In SV gy 2 2 (3.73)
1 — cos? %) Lo U
1—cos2§+sm 5

kde jsme ve druhém kroku vyuzili znamého vztahu pro kosinus dvojnasobku thlu,

29 29
2

cos¥ = cos” 5 —sin” 5 a nasledné ,goniometrickou jednicku*, tj. sin? 9 + cos? ¥ = 1.

e Jednoduchou tdpravou (3.73) v podobé odmocnéni pak méame hledany vztah pro

=In <cot 19)
n= 5 )

(pseudo)rapiditu ve tvaru
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Priklad €. 48. Kvantum v o energii E, ¢ se rozptyluje na elektronu v klidu pod thlem 4.
Urcete zavislost kinetické energie a velikosti hybnosti vyletujiciho kvanta v a odrazeného
elektronu na thlu rozptylu kvanta ~. Diskutujte extremdalni pripady.

Reseni

e Procesem ze zadani je tzv. Comptonuv rozptyl v+ e — v+ e. Zapisme ¢tyr-hybnosti
jednotlivych ¢astic v soustavé pevné spojené s tercikovym elektronem, ktery je v ta-
kové soustavé samoziejmeé v klidu, jako P, o = (E5,0,P+,0), Pe,0 = (e, 0) a déle jako
P, = (E,,py) a P. = (E., pc), kde indexem ,0“ jsme oznacili ¢astice v po¢atecnim
stavu.

e Rovnost lorentz-invariantnich kvadrati ¢tyt-hybnosti zapiSme ve tvaru

(Py,0+ Pe,o — Py)* = P2. (3.74)

e Pravi strana rovnice (3.74) je dana jednoduse jako

P?=E?—p?>=m? (3.75)

e

zatimco leva strana je o poznani komplikovanéjsi:

(P%O + Pe,U - P’y)2 = (E'y,O + me — E’y)2 - (p%O _p'y)2
= (Eg,o - p’Qy,O) + 2B, 0 me +mg — 2(Ey,0 +me) B,
+ (B2 —p2) +2py.0 - Py
=2E, gmc + mg — 2(E,0 +me)Ey + 2p,y 0 py cos ¥
=2m(E, 0 — Ey) + m? —2E, o E,(1 — cosv), (3.76)

kde jsme opakované uzili relativistického vztahu energie-hybnost (3.7) a kde jsme
vyuzili faktu, ze dhel mezi sméry letu pivodniho a rozptyleného ~-kvanta je 1.

e Porovnanim (3.75) a (3.76) se de facto na obou stranach rovnice (3.74) odectou ¢leny
m?, pricemz po drobné tipravé dostaneme

me(Ey,0 — Ey) — Ey,0 Ey(1 — cos?) = 0,

odkud je pak mozné jednoduse vyjadiit celkovou energii E, rozptyleného fotonu,
ktera je samozrejmeé také zaroven jeho kinetickou energii, jako

E E
E,=—F% 0%0 — 2E%00 5 (3.77)
14+ —L2(1 —cos?) 14 22 gin? —
Me Me 2

kde jsme ve druhém kroku vyuzili znamého vztahu pro kosinus dvojnasobku thlu,

cos ¥ = cos? g — sin? g a nasledné ,goniometrickou jednicku®, tj. sin® ¥ 4 cos® ¥ = 1.
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e Zakon zachovani energie tika, ze
E,o+me=FE,+E,,

kde pro celkovou energii F, rozptyleného elektronu plati, Ze je souctem jeho klidové
me a kinetické T, energie. Plati tak

Te = Ey0 = By,

pricemz po jednoduchych tupravach vyjde

E? 2F2 0]
#(1 — cos 1) #ﬁsin2§
— € — e
T, = fom = 2E, 0 LU (3.78)
1+ —"=(1—-cos?¥) 14+ —"=sin”—
Me Me 2

e Pro velikost hybnosti p. elektronu plati, dle relativistického vztahu energie—hybnost
(3.7), ze
PP =FE?—m? = (T, +me)? —m? =T.(T, + 2m,),

pricemz po dosazeni za kinetickou energii T, elektronu dle vztahu (3.78) ndm, po
jednoduchych algebraickych tupravach, vyjde, ze

9
2E77osin* E E 9
pe= g2 19\/1+ ”’0(2+ ”’O)sin22. (3.79)
14+ ’Y’OSiDQ* me me
me

e Extrémni pripady spocivaji v nasledujicich situacich, které snadno ziskame ze vztahi
(3.77), (3.78) a (3.79) pro limitni ptipady energie dopadajiciho y-kvanta:
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Priklad ¢. 49. Vypoctem dokazte, zdalipak muze

a) volny elektron absorbovat nebo vyzafit y-kvantum?

b) volné y-kvantum vytvorit elektron-pozitronovy par?

c) elektron-pozitronovy par anihilovat za vzniku jednoho 7-kvanta?

Reseni

2)

— Uvazujme klidovou soustavu elektronu, ktery dle zadani absorbuje nebo vyza-

fuje y-kvantum, pricemz tomuto elektronu prislusné veli¢iny budeme pro lepsi
odliseni znacit indexem ,,0“. Zapisme ¢tyT-hybnosti jednotlivych c¢astic v této
soustave jako P o = (me,0), Py = (E,,py) a P. = (Ee, pe).

Prvni piipad absorbovani ~-kvanta lze schematicky zapsat jako v + e — e,
pricemz rovnost lorentz-invariantnich kvadratt ¢tyr-hybnosti

(P7+Pe,0)2:P2

e

davd, s uzitim relativistického vztahu (3.7) pro nehmotna ~-kvanta,

(Py+Pe0)® = (Ey+me)>—p2 = E2+2Eyme+m? —p2 = 2E,m.+m? (3.80)
P? =B —p; =mZ, (3.81)

pricemz porovnani (3.80) a (3.81) vede k zavéru, ze celkova energie y-kvanta
je v dané soustavé nulovd, tj. £, = 0, coz neni fyzikdIni feseni, jelikoz takové
~v-kvantum de facto neexistuje — presnéji Feceno, neexistuje klidova soustava,
kde by byla celkova energie nehmotné ¢astice nulova.

Druhy pripad vyzarovani y-kvanta lze schematicky zapsat jako e — e + -, pri-
¢emz rovnost lorentz-invariantnich kvadratt ¢tyr-hybnosti

(Pe,O_PV)ZZPS
davé, opét na zakladé uziti relativistického vztahu (3.7) pro nehmotnd ~-kvanta,
(Pe,o— Py)? = (me— Ey)? —p2 = m2 —2Eym. + E5 —p2 = m —2E,m, (3.82)
a, podobné jako v pripadé (3.81) vyse,
P} =E —p; =mZ, (3.83)

pTi¢emz porovnani (3.82) a (3.83) opét vede k zévéru, ze celkova energie y-kvanta
je v dané soustavé nulova, F, = 0, a tudiZ ani tato situace nemtiize nastat.

— 93 —



b)  — Schematicky muZeme tvorbu elektron-pozitronového paru ~-kvantem znézornit
jako v — e~ + e™. Uvazujme téZistovou soustavu elektron-pozitronového péaru,
pricemz v této soustavé jsou velikosti hybnosti elektronu i pozitronu stejné, pri-
¢emz vektory téchto hybnosti se lisi znaménkem, a tak zde maji rovnéz stejné
celkové energie, jelikoz jejich klidové energie jsou samozrejmeé identické. Na za-
kladé téchto faktl zapisme Cty-hybnosti jednotlivych édstic jako Py = (EZ, p!,),
P = (Eévp,e) a P+ = (Eé? _pé)'

— Rovnost lorentz-invariantnich kvadrata ¢tyi-hybnosti
P42: (Pe— +Pe+)2
davé postupné, s uzitim relativistického vztahu (3.7) pro nehmotna ~-kvanta,

PP?=E?-p?>=0 (3.84)

(P~ + P.+)* = (2E))* = AE.?, (3.85)

coz, po porovnani (3.84) s (3.85), nas vede k zdvéru, ze celkovd energie E.
elektronu i pozitronu by méla byt v tézistové soustavé elektron-pozitronového
paru nulova, E! = 0, coz neni mozné.

c) — ZapiSme schematicky anihilaci elektron-pozitronového paru za vzniku jednoho
v-kvanta jako e~ + eT — 7. V soustavé, kde je elektron v klidu, zapisme étyf-
hybnosti jednotlivych ¢éstic jako P,— = (me,0), P.+ = (Ee,pe) a Py = (E,, D).

— Rovnost lorentz-invariantnich kvadrat ¢tyr-hybnosti
(PE* +Pe+)2 :P,$
pak postupné davd, s uzitim relativistického vztahu (3.7),

(P,- +P.+)? = (me+Ee)*—p? = m* 4+ 2E.me+ E? —p* = 2mc(me+E.) (3.86)

P?=0, (3.87)

pri¢emz porovnani (3.86) a (3.87) vede k tomu, ze celkova energie E. pozitronu
je v dané soustavé zapornd, tj. E. = —m,, coz je samoziejmé nefyzikalni reseni.

Pozndmka ¢. 13.

e Vzhledem k ekvivalenci kinematickych usporadani nékterych dvojic vyse uvedenych
procesu je mozné si uvédomit, Ze neexistence procesu v+ e — e implikuje neexistenci
procesu e — e + v (a naopak). Podobné pak neexistence procesu v — e~ + et
znamend, Ze nemiize probfhat ani proces e~ + e — 7 (a naopak).
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Priklad ¢. 50. Urcete pocatecni energie protonu v pripadé prahového procesu produkce

antiprotonu: p4+p — p+p+p+p. Uvazujte dvé mozné kinematické konfigurace na zakladé

realnych experimentalnich usporadani:

a) vstricné svazky,

b) fixed-target.

Reseni

e Prahovy proces produkce ¢astic je takovy proces, kdy v poc¢ateénim stavu vstupuji do

reakce Castice s jistou, tzv. prahovou, energii postacujici ke vzniku ¢astic v koncovém
stavu, pricemz celkova kineticka energie vzniknuvsich ¢astic v jejich tézistové soustavé
je nulova. Jinymi slovy, jde o takovy proces, do kterého je v jeho pocatku dodéna
presné takova energie, aby Cdstice ve findlnim stavu mohly vibec vzniknout.

e Zapisme tak celkovou ¢tyf-hybnost P’ koncového stavu prahového procesu ze za-

a)

déani. Jelikoz klidové energie protonu a antiprotonu jsou stejné, v tézistové soustavé
vzniknuvsich ¢astic tak plati P’ = (4my, 0), a tedy

P? =16m; .

— Vstiicné svazky jsou takova kinematickd konfigurace, kdy na kruhovych urychlo-

vacich jsou proti sobé urychlovany svazky stejnych ¢éstic o stejné celkové energii
a tedy i o stejné velikosti hybnosti, pricemz v laboratorni soustavé je tak soucet
vektorti jejich hybnosti nulovy.

V tomto piipadé jsou proti sobé urychloviny dva protony o stejné energii, které
do prahového procesu prispivaji celkovou energii Fi, kde dolni index ,t“ sym-
bolizuje ,threshold“, neboli ,prédh“. V laboratorni soustavé je tak celkova ¢tyt-
hybnost proti sob¢ leticich protont v poc¢atecnim stavu dana jako P, = (Ek,0),
a tedy

P2 =F2.

7 rovnosti kvadratu celkovych ¢tyr-hybnosti po¢ateéniho a koncového stavu tak
pro hledanou prahovou energii E; v pripadé konfigurace vstricnych svazku plati,

a9

coz znamend, ze kazdy z protont se na prahové energii (3.88) podili ¢asti 2m,,,

7e

a tedy, Ze kazdy z protont musi nést prahovou kinetickou energii Ty = m,,.

Kinematicka konfigurace typu ,fixed-target® je vyuzivana na linedrnich urych-
lovacich, kdy jedna cCastice je urychlovana proti terc¢ikové ¢astici, ktera je v klidu.

— Celkova ¢tyt-hybnost pocateéniho stavu v této konfiguraci je tak dana jako P, =

(B¢ + my, pr), kde Casova slozka této ctyi-hybnosti se skldda z celkové prahové
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energie E; urychlovaného protonu, s prahovou hybnosti p;, a klidové energie
tercikového protonu v klidu. Plati tak

P? = (B, +mp)* — p? = B} +2Etmp+m12, — p? = 2my(Ey +my),

kde jsme v poslednim kroku vyuzili relativisticky vztah energie-hybnost (3.7).

— Z rovnosti kvadratu celkovych ¢tyr-hybnosti pocateéniho a koncového stavu tak
pro hledanou prahovou energii F; v pripadé konfigurace fixed-target plati, ze

a5

a tedy urychlovany proton musi nést prahovou kinetickou energii T = 6m,,.

e Zavérem uvedme, Ze porovnanim vztahu (3.88) a (3.89) vidime, ze konfigurace vstiic-

Vv

produkovat stejny koncovy stav jako v pripadé konfigurace fixed-target.

3.3 Cvideni & 6 (13./20. 12. 2022)

Piiklad &. 51. Dvé ¢astice a a b, o klidovych energiich mqc? a myc? a rychlostech 3, a
By, se pohybuji proti sobé. Najdéte jejich relativni rychlost.

Reseni
e Predpokladejme, ze castice a leti v kladném smyslu z-ové osy soustavy pozorovatele
rychlosti o velikosti §,. Déle, uvazujme soustavu pevné spojenou s Céstici b a pred-

poklddejme, ze leti rychlosti o velikosti £, v zdporném smyslu z-ové osy soustavy
pozorovatele.

e Velikost relativni rychlosti 3, téchto ¢astic pak bude ddna velikosti rychlosti 3/, ¢éstice
a v soustavé pevné spojené s Castici b, pricemz v této soustavé se ¢astice a pohybuje

v kladném smyslu z’-ové osy.

e Nasim tkolem je tedy, pomoci Lorentzovy transformace, vyjadrit celkovou energii F/,
a velikost hybnosti p!, ¢dstice a v soustavé pevné spojené s éastici b pomoci celkové
energie F, a velikosti hybnosti p, ¢astice a v soustavé pozorovatele, kde plati

Ei =vama , (390&)
Pa = BaYaMa (3.90b)

pricemz velikost hybnosti (3.90b) je chapana, dle zadani, jako velikost z-ové slozky
této hybnosti, pricemz ostatni slozky jsou nulové.

e Dle Lorentzovy transformace pak plati

E:; = ’Yb(Ea + 5bpa) = ’Yb(ﬁ)’ama + 5a/8b7ama) = ’Ya’)/bma(l + /Baﬁb) )

/ (3.91)
bq = ’Yb(pa + /BbEa) = ’Vb(ﬁa’)/ama + Bb'Yama) = YaVbMa (/Ba + /Bb) .
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e Pro velikost relativni rychlosti §, ¢éstic a a b, resp. pro velikost rychlosti 3!, ¢astice
a v soustavé pevné spojené s ¢astici b, pak dle (3.6) a (3.91) plati

_ 1_&_ /Ba"‘ﬁb
T T Ty

Piiklad &. 52 Dveé ¢astice a a b, o klidovych energiich m,c? a myc? a velikostech hybnosti

Vvev

Da & Pp, leti ve stejném sméru. Jaka je rychlost tézistové soustavy obou ¢astic?
Reseni

e Predpokladejme, ze v soustaveé, kde Castice a a b pozorujeme, leti obé ve sméru kladné
x-0vé osy, pricemz jejich celkové energie a velikosti hybnosti jsou E,, Ep a pg, pp. V
tézistové soustave téchto ¢astic pak pro jejich hybnosti plati, ze p], +pj = 0, resp. pro
x-ové slozky obou hybnosti mame

P+, =0. (3.92)

e Dle Lorentzovy transformace pak pro velikosti hybnosti obou ¢astic v tézistové sou-
stavé plati

, (3.93)
p, = v(py — BEy) ,

kde (B je velikost rychlosti tézistové soustavy obou Cdstic v soustavé, kde castice
pozorujeme.

e Dosadime-li vztahy (3.93) do (3.92), pro hledanou rychlost 8 plyne

Ea"'Eb‘

Piiklad ¢&. 53. Dvé &astice a a b, o klidovych energiich m,c? a myc?, se pohybuji spo-
lecné se stejnou rychlosti. V jakém pomeéru je rozdélena celkova energie a hybnost tohoto

systému na jednotlivé ¢astice?
Reseni
e Oznacme celkové energie a velikosti hybnosti ¢astic a a b jako F4, pq a Ejp, pp. Oznacme

déle spolecnou rychlost téchto ¢éastic jako B, = fp = S. Dle vztaha (3.4)-(3.5) tak
pro tyto veli¢iny plati E, = ymyg, pa = Bymg a Ey = ymy, pp = Bymy.
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e Pro pomér gg celkovych energii a pomér g, velikosti hybnosti tohoto systému plati

By mg
qE_Eb_mb
a
Da Mg
qp:—zi.
DPo my

e Energie a hybnost tohoto systému je tak mezi ¢astice a a b rozdélena v poméru
klidovych energii téchto ¢astic.

Piiklad ¢&. 54. Elektron o klidové energii mec? se srazi s kvantem . Energie ~-kvanta

vy

v tézistové soustavé elektronu a y-kvanta je E; Jaka je rychlost tézistové soustavy v sou-
stave, kde tercikovy elektron pred srdazkou stoji?

Reseni
e Pro hybnost ¢astice z tézistové soustavy, pohybujici se rychlosti 5 vzhledem k soustave
pevné spojené s terCikovym elektronem, plati

0= pe =v(—p, + BE,),

pricemz predpoklddame, ze y-kvantum leti v kladném sméru z-ové osy tézistové sou-
stavy, zatimco elektron leti v zdporném sméru.

e Velikost rychlosti 8 tézistové soustavy elektronu a ~-kvanta je dana velikosti rychlosti
BL elektronu v tézistové soustavé, proto plati

pop=e_ P

E. pZ+mE
o Jelikoz vsak v tézistové soustavé elektronu a ~-kvanta plati, ze velikosti hybnosti
elektronu a «-kvanta jsou stejné,

B, =p, =p., (3.94)

pricemz v prvni rovnosti jsme vyuzili relativistického vztahu (3.7) pro nehmotnda

neutrina, muzeme psat

B = B (3.95)

Pozndmka ¢. 14.

e Ackoliv jde o typickou tlohu na Lorentzovu transformaci, lze ji Tfesit i bez jejiho
pouziti. Staci si uvédomit, ze v tézistové soustavé elektronu a ~v-kvanta jsou velikosti
hybnosti elektronu p/, a y-kvanta pfy stejné, jak jsme jiz zminili v souvislosti se vztahem
(3.94).
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Vvev

e Jelikoz velikost rychlosti 5 tézistové soustavy elektronu a ~y-kvanta je dana velikosti
rychlosti 3, elektronu v tézistové soustavé, je vhodné prepsat velikost jeho hybnosti
pl v tézistové soustavé pravé pomoci velikosti jeho rychlosti. To je mozné uzitim
vztahu (3.5), tj.

Pl =ymeBL. (3.96)

e Dosazenim (3.94) do (3.96) pak dostaneme, uzitim vztahu (3.3) pro Lorentzuv rela-
tivisticky faktor, ze
mef.
El = == _ . 3.97
T 40
e Nyni uz sta¢i vztah (3.97) vhodné upravit tak, aby bylo mozné vyjadfit rychlost /.
pomoci E7 . Umocnime-li obé strany rovnice (3.97) na druhou, mame po jednoduchych

vy

algebraickych tpravach hledanou velikost rychlosti 8 tézistové soustavy ve tvaru
/
B
Y
\/ ELE +m2

B=p =

coz je v souladu se vztahem (3.95).

2

Piiklad &. 55. Dvé relativistické ¢astice a a b, o klidovych energiich mqc? a mpc?, se

pohybuji tak, Ze jejich celkova kinetickd energie v t&zistové soustavé je T'. Jaky je vztah
mezi kinetickou energii T, nalétajici ¢astice a v soustavé, kde tercikova castice b je v klidu,
a celkovou kinetickou energii Castic a a b v tézistové soustavé?

Reseni
o Ctyi-hybnost P systému ¢astic a a b v laboratorni soustavé, kde je teréikova ¢astice

b v klidu, je P = (E, + my, pa), kde E, = mq + T, je celkova energie ¢astice a a Ty,
je jeji kineticka energie v této soustaveé.

e Ctyf-hybnost P’ systému Castic a a b v tézistové soustavé je P’ = (T" 4 mq + my, 0),
kde T” je celkova kinetickd energie téchto ¢astic v tézistové soustave.

e Rovnost lorentz-invariantnich kvadratt ¢tyf-hybnosti zapiSme ve tvaru
P2 — Pl2
kde pro jednotlivé kvadraty plati

P? = (Eq +my)* — p, = B3 + 2Egmy + mj — p,, = m, + 2E,my, + mj
=m2 + 2(mq + To)my +mi = (mq +mp)? + 2T,my, (3.98)

P2 = (T +mq +mp)? =T+ 2T (mg + my) + (mg +my)?, (3.99)

pricemz ve vztahu (3.98) jsme ve tfetim kroku vyuzili relativistického vztahu energie—
hybnost (3.7) pro ¢astici a.
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e Porovnanim vztahu (3.98) a (3.99) pak lze jednoduse nalézt vztah mezi kinetickymi
energiemi T, a T' ve tvaru

T[T 4 2(mg + myp)]

T —
“ 2my,

Piiklad &. 56. Castice a o celkové energii E, a klidové energii m,c? nalété na ¢astici b
v klidu o klidové energii myc?. Jaké jsou energie ¢astic v tézistové soustavé? Reste relati-
visticky.

Resent

e V laboratorni soustavé je teréikova ¢astice b v klidu. Ctyi-hybnosti P, a P, ¢astic a
a b v této soustavé tak zapisme jako P, = (E4, pq) a Py = (my, 0), kde E, je celkova
energie ¢astice a, s hybnosti p,, v laboratorni soustave.

e Zapisme déle ¢tyi-hybnosti P, a Pj ¢astic a a b v tézistové soustaveé jako P, = (E.,p’)
a P| = (E;,—p'), kde E/ a Ej jsou celkové energie jednotlivych ¢astic v této soustave,
a kde jsme vyuzili faktu, ze v tézistové soustaveé jsou velikosti hybnosti p, a pp ¢astic
a a b stejné, p = p, = pp, avsak vektory téchto hybnosti se lisi znaménkem.

e Rovnost lorentz-invariantnich kvadrata ¢tyf-hybnosti zapisme ve tvaru
(Po+ Py)?* = (P, + P)?, (3.100)
kde

(Pa+ Py)? = (Eq +myp, pa)? = (Eq +my)* — p?
= E; + 2Eamy +mj — pi = m + 2Egmy, +mj ,

pri¢emz pro pravou stranu rovnosti (3.100) tak plati

(P, + P))* = (B, + E})?> = m? 4+ 2E,my, + m3
N————

S

kde jsme oznadili /s = E],+ E} jako celkovou energii ¢astic a a b v tézistové soustave.

e Dle vySe uvedeného faktu, Ze v tézistové soustavé je pl, = pj, resp. pi2 = p}?, pak dle
relativistického vztahu energie-hybnost (3.7) plati E/?> —m?2 = E}*> —m}, odkud pak
postupné plyne

my —my = By? — B? = (Bq — Ep)(Eq + B) = (B, — E)Vs. (3.101)

e Ze vztahu (3.101) pak, uzitim definiéniho vztahu pro /s, plyne

2 2 2 2
m m m m
/ b / b /
Ea - a +Eb - g +\/§ E‘a7

Vs Vs
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a tedy

resp.

tj.

Piiklad &. 57. Relativistickd ¢éstice a o kinetické energii T, a klidové energii mc? nalété
na C¢astici b téze klidové energie v klidu. Naleznéte jejich kinetickou energii v tézistové sou-
stavé, hybnost kazdé castice v tézistové soustavé a rychlost tézistové soustavy obou ¢astic
v soustave, kde je ¢astice b v klidu.

Resent

e V laboratorni soustavé pevné spojené s tercikovou cCastici b je celkova energie Castice
a déna jako F, = T, + m. Neboli, celkova energie F systému téchto castic v této
soustaveé je pak déna jako soucet F, a klidové energie m cCastice b, tedy

E=FE,+m="T,+2m. (3.102)

e V tézistové soustavé je celkova energie E' systému téchto ¢dstic déana souctem cel-
kovych energii E) a Ej jednotlivych ¢astic v této soustavé, pricemz E| = T, + m,
a B} = T] + my, kde T, a T} jsou kinetické energie téchto ¢éstic v této soustave. V
tézistové soustave jsou vsSak velikosti hybnosti téchto ¢astic stejné, pricemz z divodu
stejné velikosti jejich klidovych energii plati, ze T, = 7. Jinymi slovy, pro celkovou
energii £’ tohoto systému v jeho téZistové soustavé lze psat

E =E,+E,=2(T,+m)=T +2m, (3.103)

kde jsme oznacili celkovou kinetickou energii systému ¢éstic a a b v tézistové soustave
jako T = 2T7.

e Dle vztahu (3.102) tak lze pro celkovou ¢tyr-hybnost P systému ¢astic a a b v labora-
torni soustavé pevné spojené s tercikovou ¢astici b psat P = (T, + 2m, py), kde p, je
hybnost ¢astice a v této soustavé, zatimco v tézistové soustavé obou castic je celkova
Ctyt-hybnost P’ dédna dle vztahu (3.103) jako P’ = (T" + 2m, 0).

e Rovnost lorentz-invariantnich kvadrat ¢tyr-hybnosti zapiSme ve tvaru

P2 — Pl2
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kde

P? = (T, +2m)* — p2 = (B, +m)*> — p> = E? + 2E,m + m* — p?
=2m(E, + m) = 2m(T, + 2m) (3.104)

P2 = (T' +2m)?, (3.105)
kde ve vztahu (3.104) jsme vyuzili relativistického vztahu energie-hybnost (3.7).

Porovnénim vztahi (3.104) a (3.105) 1ze vyjadrit celkovou kinetickou energii systému
¢astic a a b v tézistové soustavé, po vhodné tpravé, jako

/ T,
T =2 1+ -2 —-1]. 3.106
m( +2m ) ( )

V tézistové soustavé jsou velikosti hybnosti p), a p ¢astic a a b stejné, tj. pl, = p,. Z

relativistického vztahu energie-hybnost (3.7) tak plati

Py =\ B2 —m? = (T} +m)2 —m2 = \[Ty(T; + 2m) (3.107)

Dle vztahu (3.106), pricemz T" = 2T, tak plati

/ T
T = 1+-2—-1 1
v m( +2m ) (3.108)

resp.
/ Ta
T,+2m=m |[/14+—+1]. (3.109)
2m
Dosazenim (3.108) a (3.109) do (3.107) pak po jednoduché tpravé mame
P mT,
pa - pb - 2

Vvev

Rychlost 8 tézistové soustavy systému castic a a b v laboratorni soustavé je dana
jako pomér velikosti hybnosti p a celkové energie E tohoto systému v laboratorni
soustavé. Zrejmeé plati, ze tato hybnost p odpovidéd hybnosti p, ¢astice a v laboratorni
soustave, pricemz pro celkovou energii tohoto systému plati vztah (3.102). Mame tak,
s vyuzitim (3.102) a relativistického vztahu energie-hybnost (3.7), postupné

,Bzg Pa DPa _VEg_mQZ\/(Ta+m>2_m2

E E,+m Ty,+2m T,+2m T, + 2m

odkud po drobné upravé plyne hledand rychlost tézistové soustavy systému castic a

i

a b v laboratorni soustavé ve tvaru

B = L
T, +2m
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Priklad ¢&. 58. Céstice a o klidové energii mqc? interaguje s ¢astici b o klidové ener-
gii mpc?, kterd je v klidu. Jsou produkovany ¢astice o celkové klidové energii Mc? >
(mq + my)c?. Uréete prahovou energii procesu. Reste relativisticky a diskutujte nerela-
tivistické priblizeni.
Reseni

e ZapiSme symbolicky prahovy proces ze zadéni jako

a+b—s-ee- : (3.110)
——

kde v pocateénim stavu c¢astice a interaguje s castici b, pricemz v koncovém stavu
vzniknuvsi ¢astice maji celkovou klidovou energii M.

e Zapisme tak ¢tyr-hybnost pocatecéniho stavu v soustavé pevné spojené s teréikovou
castici b jako P = (Eq ¢ + My, Pa,t), kde Eq ¢ je celkova prahova energie ¢astice a s
prahovou hybnosti pg .

VVev

e Ctyf-hybnost koncového stavu prahového procesu (3.110) v téZistové soustavé je pak
jednoduse P’ = (M, 0).

e Rovnost lorentz-invariantnich kvadrata ¢tyf-hybnosti zapisme ve tvaru
P2 — Pl2
kde
P? = (B, +my)? —pi,t = Eit + 2B, ymp+m —pfm = m24+2E, ymp+mi (3.111)

a
P% = M?, (3.112)

pricemz jsme vyuzili relativistického vztahu energie-hybnost (3.7).

e Porovnanim (3.111) a (3.112) jednoduse vyjadiime hledanou celkovou prahovou ener-
gii By, ¢ Castice a jako

M? —m? m%

o

Ea,t =

I

me

resp. jeji prahovou kinetickou energii 7, ¢, pro kterou po jednoduchych tipravach plati

M? — (ma + mb)2
2my '

Tt = Eat — Mg = (3.113)

e Pro proces (3.110) je energie reakce, dle vztahu (3.1), ddna jako

Q=mg+my— M.
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e Upravme tak prahovou kinetickou energii (3.113) ¢astice a, tj.

=—-Q
T M? — (mg +my)? _ [M — (mg +mp) | [M 4+ (mg + myp)]
a,t — me - me
= _g[M + (mq +my)] = —T[Q(ma +mp) — Q] . (3.114)
myp my

e V piipadé nerelativistického priblizeni je |Q| < mg, mp, M, coz znamend, Ze ve vztahu
(3.114) mtzeme zanedbat ¢len imérny Q2, coz dava
Q

Ta,t = ——(ma + mb) .
mp

Piiklad &. 59. Pii studiu interakce K~ +p — A + 7 + 7+, kterd byla vyvoldna K~
mezony o kinetické energii Tk = 790 MeV na terc¢ikovém protonu v klidu, bylo zjisténo, ze
zkoumand interakce probiha pres vazany rezonanc¢ni stav Y — A + 7~ ve dvou etapach
tak, 7e K~ +p - Y +77 — A+ 7 + 7. Pfitom vznikaji 7+ mezony, které maji v
tézistové soustavé kinetickou energii 7, = 300 MeV. Urcete klidovou energii rezonance Y
a jeji energii rozpadu. Klidové energie c¢astic jsou mpc2 = 938,3MeV, mgc? = 493,7MeV,
myc® =139,6 MeV a myc? = 1115, 7 MeV.

Resent
e ZapisSme si interakci ze zadani jako dvé po sobé jdouci etapy,

Etapa ¢. 2

K +p=>Y+rnt 5 A+n +7t, (3.115)

Etapa ¢. 1

pricemz vime, ze v soustavé pevné spojené s tercikovym protonem je kinetickd energie
Tk kaonu K~ prave T = 790 MeV, zatimco tento proton je samoziejmé v klidu. Déle
vime, Ze v tézistové soustavé paru Y — w7 je kinetickd energie 77 pionu 71 pravé
T! = 300 MeV.

e Zabyvejme se tak nyni prvni etapou interakce (3.115). Celkovéa ¢tyr-hybnost P poc¢a-
tecniho stavu v soustavé pevné spojené s tercikovym protonem je P = (Ex +my, Pk ),
kde Ek je celkové energie kaonu a px je jeho hybnost v této soustavé. Ctyi-hybnost

Vvev

P’ koncového stavu v tézistové soustavé paru Y — 7t je pak P/ = (B}, + EL,0) =

+

(B + T + ms,0), kde EY, a E. jsou celkové energie rezonance Y a pionu 7t v

tézistové soustaveé, pricemz ve druhém kroku jsme vyuzili znalosti kinetické energie

pionu 7t v této soustave.!?

13Podobné jako v piipadé étyf-hybnosti P’ jsme i ve &tyf-hybnosti P mohli rozepsat celkovou energii
FEk kaonu v soustavé pevné spojené s tercikovym protonem jako Fx = Tk + mg. Jak uvidime ve vztahu
(3.116), tuto tpravu provedeme aZ na zavér vipocétu P? proto, abychom mohli nejdiive pohodlngji aplikovat
relativisticky vztah energie-hybnost (3.7).
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e Rovnost lorentz-invariantnich kvadratti ¢tyt-hybnosti zapiSme ve tvaru

P2 — Pl2
pricemz
P? = (Eg +myp)® — pk = Ef + 2Egmy + m. — pk
:m%(—I-ZEKmp—i—mZ = m%+2(TK+mK)mp+m§ (3.116)
a
P = (Ey + Ty +mx)?, (3.117)

kde ve vztahu (3.116) jsme vyuzili relativistického vztahu energie-hybnost (3.7) a
v poslednim kroku rovnéz faktu, ze ze zadani zname kinetickou energii Tk kaonu v
soustavé pevné spojené s ter¢ikovym protonem.

e Porovnanim vztahu (3.116) a (3.117) tak muzeme jednoduse vyjadrit celkovou energii
EY, rezonance Y v té&zistové soustavé paru Y — 7t jako

Bl = \/mg( +2(Tk + mg)my +m2 — (T4 + my) = 1440,1 MeV . (3.118)

o V t&zistové soustavé paru Y — 7" jsou velikosti hybnosti rezonance Y a pionu 7™

+

stejné, a jelikoz zname kinetickou energii pionu 77 v této soustavé, muzeme dle

relativistického vztahu energie-hybnost (3.7) psét

Py = 1 = /B2 = m2 = \[(T% 4 mz)? — m2,

resp. po uprave
Py = \/TL(TL + my,) = 416,8 MeV . (3.119)

e Za znalosti celkové energie (3.118) a velikosti hybnosti (3.119) rezonance Y v tézistové
soustavé paru Y — 7+ tak mtiZzeme uréit jeji klidovou energii uzitim relativistického
vztahu energie-hybnost (3.7) jako

my = \/E{? — p? = 1378,4MeV .

e Energii rozpadu rezonance Y pak ur¢ime jako energii reakce Y — A+7~, kterd je sou-

¢asti druhé etapy procesu (3.115). Na zakladé znalosti klidovych energii jednotlivych
castic tak plati

QY%A+7r* =my — (mA + mﬁ) =123,1MeV .
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Piiklad é. 60. Jaka je prahova energie y-kvanta pro produkci paru e~ e™ v poli atomo-
vého jadra X o klidové energii myc? v klidu? Klidova energie elektronu, resp. pozitronu,
je mec? = 0,511 MeV. Srovnejte prahové energie pro produkci paru e”e™

(mpc® = 938,3MeV) a deuteronu (mgc? = 1875, 6 MeV).

v poli protonu

Reseni
e Procesu ze zadani se 1ika tvorba part v poli jadra. Oznacme si tak tento proces jako
Y+ X e +et+ X,

kde v pocatecnim stavu v-kvantum nalétava na jaddro X v klidu, pricemz koncovym
stavem je produkce elektron-pozitronového paru v poli tohoto jadra.

e Oznac¢me ctyf-hybnost pocatecniho stavu v laboratorni soustavé jako P. Jelikoz je
jadro X v klidu, plati, ze P = (E,, +mx,P+,1), kde E, ¢ je prahova energie y-kvanta
s prahovou hybnosti p, ; a mx je klidovd energie jadra X.

e Ctyf-hybnost koncového stavu v tézistové soustavé elektron-pozitronového paru pak
ozna¢me jako P, pticemz P’ = (2me + mx,0), jelikoz klidové energie elektronu a
pozitronu jsou stejné a celkovd hybnost systému je v tézistové soustavé nulova.

e Rovnost lorentz-invariantnich kvadrata ¢tyf-hybnosti zapisme ve tvaru
P2 — P/2
pricemz
P? = (E,M—I—mX)Q—p?%t = E,zy,t—l—ZE%t mX—i—m_zX—p%,t =mx(2E, ++mx) (3.120)

a
P% = (2me +mx)?, (3.121)

kde ve vztahu (3.120) jsme vyuzili relativistického vztahu energie-hybnost (3.7) a
faktu, ze «y-kvantum je nehmotné.

e Pro hledanou prahovou energii E, ¢ tak porovnanim vztahii (3.120) a (3.121) plati

By =2me <1+ me).

mx

e Dosadime-li za myx klidové energie protonu, resp. deuteronu, dostaneme prislusné

resp. EY

prahové energie E () b0

b0 jako

E'%) = 1,0226 MV,
E) = 1,0223MeV .
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A Zapoctové pisemné price (2020/2021)

V této kapitole jsou uvedena zadani a vzorova reseni vSech zadpoctovych pisemnych praci
z lonského akademického roku 2020/21. Na zadéni a sepsani feseni zdpoctovych uloh se
podileli vsichni t¥i tehdejsi cvicici — Tadeas Dohnal, Katefina Jarkovska a Toméas Kadavy
s tim, ze kazdy vzdy prispél jednou tlohou ze tii pro kazdy termin zapoctu.

Vsechna feSeni nize uvedenych zapoctovych pisemnych praci jsou koncipovana tak,
aby byla ,self-konzistentni“. Jinymi slovy, namisto odkazu na jiz diive pouzivané vztahy
v nékterych z vyse uvedenych priklada ¢. 1 az 60, tyto vztahy v feSenich znovu explicitné
vypisujeme, casto vsak v konkrétné uvazované notaci.

Co se pak tyce uzivané konvcence ¢ = 1, tato je uzivana prevazné tam, kde neni tfeba
ziskat vysledek v jednotkach SI. V opacném piipadé je tato konvence ,lokalné zanedbana“,
coz je vsak vzdy zrejmé z kontextu.

A.1 Termin ¢. 1 (18. 12. 2020)
Solidarita stromu (6 bod)

Rozhodli jste se zkoumat, zda si stromy vypomahaji vyménou zivin pres podhoubi sym-
biotickych hub. Stromek ¢. 1 jste proto ,krmili“ oxidem uhli¢itym (COgz) nabohacenym
radioaktivnim ' C, stromek ¢&. 2 jste pouze zastinili. Béhem experimentélniho obdob{ strom
¢. 1 prijal 5 ug radioaktivniho COs.

a) (1b) Uréete, kolik atomii radioaktivniho *C stromek ¢. 1 p¥ijal v rdmci experimentu.
Jaké to odpovida aktivite?

Po skonceni vegetaéniho obdobi jste stromy vytrhli a zmérili jejich suchou vdhu a
aktivitu. Stromek ¢. 1 vazil 15 kg s odpovidajici aktivitou 100 kBq, stromek ¢. 2 vazil 10 kg
s odpovidajici aktivitou 3kBq.

b) (2b) Jakou éast 4C piijatou béhem experimentu piedal stromek ¢. 1 stromku ¢. 27
Pfed zapoénutim experimentu stromky obsahovaly pfirozenou koncentraci 1, 3-10712
atomtl izotopu 4C na 1 atom uhliku, jejich tibytek rozpadem v priibéhu experimentu
zanedbejte. Jakozto chemické slozeni stromki predpokladejte glukézu CgHi20s.

c¢) (3b) Na pamdatku experimentu jste si nechali ze stromku ¢. 1 vyfezat sochu Stro-
movouse. O 38000 let pozdéji, dlouho po tom, co lidstvo vymfelo, sosku nalezli mi-
mozemzsti prizkumnici a rozhodli se urcit jeji stari radiokarbonovou metodou. K
jakému vysledku dospéli? Uvazujte, ze *C byl v dievu stromku ¢. 1 rozptylen ho-
mogenné a ze mimozemstané mylné predpokladali, ze v okamziku vyroby sosky byla
koncentrace '4C na trovni 1,3 - 10712

Polo¢as rozpadu C je T2, 11c) = 5730y. Kilomolové hmotnosti 140, kysliku a

glukézy jsou: Mpagy = 14g - mol !, M) = 16g - mol~! a Mcgn,05) = 180¢ - mol L.

Avogadrova konstanta je Ny = 6,022 - 1023 mol L.
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Pocet izotoptt *C v hmotnosti m(Cco,) = O ug je

m(CO2)NA . 16
Noagy = —————— =6,55-10"".
(140) Mcoy)

Odpovidajici aktivita je tedy

N(14C) In2 . m(COQ)NA In2

A(14C) = )\(14C)N(14C) = = 250kBq.

Tijo,00c)  Mcoy)Tiye, (1c)

Aktivita druhého stromku pochézejici z prirozenych zdroju je

n N In2 .
Ag>:6Mm2 A Iz 0 ~1,0kBq,
(CeH1206) +1/2,(14C)

kde faktor ,6¢ zohlediiuje pocet atomt uhliku v glukéze, f = 1,3 - 10712 a my
zna¢i hmotnost stromku ¢. 2.

Z ,neptirozenych* zdroju (tj. z experimentu) tedy pochazi Aée) = 2,0kBq, tj.

z radioaktivniho uhliku pfijatého stromkem ¢. 1.

Oznacme aktivitu prvniho stromku po skonceni experimentu A;(t = 0y) =
A1,0 = 100kBq. Aktivitu pfi priletu mimozemstanii spoc¢itdme pomoci expo-
nencialniho rozpadového zakona:

tin?2

Ay (t = 38000y) = AM™ = A; gexp <—
T1/27 (14C)

>i1,0kBq.

Podobné jako v prechozi ¢asti mizeme spocitat aktivitu, jakou by mél stro-
mek ¢. 2 za normdlnich podminek z prirozenych zdroji v okamziku pokaceni,
tj. A™ = 1,5kBq.

Mimozemstané predpokladaji, ze stari sosky ¢y, je ddno rovnici (v tomto pripadé
je jedno, jestli uvazujeme aktivitu celého stromku nebo jen sosky, nebot nam
jde jen o pomér aktivity v predpoklddaném okamziku vyroby a nalezeni):

A 40 o <_Ttm In2 ) |
1/2,(14C)

z niz vyjadrime stari jako

T AP
¢ = /210 ln< L > = 3300y.

In2
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Produkce technecia (6 bodu)

Uvazujme zemskou rudu obsahujici mupes,) = 13t molybdenitu MoSs. Interakei ve +
BBMo — 98Tc + e~ molybdenu se sluneénimi elektronovymi neutriny z Be-B vétve proton-
protonového cyklu, jejichz hustota toku na povrchu Zemé je j, = 6 -100m=2 . g1
vzniké technecium. Uéinng prifez interakce elektronového neutrina s neutronem je o, =
10~*® m?. Kilomolov4 hmotnost molybdenitu je Mos,) = 164 kg - kmol . Avogadrova
konstanta je N4 = 6 - 102> mol~!. Klidové energie elektronu, molybdenu a technecia jsou

popotfadé mec? = 0,511 MeV, myoc? = 91, 17760 GeV a mrec® = 91, 17880 GeV.
a) (4b) Urcete Cetnost produkce technecia.

b) (2b) Urcete prahovou energii elektronovych neutrin ze Slunce potiebnou k produkei
technecia. Neutrina povazujte za nehmotna.

Ndpovéda: Mize se stat, Zze hustota hmotnosti pes,) molybdenitu se vyskytne ve Vasich
vypoctech. Jeji hodnotu potiebovat nebudete, vyuzijete-li vhodnych predpokladl a pre-
jdete k veliciné, jejiz hodnotu znate ze zadani. Diskutujte veskeré predpoklady.

Resent

a) — Zacnéme prevodem jednotek a zapsanim vsech potifebnych veli¢in. Pro celkovou
hmotnost mos,) molybdenitu v zemské rudé a kilomolovou hmotnost Mjos,)
molybdenitu plati

MMos,) = 13t =1,3-10" kg,
Mos,) = 164kg - kmol ™' = 164 kg - (10’ mol) ™' = 1,64 - 10~ kg - mol " .

— Dle zadani je zfejmé, ze interakci elektronového neutrina s molybdenem dojde
k produkci nejen elektronu, ale také protonu (viz navyseni protonového ¢isla
v koncovém stavu oproti stavu pocatecnimu). Evidentné tak jde o interakci
Ve +n — p+ e~ . V nasem pripadé ma molybden ve svém jadru 98 — 42 = 56
neutront, se kterymi mtize neutrino interagovat. Objemova hustota neutronii v

molybdenitu je tak

N
n, = 56 P(MoS3) VA

, (A.1)
Mnos,)

kde p(nos,) je hustota hmotnosti molybdenitu.

— Predpokladejme, ze objem, kde se molybdenit v zemské rudé vyskytuje, ma
charakteristicky rozmeér d. Oznac¢me tak intenzitu toku neutrin pred vnikem do
tohoto objemu jako Iy. Podobné, jako I(d) ozna¢me intenzitu toku neutrin po
projiti timto objemem. Cetnost produkce technecia tak pravé odpovida ¢etnosti
interakce elektronového neutrina s neutronem v jadie molybdenu a je pak dana
jako

Rie = Ryn = Io = I(d) = Ip = Iye™ ™ = I (1= e~ d) 0 (A2)
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— Jelikoz nezname hustotu hmotnosti pnos,) molybdenitu, nezndme ani objemo-
vou hustotu (A.1). Nicméné, zcela jisté lze ocekdvat, Ze exponent v poslednim
vyrazu v (A.2) bude jisté dostatecné maly na to, aby bylo mozné exponencidlu
aproximovat prvnimi dvéma cleny Taylorova rozvoje (Ctenar si jisté dokdze sém
ovérit, které numerické hodnoty prislusnych neznamych veli¢in by nam takovou
aproximaci znemoznovaly provést, a zZe tyto extrémni pripady nejsou relevantni
pro nasi tilohu). Cetnost (A.2) tak lze vyjadfit, za opravnéného predpokladu, Ze
ounnnd < 1, jako

Ryn = lpoynnad.

— Rozepiseme-li intenzitu toku Iy jako soucin hustoty toku j, a aktivni plochy S,
mame

Ryn = juSounnpd = jugynnnWMoSQ) ) (AS)

kde jsme v poslednim kroku prepsali soucin aktivni plochy a charakteristického

rozméru jako objem, ktery tak mé vyznam jako objem molybdenitu v zemské
rudé.

— Dosazenim (A.1) do (A.3) tak mame

P(MoSz2)
M(MOSQ)

M (MoS3)

Na,
M(MOSQ)

Run = 56 j,oum NaVinos,) = 56 juoun

kde jsme soucin hustoty hmotnosti a objemu molybdenitu v rudé prepsali jako
jeho celkovou hmotnost.

— Dosazenim ¢iselnych hodnot tak mame pro ¢etnost produkce technecia

Rre=1,6-10""s71 =0,014d7".

— Polozme ¢ = 1. Déle, oznacme ctyr-hybnost neutrina a molybdenu v soustavé
pevné spojené s jadrem molybdenu jako P = (E, + mn, Py ), kde E, je celkova
prahova energie neutrina. Ctyi-hybnost technecia a elektronu je, bereme-li v

tvahu prahovou produkci, v jejich tézistové soustavé P’ = (mre + me, 0). Zdkon
zachovani ¢tyi-hybnosti pak 1iké, ze

P2 =p?, (A.4)

— Levou stranu rovnice (A.4) upravime, s uzitim faktu, ze relativisticky vztah
energie—hybnost méa pro nehmotné neutrino jednoduchy tvar E, = p,, nasle-
dovné:

P? = (B, + myo)? — p2 = (B2 — p2) + 2E,ma10 + M3, = 2E,mage + miy, -
(A.5)

— Pro pravou stranu rovnice (A.4) pak mame jednoduse

P? = (mge +me)?. (A.6)
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— Porovnénim (A.5) a (A.6) pak lze vyjadrit hledanou prahovou energii neutrina
jako

2

(mre +me)* =m0 -y 7y \gev

2mno

E, =

Proton s neutronem (8 bodii)

V laboratorni soustavé pozorujeme proton s neutronem, jak leti pfimo proti sobé s pii-
sluSnymi kinetickymi energiemi 7, = 180MeV a T, = 2GeV. Jejich klidové energie jsou
mpc® =939 MeV a m,c? = 938 MeV. Rychlost svétla ve vakuu je ¢ =3 - 10%m - s 1.

a) (1,5b) Urcete rychlost tézistové soustavy neutronu s protonem vuci laboratorni sou-
stave.

Pro dalsi vypocty se presunime do soustavy, ve které je proton v klidu.
b) (2,5b) Urcete energii a velikost hybnosti neutronu v soustavé, kde je proton v klidu.

c¢) (4b) Proton s neutronem se pruzné rozptyli, tedy dojde k interakci
n+p—n+p.

Uréete maximalni hybnost rozptyleného protonu v soustavé, kde byl na zac¢atku pro-
ton v klidu.

Reseni

a)  — Polozme ¢ = 1. Rychlost tézistové soustavy vuci laboratorni soustavé spo¢tame
pomoci vztahu

2 _ 2 _ JR2 _ 2
_ [P +pp| _ |pn_pp| _ \/ﬂ i —mg

" E.+E, E,+E, E,+E,

B , (A.7)

kde jsme vyuzili faktu, Ze neutron s protonem leti pfimo proti sobé.

— Vyraz (A.7) nakonec doupravime pomoci znalosti vztahu F = T + m mezi
celkovou energii ¢astice a jeji kinetickou energii:

V(@ +mp)? —m2 — T+ ma)? = m2
My + myp + T, + Tp

I

coz po dosazeni dava
8=0,54,

resp.

v=PBc=1,6-10m-s7!.
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b)

— Presunime se nyni do tézistové soustavy protonu.'* Celkovou energii a velikost

hybnosti neutronu proto musime do této soustavy Lorentzovsky transformovat.
Uvédomme si, ze tézistova soustava protonu se vici laboratorni soustavé pohy-
buje rychlosti

I

5 _pfp_\/Ef,fmg_\/(Termpﬁfmg
! Ey Eyp Ty + my

které odpovidd gamma faktor

E, Tp,+my

Tp =
mp My

Energie neutronu E/, v tézistové soustavé protonu je tedy

E;L = ’Yp(En - Bp ' pn) = ’Yp(En + Bppn)

T, +m V(T +mp)? = m2 (T, +mg)? = m?
_p P T, + my, +
my T, +my

kde jsme vyuzili faktu, Ze neutron se v laboratorni soustavé pohybuje proti sméru
protonu. Po vycisleni dostdvame celkovou energii a velikost hybnosti neutronu
v tézistové soustavé protonu jako

E! =5312MeV,

P, =/ El2 —m?2 =5228 MeV .

vy

Pozorujme pruzny rozptyl protonu s neutronem v tézistové soustavé ptivodniho

protonu. Dochézi tedy k interakci n+p — n—+p. Prislusné ¢tyrhybnosti vyjadrené
v soustavé, kde byl proton na zac¢atku v klidu, jsou P,, = (E},p)), Pp =
(mp,0), Pny, = (Eny, Pny), Ppo = (Epy, Ppy), kde index ,1¢ znaci kinematické
veli¢iny castic pred rozptylem a index ,2“ znaci kinematické veli¢iny c¢astic po
rozptylu. Zakon zachovani ¢tyrhybnosti rika, ze

Py, + Pny = Py, + Py,

a tedy
(Pp1 +Pn1_Pp2)2:Pr32° (A'S)

— Pravd strana rovnice (A.8) je jednoduse

2 2
Py, =m,. (A.9)

n

vvvvv
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— Levou stranu musime upravit (pro jednoduchost ozna¢me E,, = E a p,, = p):

(Ppl + Pn, _PP2)2 = (
= (B, +my — B)* = (p, — p)’
= (El, +my)? + E? = 2B(E., + mp) — p}? — p* + 2p,pcos
(
(

= (B, + mp)2 + m}% —2E(E], +m,) —p;f + 2plpcosa,
(A.10)
kde 1hel mezi smérem letu ptivodniho neutronu a smérem vyletu rozptyleného
protonu jsme oznagdili a.

— Porovnénim (A.10) a (A.9) dostéavame

mi = (B, + mp)2 + m% —2E(E;, +m,) — p;f + 2pl,pcos
=FE?—p2+2E m,+ mf, + mg —2E(E], + my) + 2p),pcos
=m2 +2Em, + 2m12) —2E(E), +m,) + 2p,pcosa,

a tedy
0 = 2my(E], +m,) — 2E(E], + my) + 2p),pcos
= 2my(E;, 4+ myp) — 24/m2 + p*(E,, +my) + 2p,pcosa. (A.11)

— Osamostnénim ¢lenu s odmocninou ve vztahu (A.11) a umocnéni takového vy-
razu na druhou vede, po jednoduchych algebraickych tpravach, ke zjisténi, ze
hybnost rozptyleného protonu bude maximaélni, pokud o = 0, tj. cosa = 1.
Jednéa se o pripad, kdy proton vyléta ve sméru prilétajictho neutronu.

— Ze vztahu (A.11) pak jednodusSe plyne vztah pro maximalni hybnost rozptyle-
ného protonu ve tvaru

— (max) _ 2p;1mp(mp + E’I/I)

= = 5227 MeV
b ppz m%+m%+2Eﬁme ev,

coz znamend, ze proton odnese témér celou pocatecni hybnost neutronu.

A.2 Termin ¢. 2 (4. 1. 2021)

Jadernd elektrarna (6 bodi)

Uvazujme jadernou elektrarnu o tepelném vykonu P = 1 GW a tcinnosti n = 30%, ktera
generuje energii §tépenim uranu 23°U, pFi¢emz rozstépenim kazdého jadra se uvolni ener-
gie Q = 200 MeV. Urcete, kolik uranu spotiebuje elektrarna za jeden rok nepretrzitého

provozu. Pro jednoduchost povazujme klidové energie protonu a neutronu v této tloze za
stejné, pricemz mp02 ~ mpc? =1GeV.
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Reseni

e Nejdrive si uvédomme, ze se nam v zadani vyskytuji dvé riizné jednotky, takze je
vyhodné prevést jednu z nich na tu druhou. Jelikoz v ¢asticové fyzice hojné pracujeme
s jednotkou eV, prevedeme watty na elektronvolty. Vime, ze watt je jednotkou vykonu,
tedy prace vykonané za jednotku casu. Muzeme tak psat

1
W=J.s!=

-1 - 18 —1
—me\/‘s —6,310 eV -s y

kde jsme vyuzili toho, ze 1eV = 1,6 - 10719 J. Tepelny vykon jaderné elektrarny je
tedy
P=6,3-10>"eV-s71.

e Jelikoz elektrarna pracuje s uc¢innosti 7, celkova energie generovand stépenim uranu
za jednotku casu je pak déna jako

P
Py==—=21-10%eV.s7'=2,1-102MeV - s, (A.12)
Ul

¢emuz muzeme v bézné uzivaném nazvoslovi fikat prikon, a pravé proto jsme tuto
veli¢inu oznacili Py, jak byva zvykem.

e Vzhledem k tomu, ze kazdé Stépeni uranu uvolni energii () = 200 MeV, pak k dosazeni
prikonu (A.12) je tieba, aby kazdou sekundu probéhlo pravé

P
Nug = 50 =1,1-10%57"

stépeni, cemuz odpovida
Niiy) = Ns) - (360024 - 365) = 3,3-10°7y !
stépeni za rok.
e Predpokladejme, ze klidové hmotnosti nukleond, tj. protonu a neutronu, jsou si pri-
blizné rovny, m, ~ m, = my, pri¢emz dle zaddni je my = 1GeV/c?. Klidova

hmotnost jadra uranu 23°U, slozeného z 235 nukleont, je pak rovna

mssyy = 235my = 235 GeV/c® =4,2-10" P kg.

e Celkova hmotnost uranu, spotfebovaného v jaderné elektrarné za rok neptetrzitého
provozu, je tedy

M(235U) = N(ly)m(235U) = 1391 kg.
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SusSené houby, jedineény ro¢nik 1986 (6 bodu)

Babicka v 1été 1986 nasbirala a nasusila houby. Kdyz se pak doslechla, Zze mohou byt
radioaktivni, dala je do skriné, aby aspon hraly. Predpokladejme, Ze susenych hub byl
m = 1kg, jejich aktivita v roce 1986 byla A19s¢ = 2,4kBq a byla déna ¢isté radioizotopem
137Cs o poloc¢asu rozpadu T1/2 = 30y a moldrni hmotnosti M = 137g - mol~!. Avogadrova
konstanta je N4 = 6,022 - 1023 mol !,

a) (2b) Kolik atomi '37Cs bylo na pocatku v susenych houbach? Jaké to odpovida
hmotnosti 137Cs?

b) (1b) Jaka je aktivita susenych hub v roce 20207

¢) (2b) Kolik radiogenniho tepla (v joulech) susené houby do roku 2020 vyprodukovaly,
jestlize se z jednoho rozpadu '37Cs preménilo 750 keV na teplo?

d) (1b) Rozhodli jste se, Ze susené houby je skoda vyhazovat, takze pockate, az jejich

1

mérné aktivita klesne na pripustnych 600 Bq-kg™ ", a pak je snite. Ve kterém roce to

nastane?
Reseni

a)

Vyjdeme ze vztahti pro aktivitu A = AN a polocas rozpadu T/, = In2/), kde
A je rozpadova konstanta. Pro pocet atomu tak plati

A19se 112

=3.3-10'2.
In2 ’

Nigge =

— Odpovidajici hmotnost ¥7Cs spoéitame jako

_ Nigge M

m1370g) = N4 =7,5- 10710 g.

o
~—
|

Aktivita klesa v ¢ase podle exponencialniho rozpadového zdkona, tedy

tin?2

1/2

Aggzo = Arggs e N = Aqgg exp (— ) =1,1kBq,

kde pocéateéni aktivita je dédna veli¢inou Ajggg a kde jsme za cas t dosadili
t = (2020 — 1986)y = 34y.

c) — Nejprve spo¢teme pocet rozpadii, ktery odpovid4 tibytku atomt '37Cs. Téch za
cas t = 34y ubylo

_ tln2
Ng = Niggs — Nag2o = Niogs — Nigge € = Nigge [1 — exp <— / )] ;
1/2

tedy
Nrp=1,8-10"2.
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— Pfi kazdém rozpadu se uvolnilo Er = 750keV = 1,2 - 10713 ], takze celkova
vyprodukovana tepelnd energie je tak

Eyot = NpEp = 0,21 .|

— Babicka se diky radioaktivnim houbam zjevné ptilis neohiéla.

d) — Pripustnd aktivita susenych hub Aok = 600 Bq (susenych hub je pravé 1kg) je
1/4 pocatecni aktivity, kterd tedy nastane po dvou polocasech rozpadu, tj. po

dobé

tok = 2Ty = 60y. (A.13)

— Na susenych houbéch po babicce si tedy budete moci pochutnat v roce 2046.

— K dobé, kterd musi uplynout pred konzumaci, lze samoziejmé dospét i vypoctem
s uzitim exponencidlniho rozpadového zdkona. Jednoduse dostaneme

T1/2 A1986 In4
=171 =T 09— =2TY,9 =
fox In 2 n(AOK> 12109 1/2 =60y,

¢imz je hodnota ze vztahu (A.13) zreprodukovana.

Srazka protonu s elektronem (8 bodi)

V urychlovadi srazime vstiicné svazky protoni a elektronu se stejnou velikosti hybnosti
pc = 1GeV (tj. protony a elektrony maji stejnou velikost hybnosti, ale leti proti sobé). Pfi
jejich srézce dochazi k interakci

p+e—=>n+r..
Klidové energie jednotlivych c¢astic jsou mp02 = 938MeV, mec? = 511keV a myc? =

939 MeV. Neutrino povazujme za nehmotné. Rychlost svétla ve vakuu je ¢ = 3-10%m-s™1.

a) (3b) Spocitejte celkovou energii neutronu.
Neutron, s vlastni stfedni dobou zZivota 7,, = 879s, odléta z mista interakce a rozpada se.

b) (2b) Uréete stredni dobu zivota neutronu, kterou bude mérit experimentétor pozo-
rujici neutrony vylétajici z vyse uvedené interakce.

¢) (3b) Ozna¢me P, jako pravdépodobnost, Ze se tento neutron rozpadne na dréaze délky
£. Urcete vzddlenost, pro kterou bude tato pravdépodobnost prave Py = 50%.

Reseni

a) — Polozme ¢ = 1. Ctyi-hybnosti jednotlivych ¢éstic v laboratornim systému ozna-
¢ime nésledovné: P, = (E,,p), Pe = (Ee,—P), Pn = (En,pn) a P, = (Ey, py),
kde jsme vyuzili toho, ze protony s elektrony se srézi jako vstiicné svazky se
stejnou velikosti hybnosti.
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— Jelikoz kinematické vlastnosti neutrina nejsou predmétem naseho zajmu, zdkon
zachovani ¢tyt-hybnosti zapiSeme ve tvaru

(P, + P. — P,)? = P2, (A.14)

kde vyuzijeme toho, Ze prava strana této rovnice je, na zakladé predpokladu o
nehmotném neutrinu, nulova, tj.

P2=0. (A.15)
— Levou stranu rovnice (A.14) upravime

(Py+ P. = P,)* = (Ep+ Ec — En,p—p — pn)’

E, e — Eny, _pn)2

EP + FEe — En)2 —p%

e)2 —2En(Ep + Ee) + E’?z - pgz

)’ = 2E,(E, + E.) +m?, (A.16)

= (Ep + E
= (Ey + E
= (

= (E,+ E
=(E,+ E

2

kde jsme vyuzili relativistického vztahu energie-hybnost ve tvaru B2 —p2 = m2.

— Porovnanim (A.15) a (A.16) dostaneme celkovou energii neutronu ve tvaru

_ (Ep + Ee)2 + m%
" 2(E,+ E.)

— Opétovnym uzitim relativistického vztahu energie-hybnost pak mame

(Jm2+ 02+ VmZ 2) 4 m

n
E, = = 1371 MeV . (A.17)
2 (, [m2 + p? + \/m2 +p2)
b)  — Stredni dobu zZivota T,(leXp) v interakci vzniknuvsiho neutronu v laboratorni sou-

stavé spocitame jako lorentzovskou dilataci casu. Plati

E
TN =y = o = 1284, (A.18)

n

kde jsme vyuzili vysledku (A.17) po rozsifeni prislusnymi faktory c.

c¢) — Pravdépodobnost, Ze se neutron rozpadne na draze délky ¢, je

7_T(Lexp)

P;=1—exp (—t> , (A.19)
kde
' k2 ¢t (E, [/ E,

Un  Bnc cpnc C/EZ — (mpc2)?

je cas, za ktery neutron o rychlosti v, uleti vzdalenost £.

(A.20)
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— Dosazenim (A.20) do (A.19), s néslednym uzitim vztahu (A.18), dostaneme

P —1 14 E, 1 J4 M €2
=1l—-exp|— =1l—-exp|— .
‘ P\ e VER = (mac)? "\ e VB - mad)

— Ze zadani vime, ze P; = 50%, resp. P, = 1/2, a tedy

1 4 My
—=exp|—— ,
2 Pl e VEZ2 — (mpc?)?

odkud pro hledanou vzdalenost ¢ plati

EZ2 — (m,,c?)?

T In2=2-10"m.
e

é:

A.3 Termin ¢. 3 (14. 1. 2021)

Radionuklid 21°At (6 bodii)

Nestabilni radionuklid 2! At ma nezndmou aktivitu rozpadi na « ¢astice. Ta se d4 oviem
zmérit. Radionuklid vlozime do vakuové komory o objemu jednoho litru. Aktivita je ur-
¢ena mérenim mnozstvi He, které vznikne, kdyz emitované a-castice pritdhnou elektrony.
Predpokladejme, ze vSechny rozpadem vzniklé a-¢astice jsou transformovany do He plynu.

Po t = 24d se namérily m = 2 mg helia.
a) (3b) Vypocitejte ptivodni aktivitu 210At.

b) (3b) Uréete, za jak dlouho klesne ptivodni aktivita 2'°At na hodnotu A; = 100 kCi.
Urcete déle, jaké mnozstvi helia se pfi tomto poklesu aktivity vyprodukuje.

Kilomolova hmotnost helia je Mje = 4g - mol™!' a Avogadrova konstanta je N4 = 6,022 -
10%3 mol~!. Polo¢as rozpadu radionuklidu 219At je T/, (210a1) = 8,1 h.

Reseni
a)  — Nejprve spocitdme, kolik radionuklidi se rozpadlo za dobu méfeni t = 24d.
Jelikoz pocet Ny rozpadlych radionuklidi 2'°At odpovida poétu vzniknuvsich a-
Castic, pak celkové hmotnosti m vytvoreného helia za uvedenou dobu odpovida
pocet rozpadu danych vztahem (viz diskuse nad vztahem (B.5) ve vzorovém

feseni domaciho ukolu B.1)

mN 4 20
Np = =3.10%, A21
Vo (A.21)
— Pokud vzorek radionuklidu obsahoval na zacatku Ny = )\<;11§A) jader, kde Ag
t

Je pocatecni aktivita a Azw,q) je rozpadova konstanta radionuklidu 210At, pro
pocet rozpadi (A.21) plati také

~ A _
Np=No— N(t) = Ny — Nye *0anf = 20 (1 s A@“’At)t) . (A22)
)‘(210At)
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— Puvodni aktivita radionuklidu je tedy, dle vztahu (A.22) po dosazeni za roz-
padovou konstantu pomoci poloCasu rozpadu, tj. Azioay = In 2/T1/27 (210At);
jednoduse dana jako

—1
Ag = Nrln2 1 oo th2 = 7,1-10 Bq.
T2, (210A1) T2, (210A¢)

b)  — Nejprve aktivity Ag a A; prevedeme na stejné jednotky. Z prikladu ¢. 7 vime,
7e 1Ci =3,7-10'9Bq. Tudiz

Ap = 192kCi.
— Aktivita s ¢asem klesd dle exponencialniho rozpadového zdkona jako
A(t) = Ag e e10ant

proto puvodni aktivita Ay klesne na hodnotu A; za dobu t1, pro niz plati

T2, (210At) Ao\ .
t1=—">—"In(— ) = h.
! In2 . <A1 ) 77 0

— Pokles radioaktivity odpovidé prislusnému poctu rozpadi, pro jejichz mnozstvi
z rozpadového zdkona méame

T
Ny = No— N(t1) = No — Noe A@0antt = ZU2C0A (40 41y 21 4102

In2
coz odpovida hmotnosti helia ve vysi
Ny .
mi = mMHe = 1mg

Bublinova komora (6 bodu)

Chceme naprojektovat bublinovou komoru tvorenou kapalnym vodikem.

a) (3b) Jakou délku komory d musime zvolit, aby v ni pruznym rozptylem zainter-
agovalo préavé 20% ze svazku protont, je-li odpovidajici G¢inny prifez interakce
Opp = 2,5 fm??

b) (3b) Experiment se nachazi ve vzdalenosti £ = 5km od jaderné elektrarny, kterd
emituje 10%! 7, za sekundu. Kolik interakei 7, na protonu o i¢inném priifezu Opup =
4107 m? budeme pozorovat v bublinové komote za 1 rok, pokud tato bude mit
tvar krychle o hrané délky 2m?

Kilomolovd hmotnost a hustota hmotnosti vodiku je Mpg, = 2kg - kmol ! a pH, = 63kg -
m 3. Avogadrova konstanta je Ny = 6,022 - 102> mol~!. Oscilace neutrin neuvazujte.
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— Pokud mé zainteragovat pravé 20% protonu, pak 80% (neboli 4/5) jich musi
projit bez interakce. Pravdépodobnost, Ze proton projde bez interakce je tedy

—0Opp Np d
R pp Tp
—e ,

b}

kde n, je objemova hustota protont, pro niz plati

P, N A
My, ’

ny =2

a kde jsme zohlednili skutec¢nost, ze v jedné molekule vodiku jsou dva atomy
vodiku, a tedy dva protony.

— Celkem tedy pro hledanou délku komory dostaneme

g M (5) =2,35m.
QPHQNAO-pp 4

— Spoctéme nejprve, jaka je hustota toku elektronovych antineutrin 7, z jaderné

elektrarny v misté experimentu:

— RUE
42

kde Ry, = 10%'s71, dle zadani.

— Vzhledem k tomu, Ze stiedni volnd drdha protonu v predchozi ¢asti by vysla v

Joe =3,18-10%m 257!, (A.23)

jednotkach ¢i desitkdch metri, pro interakci elektronového antineutrina s t¢in-
nym prarezem o vice jak 15 radd mensim bude zcela opravnéné povazovat bub-
linovou komoru za tenky terc¢. Pro pocet interakci elektronového antineutrina

na protonu za ¢as t = 1y pak plati'®
NIBD = Np jye O'pep t, (A24)

kde N, je pocet protonii v bublinové komote o délce hrany a = 2m a objemu
V = a3, odpovidajici celkové hmoté m vodiku, ktery pak uréime jako

N9 mNa _ 9 Vpu,Na _ 0 a®pr, Na

=3,0-10%. A.25
p MH2 MH2 MH2 ( )

— Pro pocet Nigp IBD interakei za 1 rok tak dostavdme, po dosazeni (A.23) a
(A.25) do (A.24), vztah

a’pr, NaRy, OTp

t 4
=1,2-10".
2702 My, ’

Nigp =

15Reakci e + p — e + n se Fik4 inverzni S-rozpad, anglicky inverse beta decay, zkrdcené IBD — coZ je
duvod tohoto dolniho indexu ve vztahu (A.24).
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Rozpad ¢éastice X (8 bodn)

Neznamd castice X se za letu rozpada na proton a zaporné nabity pion, X — p—+7—, které
vyletuji symetricky, pricemz sméry jejich leti sviraji ihel ¥ = 3 a jejich velikosti hybnosti
jsou ppc = prc = 118 MeV. Klidové energie protonu a pionu jsou mp02 = 938,3MeV a
mzrc? = 139, 6 MeV.

a) (3b) Urcete klidovou energii ¢dstice X.
b) (2b) Urcete rychlost ¢éstice X.
c) (2b) Urcete kinetickou energii ¢astice X.

Uvazujme urychlovac, na kterém se v rezimu vstiicnych svazki sréazeji elektrony s pozitrony
(tj. hybnosti téchto ¢dstic maji stejnou velikost, ale jejich vektory se lisi znaménkem).
Klidova energie elektronu, resp. pozitronu, je me.c? = 0,511 MeV.

d) (1b) Urcete kinetickou energii elektronu, resp. pozitronu, potfebnou k uskuteénéni
prahového procesu
et +e - X+ X.

Resent

a) — Polozme ¢ = 1. Oznacme ¢tyrhybnost rozpadajici se ¢astice X jako Px =
(Ex,px) a ctythybnosti vzniknuvsiho protonu a pionu jako P, = (E,,pp) a
P, = (Ex,pr). Ze zadani vime, ze vektory hybnosti p, a pr, jejichz velikosti
jsou stejné, sviraji thel ¥ = Z

— Zakon zachovani ¢tyrhybnosti napisme ve tvaru
P% = (P, + Py)%. (A.26)

— Na levé strané rovnice (A.26) mame, dle relativistického vztah energie-hybnost,
jednoduse

P% = (Ex,px)* = B% — pk = m¥ . (A.27)
— Na pravé strané rovnice (A.26) pak mame

(Pp+Pﬂ) (Ep + Er)® - (Pp+p7r)2

— (B2 4 2E,Ex + E2) — (0> + 2pp - Pr + 12)
(E +2E,E, + E2) — (p§+2pppﬂcos19+p72r)
( ) + (B2 — p2) + 2E,E; — 2p,pr cos V.

— Jelikoz, dle zaddni, ¥ = 7, pak cos? = 0, a tedy

(Pp + Pr)? =m2+m2+2E,E;, . (A.28)
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b)

c)

— Uvédomme si, ze dle zadani nezname celkové energie protonu a pionu. Pouzi-

jeme tak opét relativisticky vztah energie—hybnost, ktery nam umozni vyjadrit
zminéné energie pomoci prislusnych hybnosti a klidovych energii, které znéame.
Predchozi vztah (A.28) pak dava

(Pp + Pr)? = m2 +m? +2,/m2 + p2/m2 + p2. (A.29)

— Porovnanim obou stran rovnice (A.26), tj. porovnanim (A.27) a (A.29), pak

mame pro klidovou energii ¢astice X

mx = \/mg +m2 + 2, /m2 + p2y/m2 + p2 = 1116,1MeV .

— Zékon zachovani hybnosti tika, ze

PX =Dp+ DPr-

Umocnéni predchoziho vztahu na druhou a uziti toho, ze tihel mezi vektory
hybnosti p, a pr je ¥ = 3, davd

pXx =P +12. (A.30)

— Pro velikost redukované rychlosti Sx castice X plati

Px Px
By=PX___PX (A.31)
By fmk +v%

kde jsme dosadili za celkovou energii Ex cCastice X dle vztahu (A.27).

— Uzitim vztahu (A.30) a jeho dosazenim do (A.31) pak mame

2 2
Pt
BX_ _0715>
,/mg(—{-p%—l-p%

a tedy pro velikost rychlosti vx castice X plati

vy =fxc=4,5-10"m-s7'.

— Celkova energie E'x ¢astice X je ddna souctem jeji klidové a kinetické energie:

Ex=mx+Tx.

— Porovnanim tohoto vyrazu se vztahem (A.27) dostaneme kinetickou energii T'x

¢astice X ve tvaru

TX:\/mg(—l—p%(—mX.

— Koneéné, uzitim vztahu (A.30), dostaneme

Tx = /m% +p]2,+p72rme =12,4MeV .
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d) — Srazi-li se Céstice se svou antic¢dstici v rezimu vstiicnych svazki, tj. v nasem
pripadé elektron s pozitronem, pak vektory hybnosti téchto ¢astic maji stejnou
velikost, ale 1is{ se znaménkem. Z relativistického vztahu energie-hybnost (vzpo-
menme, ze klidové energie ¢astice a jeji anticdstice jsou identické) pak plyne, ze
celkové energie obou ¢astic jsou stejné.

— Oznaéme tak celkovou étyi-hybnost poéateéniho stavu prahového procesu e™ +
e~ — X 4+ X v laboratorni soustavé jako P; = (2E, ¢,0), kde E.  je celkova
prahova energie elektronu, resp. pozitronu, pro kterou plati, ze je ddna souctem
klidové a prahové kinetické energie elektronu, resp. pozitronu, tj. E. = me +
T, ;. Déle, oznacme ctyf-hybnost koncového stavu tohoto procesu v tézistové
soustavé vzniknuvsich ¢astic jako Py = (2mx,0), kde jsme vyuzili toho, ze pfi
prahovém procesu je celkovad hybnost téchto ¢astic v jejich tézistové soustaveé
nulova.

— Zakon zachovani ¢tyr-hybnosti
P~}

pak jednoduse rika, ze celkovd prahova energie elektronu, resp. pozitronu, je
Ee,t =mx,

takze odpovidajici prahova kinetickd energie je

Te,t = mx —me = 1115,6 MeV .

A.4 Termin ¢. 4 (27. 1. 2021)
Termalni vykon jaderné elektrarny (6 bodu)

Ve vzdalenosti £ = 5 km od jaderné elektrarny se nachazi neutrinovy detektor tvoreny 6,5
tunami linearniho alkylbenzenu (zkracené LAB, jehoz sumérni vzorec je CooHsyq). Denné
bylo zaznamenano 10 interakci neutrina na volném protonu, tj. na jadfe vodiku.

Urcete termélni vykon dané elektrarny (v GW, tj. v gigawattech) za predpokladu, ze
ucinny prifez dané interakce je og,, = 4 - 10746 m? a pii stépeni jednoho atomu 22°U se
uvolni 200 MeV tepelné energie a 6 elektronovych antineutrin.

023

Avogadrova konstanta je N4 = 6,022 - 10?3 mol~!. Molarni hmotnosti vodiku a uhliku

jsou poporadé My = 1g-mol~! a Mc = 12g-mol~!. Oscilace neutrin ani p¥ispévek $tépeni
jinych izotopt nez 23°U neuvazujte.
Resent

e Spocitejme nejprve pocet jader vodiku, tj. protonil, v nasem detektoru. Plati

N
N, =34 "EABTA - 4 86.10%
MyaB

- 123 -



kde myaB = 6,5t = 6,5-10% g je hmotnost detektoru, Mpap = (20x12+34x1)g-
mol~! = 274 g-mol ! je molarni hmotnost linedrniho alkylbenzenu a kde jsme rovnéz
zohlednili fakt, Ze v jedné molekule LAB je 34 atomu vodiku.

e Jelikoz je Gcinny prufez interakce antineutrina na protonu velmi maly (stfedni volna
draha tohoto antineutrina je velmi velka ve srovnani s predpokladanou velikosti de-

tektoru), plati pro pocet interakei Njy vztah
Nint = O'pep jyeth = 10,
kde j, je dosud nezndma hustota toku antineutrin a ¢ = 1d = 86400s.

e 7 predchoziho vztahu tak tuto hustotu toku vyjadrime jako

N int

=5096-10"m™2.571.
O—Vepth ’ m S

Jo. =
e Pro hustotu toku antineutrin jp, ve vzdéalenosti ¢ od jejich zdroje, tj. v misté detek-
toru, rovnéz plati znamy vztah

_ Rge
 4qe2”?
kde Ry, je pocet antineutrin vyprodukovany elektrarnou za jednotku casu.

Jve (A.32)
e Dle vztahu (A.32) tedy mame

Ry, = 4nl%jy, =1,87-10%s71.

e Vime, ze kazdému rozpadem vzniknuvsimu antineutrinu odpovida Sestina z 200 MeV,
tj. priblizné Ey, = 33,3 MeV tepelné energie. Termalni vykon elektrarny je tak, za
pomoci vyse uvedenych vztaht, urcen jako

270’ E5, NingMyiaB

P, = Fy Ry, = =6,24-10*"eV-s7! = 1GW.

17mpaN 4 Ozepl

Sféra z 239Pu (6 bodi)

Radionuklid 2*Pu je a-radioaktivni. Céstice o jsou emitovany s kinetickou energii E, =
5,144 MeV. Kdyz je sféra z 23Pu o hmotnosti m = 120,06g vlozena do kalorimetru s
tekutym dusikem, molekuly dusiku se za¢nou vyparovat. Za jednotku Casu se vypari stejné

mnozstvi dusiku, jako kdybychom systému dodali elektrickou energii o vykonu 0,231 W.

Kilomolova hmotnost radionuklidu 23?Pu je M 239p,) = 239kg - kmol~! a Avogadrova

konstanta je N4 = 6,022 - 1023 mol !,

a) (3b) Uréete polocas rozpadu 239Pu.

b) (3b) Urcete, za jak dlouho klesne mnozstvi vypafeného dusiku za jednotku casu
natolik, ze bude odpovidat dodéani elektrické energie o vykonu 0,1 W.
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— Vykon zaregistrovanych rozpadi radionuklidu 2*?Pu je

Ppsopy) = 0,231W = 0,231 -5 " =1,44-10"%eV - 571,

kde jsme vyuzili toho, ze 1eV = 1,602 - 10719 J.

P¥i rozpadu radionuklidu 23?Pu se uvolni kinetickd energie a-¢astice ve vysi
E, = 5,144 MeV. Proto aktivita tohoto radionuklidu, tj. pocet jeho rozpadi za
jednotku casu, je

Peorw - g 1101601,

A(zsgpu) =

«

Potiebujeme rovnéz uréit, kolik jader 23?Pu se nachdzelo ve sféie, kterou jsme
vlozili do kalorimetru. Pro tento pocet jader plati

mN 4

Nzsopy) = =3,03-10%.

M(ngpu)

Jednoduse potom vyuZzijeme vztahu pro aktivitu, tj. A@zsopy) = Asopy) - N(239py),
kde A2s0p,) je rozpadova konstanta radionuklidu 239Py, pricemz A@39py) =
In2/T; /2, (239py), takze pro polocasu rozpadu T}/ (239p,) tohoto radionuklidu
plati

Nzsopy) In2

T1/2, (239Pu) — = 23700 y.

A(zsgpu)

Vykon zaregistrovanych rozpadii 23?Pu klesl na hodnotu
Plaspy = 0,1W =0,1J 57" =6,24-10"eV -s7",

¢emuz odpovida aktivita radionuklidu
P/
(239Py)

=1,21-10M" g1,
E, ’ >

A/(239 Pu) =

Aktivita klesd s Casem exponencidlné jako A(t) = Ag e @rw ! kde Ay je po-
¢atecni aktivita. Cas, za ktery aktivita radionuklidu klesne z ptivodni hodnoty
A239py) na hodnotu A’(239Pu) je tak

Al In2

AN T .
' =1In (> “Y2CPPY - 99000y .
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Rozpad neutralniho pionu (8 bodi)

Uvazujme neutralni pion 7

0 2 _

o velikosti hybnosti p,c = 250 MeV, klidové energii m,c* =

135 MeV a vlastni stfedni dobé Zivota 7, = 8,4 - 107 17s, ktery se rozpada za letu na dvé

v-kvanta, pricemz obé maji stejnou energii F,. V soustavé, ve které rozpad pozorujeme,

urcete:

Reseni

a)

kinetickou energii pionu,

velikost rychlosti pionu,

stfedni drahu, kterou pion uleti,
velikost hybnosti kazdého ~vy-kvanta,

pod jakym thlem vyléta ~-kvantum vzhledem ke sméru letu pionu.

Polozme ¢ = 1. Mezi celkovou energii E,; pionu, o klidové hmotnosti m,, a jeho
hybnosti p, plati relativisticky vztah

E2=m2 4+ p2. (A.33)
Jelikoz je celkova energie rovna soucétu klidové a kinetické energie T,
Er=m;+ T, (A.34)

muzeme ze vztahu (A.33) vyjadrit hledanou kinetickou energii jako

Tr = \/m2 4+ p2 — mg; = 149MeV . (A.35)

Pro redukovanou rychlost 3, pionu plati

DPr
__ br A.36
fo= b (A.36)
Dosazenim (A.35) do (A.34) a poté do (A.36) tak mame
Br=—Pr - ss.

Vmz + p2

Pro velikost rychlosti v, pionu pak plati

U = Brc=12,64-10%m -s L.

V soustavé, ve které rozpad pozorujeme, bude doba zivota ¢, pionu dana jako

tr = YnTn,

kde
1

"=

je relativisticky Lorentziv faktor.
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— Stfedni draha £, kterou pion urazi v soustavé, kde rozpad pozorujeme, je rovna

pre
K_Ut_ﬁ’VCT_iﬁw CTr = B CTr = Pr¢ CT,
- i T ™| ™ ™ — ™ K]
V11— B2 1_<p,rc>2 VEZ —pic?
Ex
kde jsme postupné dosadili dle vztahu vyse, pficemz uzitim vztahu (A.33) do-
staneme
c
(=P ere = 47nm.
e

Pripomenme, ze obé y-kvanta, vznikajici rozpadem pionu o celkové energii E,
maji stejnou energii F,. Zakon zachovani energie tak dava

Er =2E, = 2p,, (A.37)

kde jsme vyuzili faktu, ze y-kvanta jsou nehmotnd, takze obdoba relativistického
vztahu (A.33) 1ik4, ze E, = p,, coz znamend, ze obé y-kvanta maji také stejnou
velikost hybnosti p,.

Ze vztahu (A.37), po dosazeni dle (A.33), pak pro velikost hybnosti kazdého z

~v-kvant mame

B _ VM2 EPE - o ey

S

Dle zadéni maji obé vzniknuvsi y-kvanta stejné energie, coz znamena, ze vyletuji
symetricky vi¢i pivodnimu smeéru letu pionu. Oznac¢me thel, ktery svird smér
letu jednoho z y-kvant s ptivodnim smérem letu pionu jako a. Jinymi slovy, tihel
mezi obéma sméry letu téchto v-kvant je 2a.

Dale, oznac¢me ¢tyr-hybnost rozpadajiciho se pionu v laboratorni soustaveé jako
Pr = (Er,px) a ctyi-hybnosti obou y-kvant v této soustavé jako P = (E,,p1)
a Py = (Ey,p2). Jelikoz y-kvanta leti do jinych smérti, vektory jejich hybnosti
jsme ocislovali kvuli explicitnimu zndzornéni toho, ze nejde o stejné vektory,
ackoliv jejich velikosti jsou stejné, viz diskuse v bodé d). V souladu s oznac¢enim
ve vztahu (A.37) tak pro velikosti téchto hybnosti piSme p1 = pa = p,.

Zakon zachovani ¢tyr-hybnosti je dan jako
P = (P + P)?, (A.38)
pri¢emz levou stranu rovnice (A.38) upravime dle (A.33) jako

P2 =FE2—p2 =mZ, (A.39)

™

- 127 -



pri¢emz pro pravou stranu rovnice (A.38) postupné dostaneme

(PL+ Py)* = 4E7 — (p1 + p2)°
= AEZ — (pi + 2p1 - p2 + 15)
= 4EZ? — (pf + 2p1pa cos 2a + p3)
= 4E3/ - 2p3(1 + cos 2a)
= 4E2 — 2E2(1 + cos 2a)
= 2E3(1 — cos 2av) . (A.40)

— Porovnanim (A.39) a (A.40) pak méame, dle (A.37),

2 2
2
cos2a:1—m”2:1— 2m7r2’
2E% mz + pz

a tedy pro tuhel, pod kterym vyléta y-kvantum vzhledem ke sméru letu pionu,
mame

1 2m?2
= — arccos (1 - m”) = 28,4°.
2 m3 +p3

A.5 Termin ¢. 5 (9. 2. 2021)

Rozpad pionu (6 bodi)

0 rozpadajici se za letu na dvé y-kvanta, kterd maji v laborator-

Uvazujme neutralni pion 7
nim systému stejnou celkovou energii E, a rozlétaji se pod tdhlem o = 5. V této soustave

urcete:

a) (2b) celkovou energii pionu,

b) (2b) velikost rychlosti pionu,

c) (2b) velikost pricné (transverzalni) a podélné (longitudinalni) hybnosti y-kvanta.
Reseni

a) — V laboratorni soustavé ozna¢me ¢tyf-hybnost rozpadajiciho se pionu, o celkové
energii E; a hybnosti pr, jako Pr = (Er, pr). Podobné zapisme v této soustavé
ctyf-hybnosti obou v-kvant jako P = (E,,p1) a P, = (Ey, p2), kde jsme vyuzili
faktu ze zadani, ze celkové energie obou y-kvant jsou stejné.

— Jelikoz jsou v-kvanta nehmotnd, z relativistického vztahu energie—hybnost plyne,
ze By = p1 a B, = pa. Tedy, velikosti hybnosti téchto y-kvant jsou stejné, ackoliv
jejich hybnosti, jakozto vektorové veli¢iny, jsou rtizné, jelikoz ~vy-kvanta vyletuji
do riznych sméri. Pro jednoduchost zapisu tak ozna¢me p; = p2 = p,.
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— Zékon zachovani ¢tyi-hybnosti zapisme ve tvaru

Pz = (P + P)?, (A.41)

kde pro levou stranu rovnice (A.41) plati, dle relativistického vztahu energie—
hybnost, ze
P = E; —p; =m}, (A.42)

™

zatimco pro pravou stranu rovnice (A.41) mame, po drobnych upravich,

(P1+ ) = (2E,)% = (p1 + p2)?
= (2E,)* — 2p2 — 2p1 - p»
= 2E3 + 2(E,2y - pi) — 2p,2y cos (A.43)

kde jsme thel mezi sméry letu y-kvant v laboratornim systému oznacili jako «,
dle zadani.
Jelikoz druhy ¢len ve vztahu (A.43) vymizi kvuli nulové hmotnosti v-kvanta a
cos 5 = 0, pak
2 _ op2

(P1+ Py)” =2E7. (A.44)
Porovnénim (A.42) a (A.44) pak pro celkovou energii y-kvanta plyne
mx
V2’

Nasim tkolem je ovSem urcit celkovou energii pionu, tj. Er. Vzpomenme tak na

E, = (A.45)

zakon zachovani energie, ktery je de facto zapsan v ¢asupodobné slozce zakona
zachovani ¢tythybnosti (A.41). Ten ndm totiz 1ika, ze

E,=2E,. (A.46)

Ze vztahu (A.45) a (A.46) pak pro hledanou celkovou energii pionu plati

Er=+2m,. (A.47)

Zname-li celkovou energii pionu (A.47), urcit velikost jeho rychlosti je trividlni
zalezitosti, a to opét diky relativistickému vztahu energie-hybnost. Pro velikost
redukované rychlosti 8, pionu plati

g, = Pr _ VEL—mh 1_<mw)2
" Er E, B E.)

Dosazenim dle (A.47) vyjde, ze B, = % Tedy, pro velikost rychlosti v, pionu

mame

Ur = fre=2,12-10°m -s 1.
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c) — Priénd p# a podélna pn projekce velikosti hybnosti ~-kvanta jsou projekcemi
do ptivodniho sméru letu pionu, ktery se smérem letu y-kvanta svird thel 5. Z
jednoduché geometrie trojihelniku tak mame

T T RV
H— Ozi 7T
p,y —p’YCOSE —pfyCOSZ = 7\/5,

a tedy, s vyuzitim vztahu (A.45) v poslednim kroku,

L_ . _ Py
pv_pw_\@

Rutherforduv rozptyl (7 bodu)
Uvazujme Rutherfordiv rozptyl a-¢astice, o kinetické energii T, = 12 MeV, na jadfe stiibra
47Ag, které je v klidu.
a) (3b) Urcete diferencidlni u¢inny prifez rozptylu, je-li thel rozptylu ¢ = 20°.
b) (4b) Urcete G¢inny prufez rozptylu do dhlu vétsich nez 20°.
Resent

a) — Oznacme néboje a-Céstice a jadra stifbra jako Z, = 2 a Zx, = 47, pficemz
a-Castice o kinetické energii T, = 12MeV se rozptyluje do thlu ¥ = 20°. Pro
diferencialni ¢inny prirez Rutherfordova rozptylu pak plati

12 o) (0ee ) gy e

279) =
dQ( ) 4T, 2’
kde o = 13% je konstanta jemné struktury a Ac = 197 MeV - fm.

— Pro dalsi zjednoduseni vypoétu ozna¢me a vycisleme ve vztahu (A.48) kon-
stantni faktor nezavisejici na thlu rozptylu. Pisme tak

do K .40

—(¥) = —si A4
W) =5_sin™" 5, (A.49)
kde )
KE(CM&ZA'S> i7,9fm2.
27 4T,

— Po dosazeni za thel rozptylu ¢ = 20° = § pak mdme

do

do, K 4T
dQ

):275111— Ei8,7-103fm2:87b,
s

T
9

kde jsme vyuzili toho, ze 1b = 10% fm?.
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b)  — Ve vztahu (A.48) symbol dQ2 znaci element prostorového ihlu, pro nez ve vhodné
zvolenych sférickych souradnicich plati dQ2 = sin¥ dd d¢, kde ¢ € (0,7) je roz-
ptylovy thel a ¢ € (0,27) je azimutalni thel.

— Urceni tc¢inného prifezu rozptylu do thld vétsich nez 20° pak neznamena nic
jiného, nez vyintegrovat vztah (A.49) pres prostorovy thel, v rdmci ¢ehoz in-
tegrace pres rozptylovy thel 9 musi byt provedena v mezich ¥ € (20°,180°),
tj. pres ¥ € (g, ). Mame tak

2w
a:K/ / / sin dz?dd) K/ sm19
27 Jq .4 27r s 3
sm—

9 SlIl 9 SlIl

kde jsme vyuzili faktu, ze Rutherfodiv rozptyl na azimutalnim thlu ¢ nezavisi.

— Provést integraci je jednoduchou zalezitosti. Uzitim vztahu sin? = 2sin g cos g
mame
0, 0 .
m COS = sin — = sin 2 ¢ 171505
o=2K %dﬂz 192 =4K 3:_2K|:2:| )
5 gin3 3 cos £ dY =2dt sin % 1 2 iz

a GCinny prurez rozptylu do thla vétsich nez 20° je tedy

_ 2 ™ 2T
o= 2K<sm 13 sin 2) 32b.

Vzorek z cesia (7 bodi)

Méjme vzorek tvoreny stejnym latkovym mnozstvim izotopu !34Cs, s polo¢asem rozpadu
Ty9, (134cs) = 2V, A 137Cs, s polocasem rozpadu T/, 137cs) = 30y. Urcete, za jakou dobu
bude aktivita 34Cs pravé 1000-krat nizsi nez aktivita '37Cs.

Reseni

e Obecné, pro aktivitu Ax izotopu X plati

In2 tln2
Ax(t):/\XNx(t):)\XNX,QeiAxt: - Nx oexp (_ . )7
T2, x T2, x

kde Ax je rozpadova konstanta tohoto izotopu, a kde jsme poporadé vyuzili expo-
nencialniho rozpadového zdkona a vztahu mezi rozpadovou konstantou a polocasem
rozpadu.

e Na pocatku mame Nsacg) o atomi 134Cs a Nisrcg o atomi 137Cs, pricemz dle zadan{
plati N(134Cs),0 = Nizrgg)0-
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o Cas tq, ktery bude trvat, nez aktivity dosdhnou pozadovaného poméru ¢ = 1000, je
dan vztahem

;= Aesrcs(te)
A(134Cs) (tq)

In2 N exp tgIn2
——Nas? xp | ——2 7~
B T1/2,(137Cs) (137Cs), 0 T1/2,(137Cs)

In2 N exp ( tgIn2 >
T 4V(134¢g X 47 =
T1/27 (134Cs) (FCs).0 T1/27 (134Cs)

o tgIn2
xp | -t
_ T1/2,(134Cs) T1/2,(137Cs)
T s In2

T1/27 (134Cs)

— M exp | —t T1/27 (134Cs) — CTl/Q7 (137Cs) w2 (A50)
T1/2,(137Cs) q T1/2,(134CS)T1/2,(137Cs)

e Ze vztahu (A.50) pak vyjadiime hledany cas t, jako

¢ D2 057s)

In
. Ty, (134cs) T2, (137¢s) < T1/2,(134cs)> 907y
! T1/2, (137Cs) — Tl/g7 (134Cs) In2 ’
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B Domaci ikoly (2020/2021)

V této kapitole jsou uvedeny vsechny domaci tkoly, které byly zadany posluchac¢im pred-
métu Fyzika V v rdmci distanéni vyuky béhem akademického roku 2020/21. Tomu také
odpovidé poradi, ve kterém byly tyto tkoly zadavany.

Pro tplnost je tfeba zminit, Ze obtiznost domacich kol byla obecné vyssi nez obtiz-
nost zdpoctovych pisemnych praci, a to proto, ze na vypracovani doméciho tkolu bylo 14
dni a posluchac¢i méli moznost sva reSeni mezi sebou diskutovat.

Tak jako tomu bylo pri zdpoctovych pisemnych praci v minulé kapitole, na zadavani
domacich 1koll se podileli vsichni tTi tehdejsi cvicici. U kazdého nize uvedeného doméaciho
ukolu je tak v poznamce pod c¢arou uveden konkrétni hlavni autor zadani a vzorového

TeSeni.

B.1 Neutronova hvézda'®

Uvazujme homogenni sférickou neutronovou hvézdu o poloméru R = 10 km, jejiz hustota je
totoznd s hustotou py atomového jadra. Uéinny prifez o, n rozptylu neutrina na nukleonu
je pii odpovidajici energii neutrina o,n = 107 m?. Rychlost svétla ve vakuu je ¢ =
3:108m-s 1.

a) Urcete hustotu hmotnosti atomového jadra. Klidové energie protonu a neutronu po-
vazujte za stejné, mp62 ~ mpc® =1GeV.

b) Urcete stfedni volnou drdhu neutrina v neutronové hvézdé.

c¢) Urcete dobu, kterou pfiblizné trva neutrinu doputovat z centra neutronové hvézdy na
jeji povrch. Neutrino povazujte za nehmotné a tudiz pohybujici se rychlosti svétla.
Rozptyl neutrina na nukleonu povazujte za izotropni (tj. pravdépodobnost rozptylu
do urcitého sméru je stejnd jako pravdépodobnost rozptylu do kteréhokoli jiného
sméru).

Ndpovéda: Nebudete-li si védét rady s bodem c), zkuste se ndhodné projit :)
Resent

a)  — Predstavme si libovolné jadro éX jako kouli tvorenou A nukleony, tj. Z protony
a A — Z neutrony. Ve shodé se zadanim predpokladejme déle, Ze protony a
neutrony majf p¥ibliZzné stejnou klidovou energii, m,c? ~ m,c? = myc?, pficemz

myc? = 1GeV. Zanedbame-li vazbovou energii jadra, celkova klidovd hmotnost

jadra je dana souctem hmot vSech nukleont, tedy Amy.

— 7 prednasky vime, Ze polomér r jadra roste s po¢tem nukleont jako A'/3, kon-
krétné r = rgA'/3, kde ro = 1.2 fm je empiricky parametr.

16 Autor: Tom4as Kadavy.
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— Pro hustotu, presnéji pro hustotu hmotnosti, py atomového jadra pak plati, ze

je dédna jako pomér hmotnosti jadra vici jeho objemu, tj.

) Ampy Ampy 3mpy
§ﬂ'7’3 gﬂ' (T0A1/3) 47T7‘0

=25-10"kg - m~?, (B.1)

kde my = 1GeV/c? = 1,8 - 10727 kg. Vidime tak, ze hustota hmotnosti ato-
mového jadra nezévisi na atomovém cisle A, a je tedy konstantni pro vSechna
jadra.

K urceni stredni volné drahy neutrina v neutronové hvézdé musime znat objemo-
vou hustotu ny nukleont, tedy pocet nukleonu vztazeny na jednotku objemu.
Vyuzijeme-li pouze veli¢iny ze zadani a vysledek ze vztahu (B.1), objemovou
hustotu nukleontt miizeme jednoduse stanovit jako

3
= PN 2 g 410 m P, (B.2)
my  4nrg

nN

Pro stifedni volnou drdhu neutrina v neutronové hvézdé pak mame

1 - 4717’8

0 — —
OUNTN  30uN

=7,1m. (B.3)

Neutrino se na draze z centra neutronové hvézdy na jeji povrch pribézné rozpty-
luje na nukleonech, a to se stfedni volnou drédhou danou vztahem (B.3), pficemz
tento rozptyl pokladame za izotropni. To znamend, Ze neutrino ulétne stfedni
volnou drahu (B.3), rozptyli se na nukleonu (do urcitého sméru, a to s takovou
pravdépodobnosti, ze pravdépodobnost rozptylu do kteréhokoli jiného sméru je
stejnd), opét ulétne stredni volnou drdhu, znovu se rozptyli a tak stéle dokola,
dokud nedosédhne povrchu.

Neutrino tedy pfi cesté neutronovou hvézdou na jeji na povrch méni svou trajek-
torii podobné jako je tomu v pripadé tzv. ndhodné prochéizky, odkud pak vime,
ze celkovy pocet zmén trajektorie neutrina na jeho cesté (tj. celkovy pocet roz-
ptyli) bude priblizné

R \° [30,nR\’ s
0 (ﬂe) (4\/§7r7“6’) ’ ’ (B-4)

kde R je polomér neutronové hvézdy, a tedy vzdélenost, kterou by neutrino
muselo prekonat z centra na povrch, pokud by k zddnym rozptyliim nedochéazelo.
Jinymi slovy, vztah (B.4) 1ik4, ze pfiblizné pravé tolik tseku o prumérné délce
¢ neutrino ulétne, nez se dostane na povrch neutronové hvézdy. Tedy, celkova
draha uleténd neutrinem v jejim objemu bude

R? _ 30, N R?

L=Nyt=—"=""—26,9-10°
0 20 8mwrd 6,9-10"m,
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Pozndmky

b)

kterou ulétne za cCas

L . 30,NR?
f== = N 20235,
c 8mwery

kde jsme vyuzili skutec¢nosti, ze neutrino povazujeme za nehmotné, a tedy po-
hybujici se rychlosti svétla.

— Neni-li pfechod od vztahu (B.1) k (B.2), tedy ziskani objemové hustoty ze vztahu

pro hustotu hmotnosti pravé vydélenim hmotnosti nukleonu, intuitivné ziejmy,
lze k nému dojit taktéz néasledujici ivahou. Predstavme si, ze hmotnost M ne-
utronové hvézdy, o hustoté py a objemu V', je ddna souctem hmotnosti my
vsech nukleont, kterych je celkem N. Tedy, kromé vztahu M = pnV, plati také
M = Nmpy, a tedy pyV = Nmy. Objemova hustota nukleontt v neutronové
hvézdé, tj. pocet nukleont v jednotkovém objemu, je pak dana jako pomér vsech

N PN

nukleont ve hvézdé vici celkovému objemu této hvézdy, tj. ny = & =

jsme zreprodukovali vztah (B.2).

Pokud se rozhodneme spocitat objemovou hustotu nukleont tak jako na cviceni,
potiebujeme dvé veli¢iny, a to Avogadrovu konstantu Ny = 6 - 102 mol™! a
kilomolovou hmotnost nukleonové latky M, = 1 kg-kmol_l. Pro celkovy pocet

MN

nukleonu v neutronové hvézdé pak bude platit, ze N = f;, kde M je opét jeji

hmotnost. Vydélenim celkového poc¢tu nukleont celkovym objemem neutronové
hvézdy pak skutecné dostaneme vztah pro objemovou hustotu ze cviceni, tj.

_ pNNa

=1,5-10%m™3, B.5
M, mol ( )

nn
kde drobny numericky nesoulad s vysledkem (B.2) je zpusobeny pfibliznymi
hodnotami zadanych veli¢in. Pro stfedni volnou drahu neutrina pak, po dosazeni
hodnoty ze vztahu (B.5), dostaneme

(=6,7Tm.

Pokud by koneény rozmér neutronové hvézdy nabadal k vypoctu stredni volné
drahy neutrina pomoci jeji definice pres integral (viz vztah (2.26), resp. (2.29)),
integrace per partes by vedla ke vztahu

[ —(R+1 )e"”N”NR7 (B.6)
OyN NN OyN NN
= 10°m = e 1400
= 0m

kde druhy ¢len je opravdu zanedbatelny vaé prvnimu.!”

7Pro tplnost uvedme, Ze e~

1400 - 107608
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c)

— Problém ndhodné prochézky je velmi znamy, pri bakalarském studiu vsak cel-
kem opominany — az na Browntv pohyb, ktery je limitnim pripadem nédhodné
prochazky. Vénujme tak par radkt argumentujicich k platnosti vztahu pro pocet
jednotlivych krokt béhem nahodné prochézky.

e Ozna¢me R jako vektor mezi poc¢atecnim a koncovym bodem nahodné pro-
chazky. V nasem pripadé je tak velikost tohoto vektoru rovna poloméru
R neutronové hvézdy. Trajektorie neutrina stylem ndhodné prochazky se
skladd z po sobé navazujicich kroka r;, délky dané prislusnou hustotou
pravdépodobnosti p(x) = one” 7" (viz vztah (2.28)) o stfedni volné dréze
(x) = ¢, pFicemz (x?) = 2¢2. Plati tak

No
R = Zri,
=1

kde Ny je celkovy pocet kroku. Déle, ozna¢me stiedni kvadraticky prameér
velikosti celkového vektoru R jako /(R?).

e Jelikoz je uvazovany rozptyl neutrina na nukleonech izotropni, je rozptyl
neutrina do urcitého sméru stejné pravdépodobny jako rozptyl do kterého-
koliv jiného sméru. Jinymi slovy, jednotlivé kroky jsou vzajemné nezavislé,

a pro kovarianci téchto kroki, s vektory r; a ry, plati
0 proi # k, (B.7a)

Cov(r;,rg) = .
Var(r;) proi==k. (B.7b)

e Pro varianci vektoru r; plati, Ze Var(r;) = (r?)—(r;)2. Z ditvodu izotropniho
rozptylu je vsak (r;) = 0, a tedy v naSem pripadé mame jednoduse

Var(r;) = (r2) = |ri)? = 202
Mizeme proto piepsat vybérovy vztah (B.7a)-(B.7b) pomoci Kroneckerova

d-symbolu jako
COV(TZ‘, ’I"k) = 2525% s (BS)

kde d;s =0 proi#k ad;p =1proi=Ek.
e Jelikoz kovariance dvou vektort r; a 7 je obecné dana jako
Cov(ri, i) = (ri-r) — (ri) - (T ,

porovnanim se vztahem (B.8) na zdkladé vyse uvedenych argumentu plyne,
ze <’r‘7; . ’l"k> = 2£25ik:-

o Mdime tedy

i = = (3] (B = 3 Sonn
=1 k=1 i=1k=1
No Ng No
— 2225251']@:\/55 = \/mﬁv
i=1k=1 =1
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odkud pak plyne hledany vztah na levé strané rovnice (B.4), jelikoz pro
konstantni polomér R neutronové hvézdy plati v/(R?) = R.

B.2 Slunce!®

Predpokladejme, ze Slunce bylo prfi svém vzniku slozeno ze 70% své hmotnosti z jader
vodiku (tj. z protont) a ze 30% z jader helia (tj. z a-¢éstic) a bylo svym sloZenim homogenni
v celém svém objemu.

Predpokladejme, ze Slunce jiz od svého vzniku vyzaruje neustile konstantni vykon
Ps = 3,54 - 10%° W, ktery je generovan mnozstvim tzv. proton-protonovych cyklii. Tento
cyklus schematicky odpovidé interakci 4p 4+ 2~ — a + 2v, + 67, pficemz béhem jednoho
cyklu se uvolni energie @, = 26,7 MeV.

Uvazujme, ze k proton-protonovym cyklim dochézi jen v centralni ¢asti Slunce, ktera
tvorf 10% jeho hmotnosti a je v soucasnosti slozena ze 30% z jader vodiku a ze 70% z jader
helia.

a) Urcete ocekavanou hustotu toku solarnich neutrin na povrchu Zemé, produkovanych
ve Slunci v proton-protonovém cyklu. Predpokladejte, Ze neutrina jsou ze Slunce do
prostoru vyzafovina izotropné. Vzdalenost Zemé od Slunce je Do = 149, 6 - 10 km.

b) Urcete soucasné staii Slunce. Hmotnost Slunce je Mg = 2 - 1030 kg, klidové energie
protonu a a-¢astice jsou my,c? = 938,3MeV a mac® = 3727,4 MeV. Piispévky klido-
vych energii ostatnich elementarnich ¢astic zanedbejte. Rychlost svétla ve vakuu je
c=3-10m-s ..

c) Urcete, jaka relativni ¢ast z ptivodni hmotnosti jader vodiku byla v proton-protonovém
cyklu ve Slunci dosud pfetavena na jadra helia.

d) Urcéete maximéalni zivotnost Slunce.
Resent

a) — Vykon P vyzarovany Sluncem je generovin mmnozstvim proton-protonovych
cykli, pricemz kazdy z nich pfispiva energii @)p,. Pocet téchto cykli za jednotku
Casu je tak
Py . 37 —1
N, :Q—:8,3'10 s, (B.9)
PP
kde je ovSsem nutné neopomenout prevedeni jednotek. Jelikoz jednotkou vykonu
je watt, pricemz W = J - s~!, musime pievést MeV na J. Plati, ze Qpp = 4,3 -
107127.

18 Autor: Tom4as Kadavy.
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— Ze zadani vime, ze kazdy proton-protonovy cyklus produkuje dvé neutrina. Cel-

kovy pocet neutrin vyzarenych ze Slunce za jednotku ¢asu je tedy dvojnéasobkem
poctu téchto cykli za jednotku casu:

2P,
N, =2N,, = =2

pp

=1,6-10%8s7 1.

Vzdalenost Dg mezi Zemi a Sluncem je fadové vétsi, nez je rozmér Slunce (pro
tiplnost uvedme, Ze polomér Slunce je zhruba 7-10° km). Zcela jisté tak miZzeme
povazovat Slunce za bodovy zdroj. Predpoklad o izotropii vyzarovani neutrin
nas pak vede k tomu, zZe hustota toku solarnich neutrin, vztazend na jednotku
plochy a ¢asu ve vzdalenosti Dy od Slunce, je ddna pomérem celkového poctu
neutrin, vyzarenych za jednotku ¢asu, vii¢i povrchu sféry o poloméru Dy, a tedy

Ny Po . 4 -2 _—1
= = =5,9-10 . .
471'D?D QWQppD% o >

Jv

Dle zadani predpokladdme, ze procentualni zastoupeni jader vodiku (tj. protoni)
a jader helia (tj. a-Castic) je v celém objemu Slunce v okamziku jeho vzniku
homogenni. Jinymi slovy, dané zastoupeni jader zminénych prvka plati v case t =
0 i v centralni oblasti Slunce, ve které dochazi ke zminénym proton-protonovym
cyklim. Pravé tato oblast je relevantni pro dalsi postup.

Oznacme pocet protonu a a-¢astic v centralni oblasti Slunce v dobé jeho vzniku,
tj. v case t = 0, jako Np(0) a N (0). Hmotnost centralni oblasti Slunce, ktera
je dle zadani 0, 1My, je tak dana souctem procentudlnich zastoupeni celkovych
hmotnosti protonti a a-castic, které zapiSeme poporadé jako

0,7-0,1Mg = Ny(0)m,, ,

(B.10)
0,3-0,1Mg = Na(0)my, .

V soucasné dobé, tj. v ¢ase t = tw, je pocet protont a a-castic Ny(te) a No(te).
Pro hmotnosti zastoupeni jednotlivych ¢astic v centralni oblasti Slunce v case
t =t pak plati

0,3-0,1Mg = Ny(to)m,

(B.11)
0,7-0,1Mg = Ng(to)ma .

Z bilanénich rovnic (B.10) a (B.11) pak jednoduse plynou rozdily v poc¢tu pro-
tond a a-Castic za dobu tg jako

0, 04M,
Ny(0) - Nyft) = 2040
0 04?\4 (B.12)
Na(te) = Na(0) = ——2,
Mea

coz je v souladu s tim, ze pocet protonti s casem klesd, zatimco pocet a-castic
vzrusta.
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— Jak jiz bylo feceno, vykon Pg Slunce je generovan mnozstvim proton-protonovych
cykli, pricemz v kazdém cyklu se uvolni energie @,,. K udrzeni daného vykonu
tak musi za jednotku c¢asu probéhnout urcity pocet téchto cykla, ktery je dany
vztahem (B.9). Jinymi slovy, za dobu t¢g existence Slunce probéhlo jiz

Pote
Qpp

Npp(tG)) =

proton-protonovych cyklu.

— Uvédomme si, ze kazdy proton-protonovy cyklus predstavuje tbytek c¢tyt pro-
tont a prirustek jedné a-castice. Neboli, rozdil v poctu ¢tveric protonu ¢i v
poctu a-castic za dobu t odpovida poctu proton-protonovych cykla za tuto
dobu. Zapsano symbolicky, plati

1

7 (No(0) = Ny(to) ) = Na(to) — Na(0)

¥ 50170
Qpp ’

odkud pro ¢as tg, s uvazenim vztaht (B.12), vyplyva (po vhodném rozsifeni

zlomki kvadratem rychlosti svétla, abychom mohli pohodlnéji dosadit za klidové
energie protonu a a-¢astice), Ze soucasné stari Slunce je

~0,01Mg Qppc?®  0,04Mg Qppc?

= =4.4-10°let. B.13
© mpc? Py mac Py ’ ¢ ( )

— Na zavér si uvédomme jeden fakt. Dosadime-li numerické hodnoty klidovych
energii protonu a a-¢astice do predchoziho vztahu (B.13), druhd rovnost neplati
zcela presné a dostaneme tak dvé riizné hodnoty tn. Nicméné, budeme-li pred-
poklddat (ve sporu s hodnotou ze zadéni), Ze mac® = 4myc? (coz si mizeme
dovolit v rdmci chyby nékolika %), rovnost plati.'?

c¢) — Hledanou relativni ¢ast f, z puvodni hmotnosti jader vodiku v centrdlni ¢asti
Slunce, kterd byla za dobu t¢, dosud pretavena na jadra helia v proton-protonovém
cyklu, zjistime jako pomér zmény v poctu protont v centralni ¢asti Slunce za
Cas tg, coz je ddno prvnim vztahem v (B.12), vici poc¢ateénimu poctu protont
v této Casti, ktery plyne z prvni rovnosti v (B.10). Jinymi slovy, pro hledanou
relativni ¢ast plati

0,04Ms
Np(0) — Np(to) My 4.
L= = =2 = 57%. B.14
d N, (0) 0070, ~ 7 0 (B-14)
My

— Alternativné, jedné se o 5,7% protont v celém objemu Slunce.

19Pfipomenme, Ze a-astice je jadro helia, sklddajici se ze dvou protoni a dvou neutronti. Uvedeny
aproximativni vztah mqc? = 4mpc2 mlcky predpokladd, Ze klidové energie protonu a neutronu povazujeme
za stejné.
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d)

B.3

— Dobu t3**, za jakou by se, zpiisobem popsanym v zaddni, vysvitilo Slunce,
dostaneme jednoduse diky vysledkim (B.13) a (B.14). Pokud se za dobu tg
pretavila ¢ast f, piivodni hmotnosti jader vodiku v centralni oblasti Slunce, pak
maximalni zivotnost Slunce je

oA = i? =7,7-101et.

Kontaminace neutrinového detektoru?’

Detektor reaktorovych antineutrin je tvoren 20t kapalného scintilatoru, v kterém je nenu-

lové koncentrace izotopti pochazejicich z rozpadové fady 2*2Th (schéma této rozpadové fady

véetné polocasu rozpadu lze najit napiiklad na slidu 21 materidli k prednésce). Soucésti

této rozpadové fady je i sekvence rozpadi 21°Bi — 212Po — 208Pb, kde nejprve dochazi

k - a poté k a-rozpadu. Tyto rozpady néasleduji velmi rychle po sobé (polocas rozpadu

T(212poy = 0,3 pis), ¢imz je lze snadno identifikovat. Pii uvedeni detektoru do provozu bylo

naméfeno 4 - 1073 s~! takovych dvojic rozpadil, zaznamendvany vsak byly pouze takové,

kdy ¢asovy rozdil mezi - a a-rozpadem byl v rozmezi (1 us, 3 us).

a)

Jaky zlomek hmotnosti kapalného scintilatoru je tvoren Th, predpokladdme-li, ze
tato rozpadova fada je v rovnovaze (tj. vsechny dcefinné izotopy vznikaji ve stejném
mnozstvi jako se rozpadaji, a tedy maji stejnou aktivitu), a vite-li, ze 64% jader 2'2Bi
se rozpadd (-rozpadem a 36% a-rozpadem. Izotopy Th z jinych rozpadovych fad
neuvazujte. Molarni hmotnosti M 22smy) = 228 g - mol ! a M 232y = 232¢ - mol 1.

Béhem provozu detektoru se ukézalo, Ze ¢etnost pozorovanych rozpadt 2°Bi —
212pg — 208Ph v case klesid. Po 3 letech se snizila na 50% pocateéni trovné. To
muze byt zpusobeno tim, ze kratce pred uvedenim do provozu byla ¢ast Ra z kapal-
ného scintilatoru chemicky odstranéna (do té doby byla rozpadova rada v rovnovaze).
O jakou ¢ast se priblizné muselo jednat, aby se tim vysvétlilo pozorovani? Vsechny
rozpady s polocasem rozpadu kratsim nez mésic povazujte za efektivné okamzité
(totéz plati i pro ¢ast c)).

Experiment je pldnovan na 10 let. Kolik let po uvedeni do provozu bychom mohli
oCekavat nejnizsi ¢etnost 22Bi — 22Po — 208Pb rozpadii, pokud by béhem ¢sténi
z ¢asti b) bylo odstranéno 100% Ra? O jakou minimalni ¢etnost by se jednalo?

Ndpovéda:

e Béhem trvani experimentu se rozpadne méné nez 1079% z pocateéniho mnozstvi

232Th. Rozpadové konstanta 232Th je mnohem mensi neZ vSechny ostatni rozpadové
konstanty v této fadé a lze ji zanedbat. Aktivita 232Th je tudiz konstantni a plati
A(232Th) (t) = )‘(232Th)N(232Th) (t) = A(232Th) (0). Vsimnéte si, ze prestoze )\(232Th) je
zanedbatelnd, A2s27y) zanedbat nelze kviili velké hodnoté Nzszryp)(0).

20 Autor: Tade4s Dohnal.
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e Pred fesenim ¢asti b) a c¢) je doporuceno zopakovat si feseni prikladu ¢. 16.

Resent

a)

— Nejprve spocitame, jakou ¢ist rozpadtl 2'?Po jsme zadetekovali. Pravdépodob-

nost, ze se 22Po rozpadne difv neZ po tmin = 1 us, je

tminl 2
Pt =1 exp (_> ~ 90%.
(212Po)

Naopak pravdépodobnost, ze se rozpadne za dobu delsi nez tpax = 3 us je

tmax 1In 2

P.3,5 = exp <— > <0,1%.

(212P0)
Celkem jsme tedy zaznamenaly pouze 1— Py ys— P34 = 10% signala. Skutecna
aktivita 2'2Po v detektoru je tedy Ai2pg)y =4~ 1072 Bq.

Jelikoz se pouze 64% jader 2'?Bi rozpada B-rozpadem, je aktivita Apiepy) =
A(212p0)/0, 64 =6,3-10"2Bq.

Je-li rozpadovd fada v rovnovaze, musi platit Agsapy) = Ay = Apiepy).

. ; . .. . T, 12 .
Déle vime, ze aktivita obecné A = AN = %111—/22]\7, a tedy N = AT4 . Vidime, Ze
pocet atomil jednotlivych izotoptu je tmérny jejch polocasu rozpadu. Mnozstvi

228Th s poloc¢asem rozpadu 1,9 y je tak zjevné zanedbatelné vici 232Th s polo-
¢asem rozpadu 1,4 - 10'%y. PouZijeme-li vztah mezi hmotnost{ a po¢tem atomd,

dostaneme:
T /QM

M= AN e’

(B.15)

kde M je molarni hmotnost (pro 2*?Th uvazujme Mzsayy = 232¢g - mol 1) a
N4 = 6,022-10%3 mol ! je Avogadrova konstanta. Dosadime-li do rovnice (B.15),

dostaneme, ze

My (232T) =15 107 g,

coz predstavuje

7.5-10713

hmotnosti kapalného scintilatoru.

V méftitku let trvani experimentu maji nezanedbatelné dlouhé polocasy rozpadu
jen 232Th (1,4-10'%y), 22Ra (5,7 y) a 2?8Th (1,9 y). Ostatni rozpady miizeme
povazovat za efektivné okamzité, bude tedy platit Azsry) = A2i2p;). Kromé
toho je polocas rozpadu 232Th tak dlouhy, ze relativni ubytek 232Th miiZeme
zcela zanedbat. Oznacme si pro piehlednost Nzs2py) = N, a prislusnou rozpa-
dovou konstantu A,. Pak mizeme psat:

N (t) = Na(0) = Ny.o.
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— Déle si ozna¢me si mnozstvi 22°Ra jako Ny, a jeho rozpadovou konstantu \p. Pak
plati diferencialni rovnice

dNy
W = )\aNa - AbNbu
jejiz Teseni je analogické prikladu ¢. 19 (polozime-li taméjsi konstantu P rovnu
P = \,N,) s vysledkem
Aa 1 ot
Np(t) = <= Na,0 + + (AeNp,0 — AaNa,0) e "
b b ’
— Analogicky si ozna¢ime mnozstvi 22°Th jako N, (rozpad 2?8Ac lze v méfitku
let povazovat za okamzity) a jeho rozpadovou konstantu A.. Opét dostaneme

diferencidlni rovnici

dN,
dtc = ANy — AcNe,
jejimz fesenim dostaneme
A A MNoo — AoV,
N.(t) = Za 0,0 + (Nc,o — “N%O) et 4 b+Vb, 0 a a,o(e_,\bt B e_)‘ct).
A Ac Ae — Np

— Tento vztah lze zjednodusit, uvédomime-li si, ze pfed odstranénim ¢asti Ra byla
rozpadova fada v rovnovaze, tj. A\qNg 0 = AcNe,0. Dostaneme tedy

AoNp, 0 — AeNe,o
)\c - )\b

Nc(t) = Ne,o + (e‘Abt — e_)‘ct) .

— Dadle si oznac¢me jako f tu c¢ast Ra, které ziistalo v kapalném scintildtoru. Plati
tak A\yNy 0 = fANe, 0, coz vede ke vztahu

e N o(f — (e — e M), (B.16)

Nc(t) :Nc,0+ \ _)\b c,

odkud si mizeme vyjadiit f. Dosazenim A = In2/T} /, mame
-1
le_ 1_NC(t) 1_T1/27C <2_T1/t2’b _2_T1/t2’c> .
Ne,o T1/2,p

— Dosadime-li t = 3y, Nc(t) = 0,5 Ne o, Ti/2.5 = 5,7y, Tij2,c = 1,9y, dostaneme
f =0,073. Pfed zahdjenim provozu detektoru tedy bylo odstranéno (pro tiplnost

uvedmé, ze 1 — 0,073 = 0,927)
92.7%

radia.
c)  — Pri FeSeni tohoto tikolu vyuZzijeme jiz odvozené rovnice (B.16), pficemz muZzeme
dosadit f = 0:
Ac —Apt —Act
N.(t) = N¢ o — Neo(em " — ey, (B.17)
) Ac _ )\ ’
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— Abychom nagli minimum, zderivujeme podle ¢asu a polozime rovno nule. Po

vykréceni konstant dostaneme?!

0= —Xpe Mhmin 4 ) e~ Acbmin (B.18)

coz vede k reseni

Ty m o Thr e Ty,
b= — I (Ab> — 1/2,6 2172, In |2} =4 5y.
Ap — Ae A (Th /2, — Th/2,) In2 T2,

— Pozorovanou ¢etnost 22Bi — 212Po — 208Po rozpadi ziskdme dosazenim pod-
minky (B.18) do (B.17). Po tpravé a dosazeni tyin = 4,5y dostaneme:

tmin
M —1-9 T2 = 42%
NC,O

tedy Cetnost téchto rozpadu se v minimu snizi na 42% puvodni trovné. Tomu
bude odpovidat aktivita

A12pg) min = 1,7-107°Bq,

pricemz bude pozorovano

1,7-1073s7¢

rozpadi 212Bi — 212Po — 205Pb.

B.4 Radioaktivita v nukledrni mediciné??

Jeden z nejvyuzivanéjsich radionuklidi v nukledrni mediciné je 9™ Tc, kde ,m* znadi, Ze
jadro se nachazi v metastabilnim excitovaném stavu. Jeho vyrobu zajistuje Mo-Tc genera-
tor. Mateisky radionuklid Mo je zde absorbovany v slou¢eniné AlyO3. Radionuklid Mo
se v 86% piipadech beta rozpadem pieméni na dcefiny izotop *™Tc, ktery se naslednym
vyzafenim fotonu deexcituje do stabilniho zakladniho stavu % Tc, pficemz polocasy rozpadu
piislusnych izotopt jsou 175 (99ne) = 660 a T /5 (99mpey) = 6 h.

a) Urcete Casovou zdvislost aktivity Awoy)(t) mateiského izotopu Mo a aktivity
Aeome) (t) deefiného izotopu 99mTe za piedpokladu, ze na zac¢atku generator ne-
obsahoval Zadny nuklid *™Tc a pocatecni aktivita Mo byla 1 Ci.

b) Oznac¢me A 9ome), 100% (t) aktivitu nuklidu 9mTe pokud by se na néj mateisky izotop
99Mo rozpadal ve 100% piipadii. Do jednoho grafu zakreslete pritbéh velic¢in Aonio) (1),
Aomre)(t) a Apomre) 100%(t). Aktivity vycislete v jednotkdch Bq a pro jejich zob-
razeni pouzijte logaritmickou skalu. Vsimnéte si vzdjemnych velikosti aktivit mater-
ského a dceriného nuklidu v zavislosti na case.

2INezamétiujme zde oznadené tmi, s tim ve vztahu (B.3)!
22 Autor: Katefina Jarkovsk.
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99mTe se nevaze ke slouceniné AlyOsz a lze jej nasledné vyplavit z generatoru fyziolo-
gickym roztokem. Navazanim radionuklidu na biologicky aktivni latku vytvorime radiofar-
makum, které je néasledné vychytdvano na specifickém misté v téle. Uvazujme konkrétni
piiklad 99™Tc-tetrofosminu, jenz se velmi rychle absorbuje v srdci. Méfen{ fotont o energii
E = 141keV z nésledné deexcitace 9™Tc — ?9Tc umoziiuje studovat prokrveni srde¢ni
svaloviny (timto zpusobem lze naptiklad zjistit, v kterém misté doslo k odumirani bunék
pti infarktu).

¢) Jakou absorbovanou davku D (v jednotkach Gy) obdrzi srdee diky deexcitaci %™Tc,
pokud jsme do néj aplikovali mnozstvi ™Tc o aktivité 120 MBq, které se ihned
vSechno absorbovalo do srdeéni svaloviny a nasledné 90% fotonti z deexcitace %™ Tc
ze srdce uniklo bez interakce (zbylych 10% fotont ze srdce neuniklo)? Hmotnost srdce
pacienta uvazujme jako m = 300 g.

d) Pro srovnani biologickych t¢inki zafeni se ¢astéji pouziva veli¢iny ekvivalentni ddvka
(v jednotkach Sv), kterd je ovSsem pro fotony rovna absorbované dévce. Srovnejte
ekvivalentni ddvku H obdrzenou srdcem z predchoziho bodu s efektivni davkou 1 mSv

celého téla, kterou za rok obdrzi v priméru kazdy ¢lovék z radioaktivnich zdroj volné
se vyskytujicich v prirodé.

Ndpovéda:
e Jednotka Gy (gray) a Sv (sievert) maji rozmér J - kg™!.

e Absorbovand davka D néjakym objektem (orgdnem, celym télem, predmétem apod.)
je definovand jako pomeér celkové energie zanechané zarenim v objektu vii¢i hmotnosti
tohoto objektu.

Reseni

a) — Casovou zavislost aktivit zjistime feSenim soustavy diferencidlnich rovnic ana-
logicky s prikladem ¢. 16. Pro pocet nuklidi v generatoru plati

dN 99
("*Mo)
—a e Neomo) (B.19a)
dN 99m T
% = —)\(QQmTC)N(QQmTC) + 0, 86 - )\(QQMO)N(QQMO) , (Blgb)

kde jsme zahrnuli fakt, ze oba radionuklidy se rozpadaji a zdroven pocet ja-
der Nvomr) piibyva diky beta rozpadu 99Mo. Posledni vyraz v rovnici (B.19b)
zohlediiuje skutecnost, ze %Mo se rozpada na ™Tc jen v 86% piipadi.

— Resenf rovnice (B.19a) je

—A(99Mo) t 7

N(QQMO) (t) = N(QQMO), 0€

a tedy

tln2

—A99Moy t A 7T1/2,(99Mo) .

A(99Mo) (t) = A(99M0)70 e (99Mo),0 €
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— Dosazenim numerickych hodnot dostavame

tl

6 [Cil.

Awopoy(t[]) = €

(B.20)

— Druhou rovnici (B.19b) fesime variaci konstant, kdy konstantu parametrizujici
feSeni homogenni rovnice nechame zaviset na case:

Nesomrey(t) = C(t) e m1o) (B.21)
Funkce C(t) potom spliuje zjednodusenou diferencialni rovnici
C/(t) e MoomTe b _ 0,86 - )‘(99M0)N(99Mo)70 e MM b — 0,
jejimz fesenfm (pii pocatecni podmince Nesomre) o = 0) je
O(t) = 0,86 N99Mo), 0 A(99Mo) (6(,\(991\4@,\(99,,,%)):5 7 1> '
)\(99mTC) — )\(99M0)
— Dosazenim do (B.21) ziskdme
N 99 A 99
(99Mo), 0 M(99Mo) (" —X 99,10y —A99m gy ¢
N m t — 0 86 . (??Mo) * — ( Tc)
(99 TC)( ) 9 )\(99mTC) . )\(QQMO) (6 € )
a tedy
A 99Mo ,0 )\ 99m T -\ -\
A(gngc) (t) = 0,86 - \ ( ) — )(\ ) (6 M)t _ ¢ (gngc)t)
(gngc) (99M0)
0,86 A©oMo), 0 12, (99Mo)
T2, (99Mo) — T2, (99mTc)
tIn2 tln2
X [exp (— n) — exp (— n) (B.22)
T2, (99Mo) T 3, (99me)
— Po dosazeni numerickych hodnot nakonec mame
Afomngey (t [1]) = 0,946 (e~ 56" — =57 ) [C].. (B.23)

b)  — Aktivita ?™Tc, pokud by se na néj izotop **Mo rozpadal ve 100% piipadech, je
A(99mTC) (t)
Aoome), 100%(t) = T 0.86

Daéle je nasim tkolem uvazovat aktivitu v jednotkach Bq, pfi¢emz (viz priklad
¢. 27)
1Ci= 36,6 GBq.

Potom dostavame upravenim (B.20), (B.23), (B.4) vztahy

In2

Agonio)(t[1]) = 36,6 ¢~ s [GBq],

Apomnrgey (t[1]) = 34,6(e™ % — e~"87) [GBq],
. _tln2 _tln2
Aoty 05 (¢ [1]) = 40,3 (768" — ™75 [GBq .
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Obrazek 1. Aktivita materského a dcefiného radionuklidu v generatoru.

— Vsechny tfi aktivity zakreslime do jednoho grafu, viz Obrazek 1. VSimnéme si,
ze po uvodni fazi trvajici zhruba 20 hodin je aktivita dcefiného izotopu pfimo
ameérna aktivité materského radionuklidu. Zajimavé je také pozorovani, ze akti-
vita 9™ Tc v pifpadé 100% rozpadu Mo na ?™Tc je potom dokonce vétsi, nez
aktivita materského izotopu. Tento fakt lze jednoduse vy¢ist ze vztahu (B.22) a
(B.4), kde pro velké ¢asy

In 2
A(99Mo),0T1/2,(99M0) e_Tl/;’ (99Mo) > A(ggM )(t)
o I

~

T Ty ya, 900y — T2, (0me

Ae9mre), 100% (1)

jelikoz
T /2, (99Mo)

>1.
T1/2, (99M0) - 1—‘1/27 (99"‘TC)

— Z definice absorbované davky vime, ze

EN
pD=="="

m

kde E = 141 keV = 2,26-107 J je energie de-excitovaného fotonu, m = 300g =
0,3 kg je hmotnost srdce a IV je celkovy pocet fotonu, které prenechaji veskerou
svou energii v srdci.

— JelikoZz 90% fotont ze srdce uniklo, plati, Ze N je 10% ze vSech fotont vzniklych z
deexcitace ?™Tc na *Te. Jinymi slovy, N je 10% z poc¢tu viech rozpadi ™ Tc.
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— Za jednotku casu se rozpadne

_A(gngc) t

Ate)(t) = Atep,0€

nuklidii *Tc (pozor — neplést A(te)(t) a A@omre)(t) z predchozich bodi, kde
bylo technicium jesté v generatoru). Vyintegrovanim pres vSechny ¢asy dosté-

vame??
N—o01. /OOA oAt _ 1. AT0 oy A(te),0 1172, (99me)
) 0 (Tc), 0 ) )\(gngC) > In2 )
coz po dosazeni da
N =37,4-10'°.
— Vysledna absorbovana davka v jednotkach Gy je
E A(te),0T1)2, (99mTe)
D=0,1- ’ ’ =28,2mGy. (B.24)
mln?2

d) Pro fotony je ekvivalentni ddvka numericky rovna absorbované davce. Plati tedy
pouzitim vysledku (B.24), ze ekvivalentni ddvka obdrzend srdcem byla

|H =D =282mSv.

To je vétsi mnozstvi, nez efektivni davka celého téla, kterou ¢lovék pramérné
akumuluje za jeden rok z radioaktivnich zdroju pfirozené se vyskytujicich v pti-
rodé. Pro velkou cast radiologickych lékarskych vySetteni plati, Ze ekvivalentni
davka prijatd jednim organem prevysuje mez 1 mSv. Neni proto vhodné takova
vysetfeni zbytecné naduzivat.

B.5 Antineutrina ze supernovy SN1987A%*

Dne 23. tinora 1987 v 7:35 svétového casu detekoval experiment Kamiokande IT dvandact
elektronovych antineutrin v intervalu At = 12s, a to s energiemi od Fnin = 7MeV do
Enax = 40MeV. Zdrojem téchto antineutrin byl vybuch supernovy SN1987A, vzdélené od
Zemé 170 tisic svételnych let, ktery trval po dobu ty = 4s.

Experiment spoé¢ival v detekei antineutrin v procesu 7, +p — n + e’ na vsech do-
stupnych protonech vodniho detektoru o hmotnosti mget = 2200t. Tato interakce byla
identifikovana na zakladé nasledné elektron-pozitronové anihilace, jejimz disledkem byla
koincidenc¢ni detekce dvou ~-kvant fotondsobici, které byly umistény po sténach vodniho
detektoru.

Uéinny prifez interakce elektronového antineutrina s protonem je Opp = 1045 m?,
kilomolova hmotnost vody je Mp,0 = 18kg - kmol ™!, Avogadrova konstanta je Njy =

6 - 1023 mol ! a rychlost svétla ve vakuu je ¢ = 3-10%m - s~ 1.

I3

BKe stejnému vysledku lze piijit jednoduchou tivahou, ze radionuklid *°™Tc je nestabilni a tak difve ¢
A
(Tc), 0
>\(99mTc) :

pozdé&ji vSechna jadra deexcituji, tj. N = 0,1 Ngompc) o = 0,1

24 Autor: Tom4s Kadavy.
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d)

Ndpovéda:

Urcete, kolik elektronovych antineutrin bylo celkové uvolnéno pii vybuchu supernovy.

Urcete, jaka celkova energie byla odnesena elektronovymi antineutriny pii vybuchu
supernovy, jestlize stfedni energie elektronového antineutrina byla 12 MeV.

Urcete odhad klidové energie elektronového antineutrina za predpokladu, ze ve sporu
se zadanim doslo k vybuchu supernovy i vyzareni vsech antineutrin v jednom oka-
mziku.

Urcete horni a dolni odhad klidové energie elektronového antineutrina, kdyz vybuch
ve skutecnosti trval tg = 4s a k vyzarovani antineutrin dochazelo po celou tuto dobu.

e Pro|z| < 1laacRplati (1 —2)? =1—ax+ O(2?). Je rozumné toho vyuzit.

e Nenechte se zmést numerickymi hodnotami uvedenymi na slajdu ¢. 87 v ,PDF do-

Resent

dateénych materidlu®.

e Zacnéme tim, ze si prevedeme jednotky. Pro hmotnost mge; detektoru, kilomolovou

a)

hmotnost Mpy,o vody a vzdalenost L supernovy SN1987A od Zemé plati

Maet = 2200t = 2,2 -10%kg,
My,0 = 18kg - kmol ™' = 18kg - (103 mol) ™' =1,8- 1072 kg - mol

L=1,7-10°ly = (1,7-10°) - (3-10%m -s~ ') - (365 - 86400s) = 1,6 - 10*' m .

— Vzhledem k tomu, ze zkouméame interakci neutrin v detektoru tvoreném vodou

velkém desitky metri, je jasné, ze budeme moci pouzit priblizeni tenkého terce.
Nicméné chceme-li si byt naprosto jisti, mizeme tuto aproximaci ovérit vypo-
ctem stredni volné drahy neutrina:

1 . MH2O
OopNyp 205 pH,0 Na

ly = =1,5-10"m,

kde jsme jiz dosadili za objemovou hustotu volnych protont n,, pricemz faktor
,»,2 znaci, ze v kazdé molekule vody HoO jsou pravé dva volné protony. Vzhledem
k velikosti volné drahy neutrina je aproximace tenkého terce zjevné opravnéna.

Déle si mizeme povSimnout, ze v této Casti nas zajiméa jen pocet antineutrin, a

nikoliv to, jak je jejich detekce rozlozena v ¢ase. Mtzeme si tedy zavést integro-

vanou hustotu toku antineutrin J5 s jednotkou m~2:

Jr= [ intt) dt.
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V tom piipadé (s pouzitim aproximace tenkého terce) plati pro detekovany pocet
antineutrin

Nint = Np Jﬁaﬁpa
kde N, znaci pocet volnych protont v detektoru. Z tohoto vztahu si mizeme
vyjadrit integrovanou hustotu toku antineutrin jako

Nint o Nint MHQO

Jr = = .
Np Ovp QTndet NA Ovp

Predpoklddame-li, Zze antineutrina byla emitovana izotropné, jejich celkovy pocet
Ny dostaneme jako soucin integrované hustoty toku na Zemi a povrchu sféry o
poloméru odpovidajici vzdalenosti L supernovy od Zemé. Plati tak

Nint MHQO

=2,64-10°7.
Mdet N A Ovp

Ny = 4AxL?J5 = 27 L?

Paklize je stfedni energie Ey vyzaieného antineutrina 12 MeV, pak energie od-
nesend vsemi antineutriny pri vybuchu supernovy je

FEy=NyEy=3,17-10%MeV =5-10%J .

Vzhledem k tomu, Ze klidové energie elektronovych (anti)neutrin se odhaduje
na méné nez 1eV, bude jejich celkova energie Ey tvorena z velké vétsiny jejich
kinetickou energii. Jinymi slovy, mtzeme predpokliddat, ze

Ep > m;CQ . (B25)
Pro celkovou energii Ey elektronového antineutrina plati
Fy = ypmpc?, (B.26)

kde ]
= , (B.27)

o
Y V152 \/1_(1);)2

je relativisticky Lorentzuv faktor, a kde jsme jiz dosadili za parametr (7, ktery

je podilem velikosti rychlosti vy antineutrina vuci velikosti rychlosti svétla ve
vakuu.

Ze vztahu (B.26) je mozno, uzitim definice (B.27), vyjadfit rychlost antineutrina

_ 2\ 2 _ 2\ 2

mgc . 1 { mypc
> = 1-— =c|l—= B.2
W=y (E,,) ¢ 2<El,> ’ (B-28)

kde pribliznd rovnost plyne na zakladé predpokladu (B.25), a to s vyuzitim
2

jako

< 1.

Taylorova rozvoje (1 — 2)Y/2 =1 — 12 + O(2?) pro x =
v
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— Z rychlosti antineutrina (B.28) muzeme urcit, jakou dobu ¢y mu trva uletét
vzdalenost L. Plati

ty =

SR
@)

1-=
2

L 1 . L 1 <m,,c2>2
=— 5 =— 1+ )
1 < ml,02> c 2 Ey
kde piiblizna rovnost v tomto piipadé plyne z Taylorova rozvoje (1 — z)~1 =
1 + 2 + O(2?) pro z definované vyse.

— Prezna¢me nyni predchozi vztah explicitné pro takova antineutrina, ktera maji
minimaln{ a maximalni energii s hodnotami dle zadani. Cas, ktery trva antineu-
trinu s energii E .y uletét drahu L, ozna¢me jako t;. Podobné, ¢as odpovidajici
draze L pro antineutrino s energii F, oznac¢ime t3. Jelikoz je antineutrino s
maximalni energii nejrychlejsi, je t1 < ta, a tedy

At =t —ty
L 1 [ myc? ? L 1 [ myc? ?
e v S v
C 2 \ Enin & 2 \ Enax
L 212 < 1 1 )
a 2C(ml/c ) E12nin Er2nax ’
odkud pak méme odhad pro klidovou energii antineutrina jako
2cAt
2 .
mgpe” = E‘minEmM\/L(Egrlax o =15eV. (B.29)
d) — Dolni a horni odhad klidové energie antineutrina zjistime tehdy, vezmeme-li v

uvahu krajni moznosti vyzareni antineutrina s nejmensi a nejvétsi energii.

— Dolni odhad klidové energie antineutrina odpovida situaci, kdy je nejprve de-
tekovano neutrino s nejvétsi energii, vyzarené na zacatku vybuchu, a az poté
detekujeme antineutrino s nejmensi energii, vyzarené na konci vybuchu. Pak

plati®®
2c(At —tg) .
2
e * \/L(Eglax - E12nin) ¢ ( )

— Horni odhad klidové energie antineutrina odpovida situaci, kdy je nejprve de-
tekovano neutrino s nejvétsi energii, vyzarené na konci vybuchu, a az poté de-
tekujeme antineutrino s nejmensi energii, vyzarené na zacatku vybuchu. Pak

plati
26(At+t0) .
2
7¢° = EmninEmax =17€V. B.31
e nne \/L(ErQnax - Erznin) ¢ ( )

Z5Pro prehlednost zépisu tmyslné neodlidujeme symbolické znaceni jednotlivich spoé&itanych klidovych
energii elektronového antineutrina (B.30) a (B.31) od (B.29).
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C Vybér starsich zapoctovych priklada

Nize je uveden vybér reSenych prikladi ze zadpoctovych pisemnych praci, které autor zadaval
na svych paralelkich cviceni v akademickych letech 2018/2019 a 2019,/2020.

C.1 Urychlovac

Odhadnéte rozméry hypotetického kruhového urychlovace, ktery by dokézal urychlit pro-
tony na energie, které jsou v soucasnosti pozorovatelné pouze v kosmickém zareni, tj. energie
fadu 1020 eV, a to za predpokladu, Ze magnetické pole tohoto urychlovace by bylo stejné
jako na LHC v CERN, tj. velikost magnetické indukce je B = 8,33 T. Klidova energie
protonu je mp02 = 938 MeV.

Reseni

e Na Castici s hmotnosti m a nabojem ¢ pohybujici se rychlosti v magnetickym polem s
magnetickou indukei B pusobi Lorentzova sila Fr, = ¢(v x B). Pohybuje-li se ¢astice
v urychlovac¢i po kruznici o poloméru R, ptusobi na ni dostredivé zrychleni a, které je
kolmé na vektor rychlosti v. Relativisticky faktor + se tak neméni.

e 7 pozadavku stability drahy se tak musi dostfediva sila vyrovnat sile Lorentzove,
tj. mame qv | B = yma, kde a = % je velikost zrychleni a v je slozka rychlosti kolma
na magnetické pole. Po dosazeni pak mame jednoduchy vztah p, = ¢BR, kde leva
strana rovnice je slozka hybnosti ¢astice kolmé na magnetické pole, p, = ymv, . Ma-
li se jednat o pohyb po kruznici, musi byt slozka hybnosti rovnobézné s magnetickym
polem nulovd, p| = 0, jinak by se jednalo o pohyb po Sroubovici. Jinymi slovy, pro

(1)

odkud pri znalosti hybnosti, resp. energie, dostaneme odhad na polomér urychlovace

velikost hybnosti plati

R pro dané magnetické pole.

e Drive nez numericky dosadime, je zdsadni si uvédomit, ze v casticové fyzice casto

1

uvadime hybnost v GeV /¢ namisto SI jednotky kg - m - s™, coz je ovSem jednotka

hybnosti na levé strané rovnice (C.1). Pro vzijemny prevod zminénych jednotek plati

1,6-1071-.10°J 1,610
3-18m-s~1 0,3

1

1GeV /e = kg -m-s™ .

e Jelikoz hovofime o protonu urychleném na energii £ = 10?0 eV = 10! GeV, miizeme
jeho klidovou hmotu m, ~ 1 GeV/ c? zcela zanedbat a hybnost identifikovat s energii,
viz E? = (mc?)? + (pc)?, tj. E = pc pro E > m. Pro é&stici o jednotkovém naboji
1,6 - 10~ C, tj. ndboji protonu, tak lze, po jednoduchych numerickych tpravach,
psat

|E[GeV] =0,3- B[T] - R[m],|
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C.2

kde, jak zdtraznéno, energii dosazujeme v GeV a velikost magnetické indukce v Tesla
a polomér v metrech. Dosazenim pak konec¢né vyjde polomér hypotetického urychlo-
vace jako

R=4-10"km.

Alternativné, jeho obvod by pak byl 2,5 - 108 km. Pro ilustraci, polomér Ize porovnat
zhruba se ¢tvrtinou vzdélenosti mezi Zemi a Sluncem.

Kosmické zareni I

Uvazujme protony kosmického zareni.

a)

c)

Studujte hrani¢ni energii kosmickych protonti, pro které jiz vesmir neni prihledny.
Jinymi slovy, odvodte prahovou energii protonu, pfi niz miize nepruzné interagovat s
fotonem reliktniho zéfeni za vzniku neutralniho pionu: p++ — p+7°. Klidové energie
protonu a neutrdlniho pionu jsou mpc2 = 938MeV a m,c> = 135MeV. Soucasna
teplota reliktniho zafeni je 2, 7 K. Boltzmannova konstanta je kg = 1,38-10723 J.K—1.

Jaké je stfedni volnd drdha protonu kosmického zéreni z prikladu a) v nasi galaxii,
kde je prumérné jeden nukleon na kazdy centimetr krychlovy a kde proton interaguje
pouze s nukleony s G¢innym prifezem interakce 100 b?

Uréete Larmoruv polomér protonu kosmického zafeni z piikladu a) v galaktickém
magnetickém poli o velikosti magnetické indukce B = 2- 10710 T.

Reseni

a)

— Zapisme celkovou ¢tyr-hybnost P systému protonu a fotonu pred srazkou v la-
boratorni soustavé jako P = (E, + E,,pyc + pyc). Prahova kinematika pro
reakci p4+ v — p + 7Y nastava v takovém piipadé, kdy se proton s fotonem srazi
celné (thel ¥ mezi hybnostmi p, a p, je tak 9 = ), pricemz celkova hybnost
vzniknuvsich produktu reakce, tj. protonu a pionu, je v tézistové soustavé Cas-
tic koncového stavu nulova. Jejich celkovou ¢tyf-hybnost P’ tak v této soustave
zapi§me jako P’ = (mpc? + mxc?,0).

— Invariantni veli¢inou tohoto procesu je kvadrat celkovych ¢tyr-hybnosti, resp.
P2 =p72, (C.2)
— Pro levou stranu rovnice (C.2) plati

P? = (B, + E,)* — (ppc + pyc)?
= B2+ E2+2E,E, — (p) + P2 + 2py - py) ¢
= E; + E2 + 2E,E, — (p}, + P’ + 2ppp, cos ¥)c?
= E2 + E2 4+ 2E,E, — (pj, + P2 — 2pppy)C° . (C.3)
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— Uzitim relativistického vztahu energie-hybnost, tj. E? = (mc?)%+(pc)?, mizeme
(C.3) zjednodusit (pfipomenme, ze foton je nehmotny, tj. E, = pyc):

P? = (mpc?)? + 2E,E, + 2E pyc
= (myc®)? + 2E5(B, + ppe) - (C.4)

— Pro pravou stranu rovnice (C.2) plati

P = (mpc® + myc?)?. (C.5)

Porovnénim (C.4) a (C.5) tak dostaneme

2 1
E, + ppc = mELC <mpc2 + 2mﬂ02> . (C.6)
gl

— Pro energii fotonu mame ze zadané teploty reliktniho zareni vztah
E,~kpT =2,3-10"%eV,

kde kg = 1,38-10723J - K~! =8,62-107°eV - K~! je Boltzmannova konstanta.

— Dosazenim numerickych hodnot klidovych energii jednotlivych castic dle zadani
do pravé strany rovnice (C.6) zjistime, ze Ej, + ppc = 6 - 10%° eV. Evidentné tak
Ize zcela zanedbat klidovou energii protonu a psat £, = p,c. Jinymi slovy, pro
energii protonu ze zadani mame

2
. Mmgc 9 1 9\ . 2
E, = 227 (mpc + Qmﬂc ) =3-10"eV.
b)  — Dle zadani se v nasi galaxii vyskytuje prumérné jeden nukleon na kazdy centi-

metr krychlovy. Tedy pro hustotu n teréikovych center v podobé téchto protoni

mame n = 1-cm ™2 = 10 - m~3.

— Uéinny prifez o interakce kosmickych protont s ostatnimi nukleony je pro dané
energie roven dle zadani o = 100b, tj. o = 10726 m?.

— Pro stfedni volnou drahu £ takovych protonii pak mame, uzitim znamého vztahu,
jednoduse

1
({=—=10"m.
on

— Alternativné miizeme piedchozi vysledek vyjadiit jako £ = 3,2 - 103 pc. Zde pc
nam neznaci soucin hybnosti a rychlosti svétla, ale tzv. parsek, tj. vzdalenost, z
niz mé jedna astronomické jednotka (1,5-10'! m) hlovy rozmér jedné vtetiny.26
Konkrétné, 1pc = 3,110 m.

26 Jelikoz se jednd o jednotku, nepiSeme ji kurzivou. Tim je rozdil mezi parsekem a souéinem hybnosti a
rychlosti svétla ziejmy.
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c¢) — Vzpomeneme-li si na FeSeni tlohy ,,Urychlovac¢®, je feSeni tohoto bodu zfejmé.
Jiz drive jsme si totiz odvodili, Zze pro polomér stabilni kruhové drahy, po které
se pohybuje ¢astice (s ndbojem velikosti ¢ a s nulovou slozkou hybnosti p rov-
nobéznou s vektorem magnetické indukce B) v magnetickém poli (o velikosti
magnetické indukce B), plati

_Pr
R=%. (C.7)

coz neni nic jiného, nez pravé tzv. Larmortav polomér.

— Pro protony o energiich dle feseni bodu a) vime, Ze jsme opravnéni psat E, =
ppc. Dosazenim do vztahu (C.7) tak pro Larmortv polomér R, protonu ze zadani
mame

E
R,=—2 =54-10*pc.
P gBe ’ pe

C.3 Kosmické zareni I1

Ve srazkach kosmického zareni s vnéjsimi vrstvami atmosféry vznikaji ve vysce d = 12km
miony p~ o energii E = 6 GeV. Ovérte vypoctem, doleti-li vétsina miont na troven morské
hladiny. Predpokladejte, Ze leti kolmo k Zemi. Daéle, diskutujte vliv ionizac¢nich ztrat v
atmosfére (ndpovéda: vrstvu atmosféry aproximujte vhodnou vyskou vodniho sloupce; pro
jistotu uvazujte, ze mion prolétava celou atmosférou). Klidova energie a vlastni doba zivota
mionu jsou muc2 =105,7MeV a 7,0 =2,2- 107 6.

Reseni

e Predpoklddejme nejdrive, ze k zaddnym energetickym ztratam vlivem ionizace v pro-
stredi nedochézi. Na poc¢atku méme urcité mnozstvi Ny miond, kazdy o energii
E = 6 GeV. Miony pozorujeme v soustavé pevné spojené se Zemi. Aby tirovné mot-
ské hladiny dosahla vétsina vsech miont, tj. vice nez polovina, v case t dopadu na
morskou hladinu pak jejich poc¢et musi byt N(t) > %No, pricemz pro ¢as t mame z
exponencialniho rozpadového zakona

vztah
t < t1/2 :TMIHZ,

kde 7, je stfedni doba Zivota mionu v soustavé pevné spojené se Zemi.

e Jinymi slovy, aby na tiroven mofte dolétla vice nez polovina vSech mionti, museji drahu
d = 12km prekonat za Cas kratsi nez t; 5, jelikoz v tomto case bude mioni prave
polovina. Staci tak urcit, jakou drahu [ uleti miony za Cas ¢y, a ovéfit, bude-li [ > d.
Pro tuto drahu [ plati (uvazujeme, ze miony leti kolmo k Zemi)

l = ﬂctl/Q .
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e V soustavé pevné spojené se Zemi je stiedni doba Zivota 7, mionu vy-krat vétsi nez

jeho vlastni doba Zivota 7, o, tj. 7, = V74,0, kde v = # Plati tak

l=BecryIn2 = Byer, oln2. (C.8)

o Jelikoz relativisticky faktor « je svazan s parametrem ( vztahem v = \/11?, mame

B =+1—~72 Pro energii £ = 6GeV je v = 57, muzeme tak psat § ~ 1 — ﬁ = 1.

Tedy po dosazeni dostaneme
I =26km,

a tedy mioni, vzniknuvsich srazkami kosmického zareni s atmosférou, tak na droven
more dolétne alespon polovina.

e Nyni odhadneme energetické ztraty vlivem ionizace, pric¢emz ioniza¢ni ztraty mionu
v atmosféfe aproximujeme ioniza¢nimi ztratami ve vodé. Z tvah o hydrostatickém
tlaku si pamatujeme, ze atmosféricky tlak na hladiné more lze prirovnat k vodnimu
sloupci o vysce asi 10 m. Miony ztréceji ve vodé ionizaci piiblizné 2 MeV -cm ™!, neboli
200 MeV - m~!. Tedy, po priichodu vodnim sloupcem této vysky mion ztrati ionizaci
AE =2GeV.

e Pro jednoduchost a hruby odhad si miizeme déle predstavit, ze mion nebude ztracet
energii ionizaci pribézné béhem letu atmosférou, ale ztrati AE = 2 GeV najednou.
Tedy, uvazujme nyni, jakou dréhu uleti za Cas 1/ mion o energii E'=FE—-AFE =
4 GeV. V tomto piipadé je v/ = 38, ¢imz ze vztahu (C.8) dostavame [ = 17 km. Tedy,
i se zapocCtenim ionizacnich ztrat dopadne na droven morské hladiny alespon polovina
vSech miont.

C.4 Rozpad protonu

Pii studiich potencidlnich rozpadi protonu (s uvazovanym polocasem rozpadu 7/ >
10%%let) se uvazuje rozpad p — et + 70, Klidové energie protonu, pozitronu a pionu jsou
mp02 = 938 MeV, mec? = 511keV a myc? = 135 MeV.

a) Urcete celkové energie produkovaného pozitronu a neutrélniho pionu v tomto rozpadu
za predpokladu, zZe se proton rozpadé v klidu. Postupujte relativisticky.

b) Mohou pozitron a pion emitovat Cerenkovovo zafeni ve vodé o indexu lomu n =
1,337 Pokud ano, urcete, pod kterym thlem, vzhledem k jejich sméru letu, k emisi
Cerenkovova zafeni dochézi.

Resent

a)  — Polozme ¢ = 1. Zapisme ¢tyf-hybnosti protonu, pozitronu a pionu v soustavé
pevné spojené s protonem po fadé jako P, = (m,,0), P = (E¢,pe) a Pr =
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(Ex,pxr), pii¢emz P, = P.+Py. Ze zédkona zachovani energie plyne m, = E.+E;,,
ze zakona zachovani hybnosti pak pe + pr = 0, tj. pe = pr. Plati

(PP_P€>2:P727
t.
(mp — Ee)? —p2 = B2 - p2.

Roznasobenim levé strany a uzitim relativistického vztahu energie-hybnost na
obou stranach rovnice, je mozné vyjadrit energii pozitronu jako

2 2 2
my, +mg —m;
E. = %. (C.9)
P
Jelikoz B = m, — E, plati
oo m2 4+ m2 —m?
" 2my,

Co se ty¢e emise Cerenkovova zafeni, pion jej emitovat nemtize, jelikoz je elek-
tricky neutralni. O tom, zdalipak muze toto zareni emitovat pozitron, se vsak
musime presvédcit vypoctem. Tim musime urcit rychlost pozitronu ve vodé a
zjistit, je-li jeho rychlost vétsi nez rychlost svétla ve vodé.

Pro rychlost 8. pozitronu plati

_ Pe

=5

kde jeho energii F. jiz zname, viz. (C.9), a velikost hybnosti p. lze urcit ze
vztahu energie-hybnost, konkrétné p, = \/E2 — m2. Po dosazeni za energii E,
a jednoduchych algebraickych tpravach lze dojit k vyrazu

Be

\/mé +mg +my — 2mZm2 — 2mZm2 — 2m2m2 \/)\K(mg, m2,m2)
Pe = =

Y

2my, 2my,
kde jsme vyuzili elegantniho zapisu pomoci Kéllénovy funkce. Pro rychlost po-
zitronu ve vodé tak mame

\/)‘K(m?m mgv m72r)

2 2 2
my +mg —mg

e

Dosazenim c¢iselnych hodnost dostaneme, Ze rychlost pozitronu ve vodeé je 8. = 1,
1
- n
vodé emitovat Cerenkovovo zareni, a to pod thlem

zatimco rychlost svétla ve vodé je Bignt = - = 0,75. Ano, pozitron tak bude ve

1
0. = arccos ( ) =41,2°
Ben

vici jeho sméru letu.
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C.5

Rozpad neutralniho pionu

Neutralni pion 7° o klidové energii m,c? = 135 MeV se za letu rozpada na dvojici fotont,

0

m’ — 27, pricemz pozorovatel detekoval foton, ktery letél proti sméru pohybu pionu, o

energii £, = 10 MeV. Urcete rychlost pionu.

Reseni

Polozme ¢ = 1. Studujeme rozpad 7% — 7, + 4. Uvazujme tézistovou soustavu spo-
jenou s rozpadajicim se pionem (pion je v klidu, fotony leti proti sobé se stejnou
energii). Zde je ¢tyf-hybnost pionu P = (mg, 0), zatimco ¢tyf-hybnosti obou vznik-
nuvsich fotonu jsou P, = (E,, pa) a Py = (Ep, pp). Ze zédkona zachovani energie mame
E, + Ey, = m,. V tézistové soustavé leti fotony do opacnych sméru, tj. p, + pp = 0,
resp. Pa = pp, & tedy E, = Ep.

Ze zakona zachovani energie tak mame
1
Ea = Eb = Mg .
2
Pro foton ~,, ktery se v tézistové soustavé pohybuje proti sméru rozpadajiciho se
pionu (pg - B = —Bpa), lze z Lorentzovy transformace psét

E’Y = ’V(Ea - ﬁpa) )
kde E, je energie tohoto fotonu 7, méfend pozorovatelem v laboratorni soustave,
D~ je odpovidajici velikost hybnosti, téz v soustavé pozorovatele. Ekvivalentné, pro
druhy foton by bylo

El = ~(Ey + Bps) -
Foton ~, leti v tézistové soustavé ,dozadu“, zatimco foton v ,,dopredu®, tj. v pu-
vodnim sméru letu pionu. To, Ze v, leti opacnym smérem nez ~,, vede ke zméné
znaménka u parametru .

Dosazenim E, = p, energie za hybnost dostavame

E, = ’Y(Ea - 510[1) =v(Ey — BEq.) = Euy(1 - ).
Jelikoz v = \/1177, jevy(1—=p) = \/%, a tedy

|1-6
Ery:Ea m

Pro velikost v rychlosti tézistové soustavy, a tedy pionu, pak plati v = SBc, kde

E; —E2  ml—A4E?
B2+ E2 m2+44E2

B

Ciselné vychazi

£=0,96, v=2,9-10°km-s"'.
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