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Reseni predterminové pisemky

Necht A = A(ay;i € 1), B = B(ay; i € I) jsou algebry typu (). Zobrazeni
f A — B se nazyva homomorfismus algeber A a B, pokud pro kazdé i € I a
ai,...,a04 € Aplati f(oi(as, ... a0a6))) = ai(f(ar), ..., flagu)). Jadrem tohoto
homomorfismu rozumime ekvivalenci ker(f) = {(z,y) € 4%, f(z) = f(y)}.

V konkrétnim pifpadé 7 pak jest ker(w) = {(z,y) € Q% z —y € Q}.

Definici homomorfismu meéla vétsina z vas spravné, u jadra par lidi nespravné
uvedlo variantu Ker(f), ktera v pripadé obecnych algeber nedava smysl. Nejcas-
téjsi chyba nastavala v aplikaci na konkrétni priklad, kdy jste casto misto z—y € Q
psali z7'y € Q ¢ prosté generické 7(z) = 7(y), coZ jsem neuznaval (napsat misto
pismene A pismeno Q a misto f zase 7 neni vykon hodny jednoho bodu).

Priklad testoval, zda znéte definici fadu prvku v (kone¢né) grupé a zda umite
pocitat ve faktorokruhu. Oznacime-li I = uZs[z], dovédéli jste se na prednasce, Ze
f+I=(fmodu)+1,atedy f+I=g+1 <= fmodu= g modu. Mame najit
nejmensi n € N takové, ze o = 1+ 1. (V multiplikativni grupé télesa T' = Zo[z]/1
je totiz neutralnim prvkem pravé 1+ I, tj. jednotka okruhu 7'.)

7 Lagrangeovy véty si mizeme uvédomit, ze fad prvku a muze byt pouze 1, 3, 5
¢i 15, jelikoz |T*| = 15. Thned vidime, ze x + I # 1 + I a stejné tak (z + 1)® =
23+1 # 1+1. Déle o® = 2°+1 = (2° mod u)+ 1, coz vzhledem k tomu, Ze z* mod
u=2*+r*+x+1,se dale rovna (z(z®+2?+z+1) mod u)+ I = (z* + 23+ 2?42
mod u) + [ =1+ I, a fad prvku a v T* je proto roven 5.

Tuto tlohu bohuzel nikdo nevytesil. Jednéd se o relativné primocarou aplikaci
definic, ale chépu, Ze pokud jste na cvic¢eni zadny vypocet ve faktorokruhu nepro-
vadéli, netusili jste Casto, jak to celé vlastné uchopit. Kdyz uz se nékdo o néco
pokusil, tak zase kupf. pocital chybné rad v aditivni grupé télesa 7T'.

Z vlastnosti hR[z] C gR[x] <= g|h mnozi z vés spravné usoudili, Ze f by mé&l byt
nejmensim spole¢nym nasobkom polynomt p a q. Jeho vypocet pak uz byl pro
nékteré trochu ofisek, ale vzhledem k tomu, Ze kofeny obou polynomu byly hezky
celo¢iselné, nakonec se ob¢as podarilo dosdhnout spravného vysledku p- (x —2) =
2° — 22 — 102 + 2022 + 97 — 18, popt. né&jakého nenulového nasobku tohoto

polynomu (coz bylo samoziejmé také spravné).

Cinska véta o zbytcich vam vétsinou Sla. Nékdo ji zformuloval pouze jako jednu
implikaci, za coz jsem strhl bod. Nejcastéjsim prohfeskem bylo Spatné psani vztahu
»a déli b“, coz se spravné zapisuje jako alb, ale nékolik z vas to otocilo (jeden to
dokonce psal chvili tak, a pak zase naopak, coz uz se neda uznat ani s jednim
okem piimhoufenym a druhym vypichlym).

Uz jsem uvadél na konci zkousky. Z predpokladu plyne pro libovolna z,y € R, Ze
r+y=(z+y)(r+y) =2>+zy+yr+y*=1+y+ry+yz. Plictenim —(z +y)
k obéma stranam pak dostavame 0 = zy + yx, a tedy —(xy) = yx. Pro specialni
volbu a = x = y proto a = —a, coz ale plati pro vSechna a € R, a tedy i pro prvek
xy; nakonec tedy obdrzime zy = —(xy) = yx.

Jak uz jsem tekl po zkousSce, takovéto okruhy se nazyvaji booleovské a jedna se
vlastné o prevlecené booleovské algebry. Kromé télesa Zs uz ale zadny dalsi neni
obor (trivialni okruh neni obor dle definice na prednésce).



(6)

Bylo vidét, ze mate uz néco podobného nacvi¢eného. Reiila se soustava kongruenci
x =17 3,0 =16 10,2 =15 0. f{eﬁem’jste hledali nejcastéji ve tvaru a+178+17-16,
pricemz jste ihned polozili @ = 3, aby byla splnéna prvni kongruence. Dale jste
fesili 34 170 =14 10, coz vzhledem k tomu, Ze 17 mod 16 = 1, dalo 8 = 7. Mame
3+ 17 -7 = 122, a tak jesté musime vytesit 122 + 17 - 16y =15 0. Modulo 15 je
17 - 16 rovno 2 - 1 a zaroven 122 mod 15 = 2. Dostavame proto 2 + 2y =5 0,
coZ znamena, ze 7 je kongruentni s —1 modulo 15, tj. v =15 14. Nakonec =z =
122414-16- 17 =122 + 14 - 272 = 122 4 3808 = 3930.

Uznéval jsem i nedovycisleny posledni krok. Za pocetni chyby jsem strhaval
pilbody. Problémy jste si nejcasté&ji privodili nesikovnymi tpravami a zbytecnym
zdlouhavym pocitanim inverznich prvki modulo 16, resp. 15.

Bonusovou tlohu rovnéz nikdo nevyftesil. Mozna jsem mél dat do napovédy, ze se
nejedna o dva koteny. Spravny vysledek mohl byt napt. 522 +5x = 5x(x+1), ktery
mé za kofeny viechny prvky okruhu Z;o. Uvaha, ktera k nému vedla, spocivala
v tom, Ze 5z ma za kofeny vSechny sudé prvky ze Zjg, a tedy 5(z + 1) ma za
kofeny vSechny liché. JelikoZ 5 -5 =5 v Zqg, je 5z(x + 1) jejich soucinem.



