(@, y)l <l - [lyll-

Diikaz. (Realna verze) Nejprve ukdzeme redlnou verzi, protoze ma elegantni dikaz. Pro y = o plati
nerovnost trivialné, tak predpokladejme y # o. Uvazujme realnou funkei f(t) = (x +ty,z +ty) = 0
proménné t € R. Pak

Véta 8.8 (Cauchyho-Schwarzova nerovnostl)). Pro kazdé z,y € V plati

Ft) = (z, ) + t{z,y) + ty, ) + (. y) = (v, 2) + 2t{z, y) + (¥, ).

Jedna se o kvadratickou funkei, ktera je vdude nezdporna, nemiize mit tedy dva rizné kofeny. Proto je
pifsluiny diskriminant nekladny:
4(1‘, y)2 - 4<:Ea I) (ya y) < 0.

Z toho dostavame (z,y)? < (z,z){y,y), odmocnénim [{z,y)| < |lz| - |ly]|. O
Algoritmus 8.22 (Gramova-Schmidtova ortogonalizace’ )) Budte z1,...,z, € V linearné nezavislé.
1: for £k :=1 to n do
k—1
2; Yp = Tp — Z(xk, 2 8 //vypoéitame kolmici
j=1
1 v
3 2y = i ”yk, / /normalizujeme délku na 1
Yk
4: end for
Vystup: z1,...,z, ortonormalni baze prostoru span{xi,...,z,}.

Diikaz. (Spravnost Gramovy—Schmidtovy ortogonalizace.) Matematickou indukei podle n dokazeme, ze
Z1y...,2n je ortonormalni baze prostoru span{zi,...,z,}. Pron =1jeys =z #o0a z = -HleI[‘Tl je
dobfe definované a span{x;} = span{z }.

Indukéni krok n «— n—1. Predpokladejme, Ze 21, ..., z,—1 je ortonormalni baze prostoru span{z,...,z,—1}.
Kdyby bylo vy, = o, tak z,, = 27;11 (Bpi%3 )2 8 By € SDAD{81 500 vsBn-1} = BDEN{E1 e+ o5 By 1 ); €OZ by
byl spor s linearni nezavislosti vektori z1,...,xz,. Proto y, # 0 a z, = myn je dobfe definovany a ma
jednotkovou normu.

Nyni dokdzeme, Ze z1,..., 2, je ortonorméalni systém. Z indukéniho predpokladu je z1,...,z, 1 orto-
normalni systém a proto (2;, z;) je rovno 0 pro i # j a rovno 1 pro i = j. Sta¢i ukazat, Ze z, je kolmé na
ostatni z; pro 7 < n:

1 1 n—1
(#n, 2) = —(yn, 2i) = <rn - Z(x7z,2j)2j,zi>
I [yl

“yn

j=1
1 1 1
=—(z - Brs D518, 8) = —ABny ) — — {85 %) = 1.
llynll ) ||y,,|| Z BT = e [ e
Zbyva ovefit span{zi,...,2z,} = span{z,...,Z,}. Z algoritmu je vidét, ze z, € span{z1,...,2p—1,Zn} C
span{zi,...,z,}, a tedy span{z,...,z,} C span{zy,...,x,}. ProtoZe oba prostory maji stejnou dimenzi,
nastane rovnost (véta 5.42). O

Gramova—-Schmidtova ortogonalizace méa tu prednost, Ze je pouzitelna v kazdém prostoru se skalarnim
sou¢inem. Specialné pii standardnim skalarnim souc¢inu v R" miizeme ortogonalizaci vyjadfit maticové (viz
poznamka 13.9), ale na druhou stranu v tomto pripadé existuji i jiné metody, které maji lepsi numerické
vlastnosti; srov. sekce 13.3.



Véta 8.32 (O ortogonalni projekei). Bud V' vektorovy prostor a U € V. Pak pro kaZdé x € V existuje

rdvé jedna projekce x,, € U do podprostoru U. Navic, je-li zq,..., zy ortonormdlni bize U, pak
p J p U 74 , J p
m
By = E fan 2 V. (8.1)
i=1
o L 25 £ & = e ’ 2 , P » . e m I
Diikaz. Bud z1,...,2m,2Zm+1, ..., 2y rozsifeni na ortonormalni bazi V. Zadefinujme x;; := Zi:l (x, 2;)z; €

U a ukdzeme, ze je to hledany vektor. Nyni

B— Bgr= Yt i (B, %) — Yo A, 2ok = Yo 1B, 21 )2 € UL, (8.2)
Bud y € U libovolné. Nyni méame z — x;; € Ul a xy;; —y € U, viz obrazek:

T

e — 2o

Tudiz (x — x;;) L (2, — y) a mizeme pouzit Pythagorovu vétu, ktera dava

[l — y||2 = ||(z — zy) + (zy — y)l|2 = |lz - IUH2 + ||1L'U - ?J||2 > ||z - 5L'U|]2w

neboli ||z —y|| > ||z — x|, coz dokazuje minimalitu. Abychom dokazali jednoznacnost, uvédomime si, ze
rovnost nastane pouze tehdy, kdyz ||z, — y||* = 0, ¢ili kdyz 2, = y. O

Véta 9.4 (Rédkové linearita determinantu). Bud A € T"*™ a b € T". Pak pro libovolné i = 1, ..., n plati:
det(A + e;b7) = det(A) + det(A + e; (b7 — Ay)).

Jingmi slovy,

al] ces aip aijy ... Qip aj;p ... dip
det l a;1 +b1 ... au+by| =det| a;1 ... ap | +det] by ... b,
anl can Apn Qpl .. Qpp Gpl .. Gpp

Diikaz.

det(A + eibT) = Z Sgn(p)alyp(l) . (ai‘p(i) + bp{'i)) v+ Oy p(n)

pCSn
=Y sgn(P)arp) - Qip(i) -+ Ongp(m) + Y SER(P)ALp(1) - - bp(i) + - - A p(m)
PESH PESn
= det(A) + det(A + e;(b" — Ay)) O

Vzhledem k tvrzeni 9.3 je determinant nejen fadkové, ale i sloupcové linedrni.



Véta 9.9 (Multiplikativnost determinantu). Pro kaZdé A, B € T™*" plati det(AB) = det(A) det(B).

Diikaz. (1) Nejprve uvazujme specialni piipad, kdyz A je matice elementarni tpravy:
1. A = E;(«), vynasobeni i-tého fadku ¢islem «. Potom det(AB) = «det(B) a det(A)det(B) =
adet(B).
2. A = E;;, prohozeni i-tého a j-tého fadku. Pak det(AB) = — det(B) a det(A) det(B) = —1det(B).
3. A= E;;j(«a), pricteni a-nasobku j-tého radku k i-tému. Pak det(AB) = det(B) a det(A) det(B) =
1det(B).

Tedy rovnost plati ve vSech pripadech.

(2) Nyni uvazme obecny piipad. Je-li A singularni, pak i AB je singularni (tvrzeni 3.26) a tedy
podle véty 9.7 je det(AB) = 0 = 0det(B) = det(A)det(B). Je-li A regularni, pak jde rozlozit na soudin
elementarnich matic A = Fy ... E;. Nyni postupujme matematickou indukei, pfipad £ = 1 mame vyfeSeny
v bodé (1), takZze se vénujme indukénimu kroku. Podle indukéniho predpokladu a z bodu (1) dostavame

det(AB) = det(E1(Fs... ExB)) = det(E;) det((Es ... Ex)B)
= det(E;) det(Fs... Ey) det(B) = det(E 1 Es . .. Ey) det(B)
= det(A) det(B). O

Véta 9.11 (Laplaceiv rozvoj podle i-tého fadku). Bud A € T™"*" n > 2. Pak pro kazdé i = 1,...,n
plati

det(A) = Y (~1)"a; det(AY),
i=1

kde AV je matice vanikld z A vyskrtnutim i-tého Fddku a j-tého sloupce.
Pozndamka. Podobné jako podle fadku mizeme rozvijet podle libovolného sloupce.

Diikaz. (1) Nejprve uvazujme piipad A;, = e}r, tj. i-ty fadek matice A je jednotkovy vektor. Postupnym
vymehovanim fadki (4,i+1), (i+1,i+2), ..., (n—1,n) prevedeme jednotkovy vektor do posledniho radku.

Podobné postupujeme pro sloupce a j-ty sloupec pfevedeme na posledni. Vyslednou matici ozna¢me

a znaménko determinantu se zménf koeficientem (—1)(*—9+(n=7) = (_1)"7_ Nynf mame

det(A) = (—1)7 7 det(4) = (1) 3 sen(p) [ [l

PESH i=1
n—1
= (=1)""7 Z sgn(p) H afi,p(,i) = (=1)""7 det(A%).
pip(n)=n =1

(2) Nyni uvazme obecny piipad. Z fadkové linearity determinantu a z predchoziho dostavame

det(A)=det [a;; O ... Of+...+det| 0 ... 0 ai

= a;(=1)"" det(A™) + ..+ az (= 1) det (A™).



Tvrzeni 10.11 (Soucin a soucet vlastnich ¢&isel). Bud A € C"*" s vlastnimi ¢isly A1, ..., \,. Pak
(1) det(A) = A1... A,
(2) trace(A) = A1 + ... + A\,

Diikaz.

(1) Vime, ze det(A — Al,,) = (=1)"(A — A1) ... (A — A\,). Dosazenim A = 0 dostavame det{A) =
(=D)"(=A1) oo (=) = AL A

(2) Porovnejme koeficienty u A”~! riiznych vyjadfeni charakteristického polynomu. V rozvoji det(A —
Al,) dostavame, ze koeficient vznikne pouze ze soudinu (a3 — A)...(an, — A), a ma hodnotu
(=1)" Yai1 + ... + ann). Koeficient u A"~ ! v rozvoji (—=1)"(A — A1)...(A — A) je oividné
(=1)"(=A1 — ... = Ap). Porovnanim tedy (—=1)" Y(a11 +... + anp) = (=1)"(=A1 —... = A,). O

Poznamenejme, Ze porovnanim koeficientii u jinych ¢lenti charakteristického polynomu dostaneme dalsi
vztahy mezi prvky matice A a vlastnimi &isly, ale jiz trochu komplikovanéjsi.

Tvrzeni 10.12 (Vlastnosti vlastnich ¢isel). Necht A € C™™ md viastni éisla Ay, ..., A, a jim odpovidagjici
viastni vektory x4, ..., x,. Pak:

(1) A je requldrni pravé tehdy, kdyz 0 neni jeji vlastni ¢islo,
(2) je-li A reguldrni, pak A~' md vlastnt ¢isla \| L At a vlastni vektory xy, ..., x,,
(8) A% md vlastni &isla )\%, .oy A2 a vlastnd vektory x1, ..., 2y,
aA md vlastni &isla aly, ..., a\, a vlasini vektory xy,...,x,
A md vlastni &isla ceh A lasini vektory ,
+ af, md viastni ¢isla A + o, ..., Ay, + @ a vlastni vektory x1,...,x,,
5) A I i vlastni ¢isla A A lastni vektory

(6) AT mad vlastni éisla M, ..., A, ale vlasini vektory obeené jiné.
Diikaz. Dokidzeme prvni dvé tvrzeni, ostatni nechame ¢tenaii na rozmysleni.

(1) A ma vlastni ¢islo 0 pravé tehdy, kdyz 0 = det(A — 01,,) = det(A), neboli kdyz A je singularni.

(2) Pro kazdé i = 1,....n je Ax; = \;jz;. Pienasobenim A~! dostaneme x; = M A~ 'x; a vydélenim

Ai # 0 pak A 'z = X\ O

Véta 10.22 (Vlastni ¢isla podobnych matic). Podobné matice maji stejnd vlastni cisla.

Diikaz 7 podobnosti matic existuje regularni matice S takova, ze A = SBS L. Pak

pa(A) = det(A — M) = det(SBS ' — ASI,5 1) = det(S(B — AI,)S 1)
= det(S) det(B — Al,) det(S™!) = det(B — A,,) = pp(\).

Obé matice maji stejné charakteristické polynomy, tedy i vlastni ¢isla.



Véta 10.27 (Charakterizace diagonalizovatelnosti). Matice A € C"*" je diagonalizovatelnda prave tehdy,
Edyz md n linedrné nezdvislijch vlastnich vektori.

Diikaz. Tmplikace ,=“. Je-li A diagonalizovatelna, pak méa spektralni rozklad A = SAS L, kde S je
regularni a A diagonélni. Rovnost prepiSeme A4S = SA a porovnanim j-tych sloupcii dostaneme

AS*J' = {AS)*J = (SA)*J = SA*J = SAijj = AjjS*j,
coz miuZzeme nazorné zapsat jako

| | | |
AS=A[S0 ... Sw|=(A1Sa) ... (AwSa) | = SA.

Tedy Aj; je vlastnf ¢islo a S,; je piisludny vlastnf vektor. Sloupce matice S jsou linedrné nezavislé diky
jejf regularité.

Implikace ,,<". Analogicky opa¢énym smérem. Necht A ma vlastni ¢isla A1, ..., A, ajim pFisludf linearné
nezavislé vlastni vektory zi,...,x,. Sestavine regularni matici S = (z; | --- | x,) a diagonalni A =

diag(A1, ..., An). Pak
(AS)y = ASw = Ay = Xty = AyyBy = Blyper) = By = (Bh )
Tedy AS = SA, z ¢ehoz A = SAS™1. O

Véta 10.49 (Spektralni rozklad symetrickych matic). Pro kaZdou symetrickou matici A € R™*™ ezistuje
ortogondlni Q € R™" a diagondlni A € R™ " tak, e A = QAQT.

Diikaz. Matematickou indukei podle n. Pripad n =1 je trividlni: A = A, Q = 1.

Indukéni krok n «— n — 1. Bud A vlastni ¢islo A a z odpovidajici vlastni vektor normovany |z|2 = 1.
Dopliime z, jakoZzto ortonormalni systém (diisledek 8.24), na ortogonalni matici S := (z | ---). Protoze
(A= ML,z = 0, mdme (A — AI,)S = (o] -++), a tudiz ST(A— A[,,)S = ST(o|---)= (0] ---). A jelikoz
je tato matice symetricka, mame

T _ _ 0 OT
ST(A AIn)S—<O A,),

kde A’ je n&jaka symetrickd matice fadu n — 1. Podle indukénfho predpokladu ma spektralni rozklad
A= Q'NQ™, kde A’ je diagonalni a @' ortogonalni. Matice a rovnost roz&fiime o jeden fad takto:

0 oF . o™\ (0 oF 1 &
(0 A _<o Q' (o A (o gLt

coz snadno mizeme ovérit pronasobenim. Oznaéme

il ol v (0 ol
Re(L ). a= (0 %),

Matice R je ortogonalni (véta 8.52(4)), matice A” diagonalni. Nyni mZzeme psat
ST(A - AM,)S = RA"RT,

z ¢ehoz

A=SRA"RTST 4+ AI, = SRA"RTST + ASRRTST = SR(A" + AL,)RTST.

Nyni mame hledany rozklad A = QAQ”, kde Q := SR je ortogonalni matice a A := A” 4+ \I,, je diagonalni.
O
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Véta 10.48 (Vlastni &isla symetrickych matic). Viastni ¢isla redlngjch symetrickych (resp. obecnéji kom-
pleznich hermitovskijch) jsou redlnd.

Diikaz. Bud A € C™™" hermitovska a bud A € C jeji libovolné vlastni ¢islo a z € C™ prislusny vlastni
vektor jednotkové velikosti, tj. ||z||e = 1. Pak Az = Az, pfenasobenim z* mame z* Az = \z*z = \. Nyni

A=A =a"A"r= (T Ae)" =X,

Tedy A = A* a proto A € R.

Véta 11.7 (Charakterizace positivni definitnosti). Bud A € R™" symetrickd. Pak ndsledujici podminky
Jsou ekvivalenini:

(1) A je positivné definitni,

(2) vlastni éisla A jsou kladnd,

(3) existuje matice U € R"™*"™ hodnosti n takovd, e A= UTU.

Diikaz. Implikace (1) = (2): Sporem necht existuje vlastni ¢slo A < 0, a x je prisludny vlastni vektor
s eukleidovskou normou 1. Pak Ax = Az implikuje 2" Az = Az"2z = X < 0. To je spor s positivni
definitnosti A.

Implikace (2) = (3): Protoze A je symetrickd, ma spektralni rozklad A = QAQ?, kde A je diagonalni
matice s prvky Ar,..., A, > 0. Definujme matici A’ jako diagonalni s prvky vAi,...,vA, > 0. Pak
hledana matice je U = A’Q”, nebot UTU = QA'N'QT = QA?Q" = QAQT = A. Uviédomme si, ze U ma
hodnost n a je tudiz regularni, nebot je soucinem dvou regularnich matic.

Implikace (3) = (1): Sporem necht z” Az < 0 pro néjaké = # o. Pak 0 > 27 Az = 27U Uz =
(Ux)'Uz = (Uz,Uz) = ||Uz|3. Tedy musi Uz = o, ale sloupce U jsou linedrné nezavislé, a tak x = o,
Spor. O

Pro positivni semidefinitnost mame nasledujici charakterizaci. Ditkaz jiz neuvadime, je analogicky.
Véta 11.8 (Charakterizace positivni semidelinitnosti). Bud A € R™*" symetrickd. Pak ndsledugici pod-
minky jsou ekvivalenini:

(1) A je positivné semidefinitni,

(2) vlasini ¢isla A jsou nezdipornd,

(3) existuje matice U € R™ ™ takovd, 3¢ A =UTU.

Véta 11.9 (Rekurentni vzorecek na testovani positivn{ definitnosti). Symetrickd matice A = (;‘ a; ), kde
aeR,aeR" L, AeRDX(n1) jo positivne definitni pravé tehdy, kdya >0 a A — %aaT je positioné
definitni.
Diikaz. Implikace ,=“. Bud A positivné definitni. Pak x7 Az > 0 pro viechna = # o, tedy specialné pro
r = e; dostavame o = ef Ae; > 0. Dale, bud 7 € R" 1, & # o. Pak

T 1 T~

L — L) = 5 — M5} = (—LeF5 &) (2’ 'z) (—ag ”3) >0,

Implikace ,,<=*. Bud = = (g) € R™. Pak
a al B3 =
Az = (8 i7) ( ~) (5:) = af® +2Ba” & + &7 Az
=T (A~ Laa")7 + (Vap + ﬁaT:E)z > 0.

Rovnost nastane pouze tehdy, kdyz & = o a druhy Ctverec je nulovy, tj. 3 = 0. d



Véta 11.10 (Choleského rozklad). Pro kaidou positivné definitni matici A € R™*"™ existuje jedind dolni
trojiihelnikovd matice L € R™" s kladnou diagondlou takovd, e A = LLT.
Diikaz. Matematickou indukef podle n. Pro n =1 mame A = (a11) a L = (\/a11).

Indukéni krok n < n — 1. Méjme A = (a ’ ) Podle véty 119 jea >0a A — —aa je positivné defi-
nitni. Tedy dle indukéniho predpokladu existuje dolni trojihelnikova matice L € R*~1Dx(=1) g kladnou

e - AL
diagonalou tak, ze A — %aaT = LLT. Potom L = (7\’1/_5‘1 ni ), nebot

T .L 24 T
L= (Yo o) (Ve e (C“ LS “T>ﬁ4
7l L 0 T a =aa’ + LL

Pro diikaz jednozna¢nosti méjme jiny rozklad A = L'L'", kde L' = (b > ) Pak

a al m_ (B Bb"
(a A) A=ED (,B‘b bbT+i'E'T>‘

Porovnanim matic dostaneme: 3 = /a, b = %a a A=0bb" +L'L'", neboli /LT = A — Laa®. Jenze
podle induléniho predpokladu je A — —a = LL" jednoznatné, tedy L'=L atudizil' =L. O

Tvrzeni 11.15 (Sylvestrovo® kriterium positivni definitnosti). Symetrickd matice A € R™ " je positivne
definitni prdvé tehdy, kdyZ determinanty vsech hlavnich vedoucich podmatic Ay, ..., A, jsou kladné, pricemz
A; je levd horni podmatice A velikosti i (tj. vznikne z A odstranénim poslednich n — i Tdadki a sloupcii).

Diikaz. Implikace ,,=“. Bud A € R™*" positivné definitni. Pak pro kazdé i = 1,...,n je A; positivné
definitni, nebot pokud z¥ A;xz < 0 pro jisté x # o, tak (z7 0T)A (%) = x¥ A;x < 0. Tedy A; ma kladna
vlastni ¢isla a jeji determinant je také kladny (je roven sou¢inu vlastnich ¢isel).

Implikace ,,<=“. Béhem Gaussovy eliminace matice A jsou vSechny pivoty kladné, nebot pokud je i-ty

pivot prvni nekladny, pak det(A;) < 0. Podle tvrzeni 11.14 je tedy A positivné definitni. O

Véta 11.17 (Skalarni soudin a positivni definitnost). Operace (x,y) je skaldrnim soucinem v R"™ prdvé
tehdy, kdy? md tvar (x,y) = 2T Ay pro néjakou positivné definitni matici A € R™*",

Diikaz. Implikace ,=*. Definijme matici A € R"*" pfedpisem a;; = (e;,¢€;), kde e;,¢e; jsou standardni
jednotkové vektory. Matice A je zjevné symetrickd, ale nemusi byt jednotkova, protoze dany skalarni soucin
nemusi byt ten standardni. Nyni podle linearity skaldrntho sou¢inu v prvni i druhé slozce miizeme psat

= <i .’L’ieigzi:yjej> = ZI1<C“Z%€J>

=1
n n
= E E Ty lei €s) E E Z;iYj0i; =T Ay
i=1 j=1 i=1 j=1

Matice A musi byt positivné definitni, nebof z definice skalarniho sou¢inu 2z’ Ax = {x,z) > 0 a nulové jen
pro x = o.

Implikace ,<=“. Necht A je positivné definitni. Pak {(x,y) = z7 Ay tvoii skalarni soudin: {x,z) =
T Az > 0 a nulové jen pro x = o, je linearni v prvni slozce a je symetricky nebof

(z,y) = 2" Ay = (a7 Ay)" = y" ATz = y" Az = (y,z). O



Véta 12.12 (Sylvestriv zakon setrvaénostil)). Bud f(x) = 2T Az kvadratickd forma. Pak existuje bdze,
Vit niZ md [ diagondlni matici s proky 1, —1,0. Navic, tato matice je aZ na pofadi prvki jednoznacnd.

Diikaz. ,Existence”. ProtoZe A je symetrické, tak ma spektralni rozklad A = QAQ™, kde A = diag(Ai, ..., An).
Tedy A = QT AQ je diagonalizace formy. Abychom docilili na diagonale +1, tak provedeme jesté tipravu
AN QT AQAN, kde A’ je diagonalni matice s prvky A}, = /\i|_%, pokud \; # 0 a A}, =1 jinak. Nynf mizeme
QA’ povazovat za matici , [id]; pfechodu od hledané baze B do kanonické baze. Tudiz bazi B vycteme
ve sloupcich matice QA’.

»Jednoznacnost®. Sporem piedpokladejme, Ze mame dvé riizné diagonalizace D, D’

1 ...pp+1 ... ¢ qg+1 ... n 1 ...pp+1 ... ¢ g+1 ... n
1 1
1 1
—1 =
D= 5 D/=
=], —1
0 0
0 0
Prvni necht odpovida bazi B = {wi,...,w,} a druha bazi B’ = {w],...,w/,}. Bud u € R" libovolné a

necht mé soutadnice y = [u]p, 2 = [u]p/. Pak podle véty 12.6

f(u) =D =y"Dy=1f+...+y2 —yo1— .. — Yo +0y2 1 +...+0y2,

f@)=[sDg =2"TD'z=22+... 422 - 22 1 —...— 22 + 022 +... + 022

Nejprve si povéimneme, ze ¢ = t. Protoze D = ST D'S pro néjakou regularni S, konkrétné pro S = plidlg,
tak matice D, D’ maji stejnou hodnost. TudiZz musi ¢ = t. Nyni zbyva ukazat, Ze nutné p = s. Bez ijmy na
obecnosti predpokladejme p > s. Definujme prostory P = span{w,...,w,} a R = span{w} ,... ,w}}.
Pak

dmPNR=dmP+dimR—dim(P+R)>p+(n—s)—n=p—s2>1.

Tedy existuje nenulovy vektor u € PNRaproné mameuw = > -, yw; = > ., z;w,, z ¢ehoz dostavame
Y Yy i=1 j=s+1%J

2 2
22, —...—Z <0

2 o2 sl
f(u):{ Y+ T

To je spor. O



