Datum: Jméno:

Pisemna c¢ast zkouky z VPL.
Pocet uloh: 3.

Pokyny pro vypracovani.

Odpovéd A(no)/N(e) nebo relevantni hodnotu & vyraz v nejjednoduim tvaru uvedte do rdmecku pro Odpovéd’ Zdtvodnéni
ka«dé polo«ky odpovédi uvedte do rdmecku Zdavodnéni, neni-li feceno jinak.

Zdivodnéni se provadi odkazem na relevantni poucky a veobecna fakta a spravnou logickou argumentaci. Musi byt dale
dostate¢né podrobné; napf. argument ,plyne to z véty o kompaktnosti“ bez daliho mti«e byt principidlné spravny, avak nikoli
dostate¢né podrobny. Vypracovani je tfeba psat Citelné a prehledné.

Hodnoceni.

Uloha je rozieena spravng, se ziskem 2 body, jsou-li vechny jeji ¢asti zodpovézeny spravné véetné po« adovanych zdtivodnéni;
jinak je rozfeena nesprdvné. Pisemnd zkouka je absolvovéna uspéné resp. dostatecné, jsou-li rozfeeny spravné 3 (6 b.) resp. 2
tilohy (4b.); jinak je absolvovdna nedostateéné. Casteéné feeni (pIné) spravné nerozieené tilohy mii«e znamenat zisk zlomki
bodti a pozitivné ovlivnit Gspénost absolvovani pisemné zkouky.

Konvence a znadéeni.
Oznaceni symbolt riiznymi pismeny ¢ znaky znamend, «e jde o rizné symboly, neni-li vyslovné uvedeno jinak. (Napf.,z,y
jsou proménné“ znaci, «e xz,y jsou riizné proménné.)
Jednoduchd extenze teorie T je extenze teorie T' ve stejném jazyce, jaky ma T
Ohodnoceni v prvovyroka {po,...,pi—1} se znadi také jako I-tice (v(po),...,v(pi—1)).
V tdlohéach z predikatové logiky jsou vechny jazyky a teorie v logice s rovnosti, neni-li vyslovné uvedeno jinak.



VL

A) Nech, mno«ina IP vech prvovyrokt je l-prvkovd s I € N, 1y, 11 jsou P-vyroky s F ¢g — 11 a m; = [M(¥;)], ¢ =0, 1.
a)  Uvedte [M(¥p1 — ).
b) Kolik je P-vyroki ¢ s - ¢y — ¢, F ¢ — 11, ztoto«nime-li ekvivalentni?

Odpovéd.

a) 2l —my +mg.

b) 2m-mo,

Zduvodnéni.

C M(¢1) a M(=¢1) = 2 —my.

a) M1 — 1) = M(—1) UM(1)p) disjunktné diky M(zbg)
C M(¢1); takovych K je 2m1—mo,

b) Jde préavé o poet mno«in K = M(p) s M(¢pg) C K

B) Budte p, ¢ dva riizné prvovyroky a — nech, zna¢i vyluénou disjunkci ¢ili XOR.
a) Napite (co nejjednodui) axiomatiku teorie T'= {p = ¢}, tvofenou jen klauzulemi.
b) Nech, mno«ina P vech prvovyroku je I-prvkova s 2 <1 € N. Uvedte |M(p = q)|.
Odpovéd.

a) {pVaqg-pV-q}
b) 271

Zduvodnéni.

a) EvidentnéFp =g+« (pVq) & (—pV —q).
b) Jeto 2-272 nebo, to je velikost mno«iny M(T) = {v : P — 2; v(p) = —1v(q)}.




[PL]

e Bud T jednoduché extenze teorie ¢asteéného uspofadani (v jazyce (<) s rovnosti) o axiom x tvaru
Ve, y)(Fe)(x < z&y<z& (V2)((r <2 &y <2)— 2<2)) (,kacdd dvouprvkovd mno«ina ma supremum®).
e Bud A = (N, <4) kde <A=< —{(0,1)}. (< zna¢i obvyklé usporadani N. Zfejmé je 0 £4 1 £4 0.)

A)
a) Je struktura A model T?
b) Je formule x’ tvaru (Vu,v)(32)(Vz)(u < z2& v <z & (u <2 & v <z’ — z < 2')) prenexni ekvivalent x?
¢) Bud déle F unarni funkéni symbol a
x° bud formule (Vu,v)(Vz')(u < F(u) & v < F(v) & (u <2 &v <2 — (Flu) <2 & F(v) <2))).
Je x° Skolemova varianta formule x’'?
d) Je T oteviené axiomatizovatelna?

Odpovéd.

a) A

b) A

c) N

d N
Zduvodnéni.

a) Jasné je A= T. (supy{0,1} = 2, sup 4{m,n} = max{m,n}, je-li m > 2 nebo n > 2.)

b) Ziska se z y prenexnimi operacemi.

¢) Skolemova varianta formule X’ musi byt v jazyce s bindrnim funkénim symbolem diky (Vu,v)(3z) na zadatku yx'.
d) Podstruktura B = AJ{0,1} modelu A teorie T' neni model 7', nebo, {0,1} nemd v B supremum.

B) Bud ¢ formule (Fy)(—(z < y) & ~(y < x)).
a) Existuje vlastni elementarni extenze B > A tak, «e {a € A; A= ¢a]} C {b € B; B = [b]}?
b) Existuje vlastni elementdrni extenze B > A tak, «e {a € A; A= a]} C{be€ B; B} —[b]}?

Odpovéd.

a) N
b) A
Zduvodnéni.

a) Bud B > A. Proto«e v A plati ,existuji pravé dva prvky splitujici ¢“, plati to i v B a tedy

{ae A Al=la]} ={be B; BI=y[bl}.
b) BudB> A AC B.Je{a€ A; AEla]} ={be B; Bl y[b)}, tedy {a € A; A= —la]} C {b€ B; B[]}




ULOHA 3| [PL] Bud T extenze teorie SCy naslednika s nulou pravé jen o jeden konstantni symbol ¢ (a o «4dny novy
mimologicky axiom).

A) Ktera z nasledujicich tvrzeni plati? (A/N)
a) I(w,T)=1.
b) T je kompletni.
¢) T je rozhodnutelnd.
d) T ma eliminaci kvantifikitori.
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Zduvodnéni.

a) (N,S,0,0) 2 (N,S,0,1). Podrobnéji: I(w,T) = w. Jednoduché kompletni extenze teorie T jsou T, = T U {c¢ = n}
prone€NaT,=TU{c#n;neN}. Pron €N jel(wT,) =w=1(w,Tw) z analogickych divodi, jako je
I(w,SCp) = w.

b) ¢ =0 je nezévisla sentence teorie T'.

¢) T mé rekurzivni kompletaci. Nebo, jednoduché kompletni extenze teorie T jsou T,, = T U {c =n} pron € Na
Too =T U{c#mn;neN}

d) T je 1-koexistenéni; plyne to zcela stejné jako pro SCy. Jiné feeni. T je extenze SCy o novy konstantni symbol a
«adné nové mimologické axiomy. Tedy 7' mé eliminaci kvantifikatord, ma-li SCy, a SCy ma.

B) Kterd z nésledujicich tvrzeni plati? (A/N)
a) Teorie S = Th((N,S,0,1)) je ekvivalentni s jednoduchou extenzi T" teorie T' o axiom ¢ = S0.
b) Teorie S = Th((N,S,0,1)) je koneéné axiomatizovatelna.

Odpovéd.

a) A
b) N

Zduvodnéni.

a) Staci ukdzat, «e T’ je kompletni, nebo, (N;S;0,1) | T’. Kompletnost 7" plyne z kategorického krite-
ria, nebo, I(k,T') = 1 pro ka«dou nekonecnou nespocetnou velikost k a T’ mé jen nekoneéné modely.
Jiny dikaz kompletnosti 7. 77 mé eliminaci kvantifikdtordt (i 7" mé eliminaci kvantifikitort) a (N,S,0,1) je
algebraicky prvomodel T".

b) Kdyby T’ byla kone¢né axiomatizovan, lo by jeji SC-schema nahradit jeho koneénym fragmentem {S"z # z; 0 <
n < k} pro jisté k > 1. Existuje model T”, obsahujici (N,S,0,1) a ¢4st izomorfni s (k, S), kde Sn = n + 1 pro
n <k—1,S(k—1) = 0; to neni model 7", nebo, v ném plati (3z)(S¥z = x) — spor.




