Datum: Jméno:

Pisemna c¢ast zkouky z VPL.
Pocet uloh: 3.

Pokyny pro vypracovani.

Odpovéd A(no)/N(e) nebo relevantni hodnotu & vyraz v nejjednoduim tvaru uvedte do rdmecku pro Odpovéd’ Zdtvodnéni
ka«dé polo«ky odpovédi uvedte do rdmecku Zdavodnéni, neni-li feceno jinak.

Zdivodnéni se provadi odkazem na relevantni poucky a veobecna fakta a spravnou logickou argumentaci. Musi byt dale
dostate¢né podrobné; napf. argument ,plyne to z véty o kompaktnosti“ bez daliho mti«e byt principidlné spravny, avak nikoli
dostate¢né podrobny. Vypracovani je tfeba psat Citelné a prehledné.

Hodnoceni.

Uloha je rozieena spravng, se ziskem 2 body, jsou-li vechny jeji ¢asti zodpovézeny spravné véetné po« adovanych zdtivodnéni;
jinak je rozfeena nesprdvné. Pisemnd zkouka je absolvovéna uspéné resp. dostatecné, jsou-li rozfeeny spravné 3 (6 b.) resp. 2
tilohy (4b.); jinak je absolvovdna nedostateéné. Casteéné feeni (pIné) spravné nerozieené tilohy mii«e znamenat zisk zlomki
bodti a pozitivné ovlivnit Gspénost absolvovani pisemné zkouky.

Konvence a znadéeni.
Oznaceni symbolt riiznymi pismeny ¢ znaky znamend, «e jde o rizné symboly, neni-li vyslovné uvedeno jinak. (Napf.,z,y
jsou proménné“ znaci, «e xz,y jsou riizné proménné.)
Jednoduchd extenze teorie T je extenze teorie T' ve stejném jazyce, jaky ma T
Ohodnoceni v prvovyroka {po,...,pi—1} se znadi také jako I-tice (v(po),...,v(pi—1)).
V tdlohéach z predikatové logiky jsou vechny jazyky a teorie v logice s rovnosti, neni-li vyslovné uvedeno jinak.



VL

A) Nech, mno«ina P vech prvovyrokii je koneéna, K C ™2 (je néjakd mno«ina ohodnoceni prvovyroki z P).
a) Napite mno«inu 7" klauzuli, axiomatizujici K.
b) Kolik je P-vyroki ¢ s T |= ¢, ztoto«nime-li ekvivalentni?

Odpovéd.

a) {Vyepp';0veR—K}.
b) 22—k,

Zduvodnéni.

a) Jasné pro w € ™2 je w model uvedenych klauzuli, pravé kdy« w € K.
b) M4 pravé platit K C M(p), tj. jde o pocet mno«in M s K C M C ™2 (nebo, ka«da takova M uréuje a« na
ekvivalenci jednu P-formuli ¢ s M(¢) = M). Uvedenych M je pravé 92"l IK|

B) Bud T néjaka vyrokova teorie a ¢, jeji dva vyroky. Kterd z nasledujicich tvrzeni plati? (A/N)
a) (TFe=TFHF4) implikuje (TF ¢ — ).
b) TE=(e—=1) < MT)CM(p)—-M©).

Odpovéd.

a) N
b) A

Zduvodnéni.

a) Protipfiklad: pro dva rtzné prvovyroky p,q mame - p =F ¢, ale /¥ p — q.
b) Thko(p—=1) & Th(p&) & MT)CMp)N-M)=M(p) - M)
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Bud T teorie v jazyce () s rovnosti a bindrnim funkénim symbolem -, pfi¢em« axiomatika T je {xo, x1}, kde:
Xojewr-y=y -z,  xije(@r,y)(z#y) & (V2)(Fy)(y-y =)

A)
a) Je struktura (C,-) model T? (C je mno«ina komplexnich ¢isel a - je obvyklé ndsobeni komplexnich ¢isel.)
b) Je formule x} tvaru (Ju,v)3y)(Vz)(u # v & y -y = z) ekvivalentni s x1?
¢) Budte dale ¢, d konstantni symboly, G unarni funkéni symbol a
x§ bud formule (Vz)(c # d & G(z) - G(z) = x).
Je x§ Skolemova varianta néjaké formule ekvivalentni s x1?
d) S bud (-, ¢,d, G)-teorie s axiomatikou {xo, x5} Je S konzervativni extenze T'?
Odpoved
a) A
b) N
c) A
d A
Zduvodnéni.

a) Jasnéje (C,-) =T.

b) V (C,-) plati x1, neplati vak x}; tedy x1 neni ekvivalentni s x}. (Misto (C,-) lze vzit napf. té« ({0,1},-), kde -
je obvyklé nésobeni pfirozenych ¢isel.)

¢) Formule (Ju,v)(Vz)(Jy)(u # v & y -y = ), liici se od x} jen prohozenim (Jy) a (Vz), je v prenexnim tvaru a
ekvivalentni s x;. Formule X9 je jeji Skolemova varianta, co« plyne bezprostiedné z definice.

d) Proto«e je x§ Skolemova varianta ekvivalentu axiomu y; v prenexnim tvaru, je extenze T” teorie T o X} konzer-
vativni extenze T (co« plyne z véty o extenzi o funkéni symbol). Diky F x§ — x1 vynechdnim axiomu x; ziskdme
teorii ekvivalentni s 7" a je to ovem teorie s axiomatikou {xo, x{}, tj. teorie S.

B) Bud 7" extenze T o néasledujici definici undrniho predikatového symbolu R:
R(x) < (Vy,2)((y-y=x&z-z2=1x) > y=2).
a) Nech, ¢ je L(T")-formule (32)R(z) a ¢* jeji dR-pieklad do T. Napite ¢*.
b) Plati 7" F (Vz)R(x)?

Odpovéd.

a) (F)Vy,y)(y-y=z2&y -y =2)—y=9") (sy,y riznymi od z, ).
b) N

Zduvodnéni.

a) dR-pieklad se ziskd dle definice nahrazenim ka¢dé podformule R(t) variantou definujici formule o termu ¢, ve
které neni «adna proménna formule ¢ kvantifikovana. V naem pripadé dostaneme napi. uvedené.

b) (C,-,r), kde - je obvyklé ndsobeni komplexnich ¢isel a r je (jednoznaéné uréend) realizace symbolu R, je model
T’, ve kterém plati (3x)-R(z), nebo napf. (C,-,r) E -R(z)[1] diky 1 =1-1=(-1)-(-1).




ULOHA 3| [PL] Bud T extenze teorie DeL.O hustého linedrniho uspotadani bez konctt pravé jen o dva konstantni symboly
¢,d (a o «4dny novy mimologicky axiom).

A) Ktera z nasledujicich tvrzeni plati? (A/N)
a) I(w,T)=4.
b) T je rozhodnutelnd.
¢) T maé eliminaci kvantifikitori.
d) T ma pravé dva algebraické prvomodely.

Odpovéd.

a) N

b) A

c) A

d N
Zduvodnéni.

a) I(w,T) = 3. Dva spocetné modely teorie T" jsou jasné izomorfni, pravé kdy« v obou plati ¢ = d nebo v obou plati
¢ <d& c# dnebo vobouplatid < c& ¢ # d.

b) T je extenze DeLO jen o dva nové konstantni symboly, tedy 7' a DeLO jsou ekvirozhodnutelné dle kriteria
nerozhodnutelnosti. Proto«e je rozhodnutelné DeLLO, je i T. Jiné feeni. T' ma praveé tii neekvivalentni jednoduché
kompletni extenze, toti«c TU{c =d}, TU{c < d & c# d} aTU{d < ¢ & ¢ # d}; tudi« ma T rekurzivni
kompletaci.

¢) T je jasné f-homogenni. (Diky existenci parcidlniho vnofeni mezi dvéma modely teorie T' v obou plati ¢ = d nebo
v obou plati ¢ < d & ¢ # d nebo v obou plati d < c & ¢ # d.)

d) T nemd «&dny algebraicky prvomodel, nebo  spocetny model teorie T, ve kterém plati ¢ = d, nelze vnofit do
spocetného modelu T, ve kterém plati ¢ # d.

B) Bud A= (Q,<,0,0) (kde < je obvyklé uspofadani racionalnich é&isel).
a) Uvedte vechny neprazdné mno«iny D C Q definovatelné bez parametr v A a navic ,minimalni“, tj. takové, «e
jakmile mno«ina D’ je definovatelnd bez parametri v .A a D’ C D, tak D’ = () nebo D’ = D.
b) Kolik je pravé podmno«in Q definovatelnych bez parametra v .A?

Odpovéd.

)

(—00,0), {0}, (0,+00). ((-,-) znadi interval v Q.)
b) 8 (=

23).

Zduvodnéni.

a) A ET aT ma eliminaci kvantifikdtord. Tudi« vechny bez parametrti v A4 definovatelné podmno«iny Q se ziskaji
pomoci —, N a U z mno«in definovanych bez parametra atomickymi formulemi, kterymi jsou z < z, z = z, = = ¢,
r < ¢, ¢ <z (formule s d nemusime uva«ovat diky ¢4 = 0 = d*). Uvedené formule definuji po fadé mno«iny: Q,
Q, {0}, (=00, 0], [0, +00). Hledané mno«iny D jsou tudi« pravé (—oo,0), {0}, (0, +00).

b) Diky minimalité (—oc,0), {0}, (0, 4+00) jsou uvakované definovatelné mno«iny pravé tvorené sjednocenim nékte-
rych z uvedenych (véetnd prazdné), je jich tedy pravé tolik, kolik je podmno«in t¥iprvkové mno«iny, tj. 23 = 8.




