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Matematicka logika

Matematicka logika

@ objasiuje vztah jazyka (syntaxe) a vyznamu (sémantiky)

o formalizuje a precizuje zakladni pojmy — tvrzeni, axiom, teorie,
diikaz, pravdivost, model

@ syntaxe — je vybudovéna jako kalkulus konecnych sekvenci
symboli (v rdmci teorie mnozin; pro koneéné jazyky staci
predpokladat aritmetiku pfirozenych &isel)

@ sémantika — je zalozena na pojmu struktury, vybudovana v
rdmci teorie mnozin

Petr Glivicky Predikatova (a vyrokova) logika



Predbéznosti
Koncept logiky
Vyrokova logika
Predikatova logika

Nerinl a nerozhodnutelnost

Predbéznosti

Kapitola 1: Pfedbéznosti



Predbéznosti

PredbézZnosti

Uvedeme nyni zakladni pojmy, které ndm umozni presné
formalizovat syntaxi a sémantiku logiky. Uvedeny vyklad lIze chipat
jako provadény v ramci néjaké (i naivni) teorie mnozin.

Trida danda mnozinovym vztahem V je soubor vSech objekti
(mnozin) x, o nichz V(x) plati, zapisujeme ji jako {x;V(x)}.
Neni-li tfida mnoZinou, nazyva se vlastni trida. Napfriklad

V = {x; x = x} je trida vSech mnozin. Skute¢nost, Ze mnozina x je
prvkem tFidy Y resp. mnoziny y, zapisujeme jako x € Y resp. x € y.

Symboly (), U, N, — znadi po fadé prazdnou mnozinu (danou
vztahem () = {x; x # x}), sjednoceni, prinik a rozdil mnoZin.
Zapis {xo, ..., Xp—1} zna¢i mnozinu obsahujici pravé n-prvki

X0y -+ -y Xn—1, specidlné {x, y} je neusporadana dvojice mnozin x,y
a {x} je singleton x, tj. mnozina s jedinym prvkem x.
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Predbéznosti

PredbézZnosti

Mnoziny x, y jsou disjunktni, je-li x Ny = (). MnoZina x je
podmnozinou mnoziny y, je-li z € y, pro kazdé z € x; znacime to
x C y. Mnozina vSech podmnozin y se nazyva potence y a znaci
se P(y) = {x;x C y}. Sjednocenim (téz sumou) mnoZiny x je
mnozina | Jx = {z;z € y pro néjaké y € x}.

Usporadana dvojice mnozin x, y se znaéni (x, y), definuje se jako
(x,y) = {x,{x,y}}. Indukci definujeme uspofadanou n-tici
(X0, -y Xp—1) pro n > 2: (xp,-..,xn—-1) = (X0, - Xn—2), Xn—1)-

Kartézsky soucin X x Y mnozin X, Y je mnozina

{(x,y)ix € X,y € Y}. Kartézskd mocnina mnoziny X je
definovana induktivné X° = {0}, X=X, X"=X""1x X. Pro
n > 2 jsou pak prvky X" pravé n-tice (xp,...,xn—1) s x; € X.
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Predbéznosti

PredbézZnosti

Disjunktni sjednoceni mnozin x, y zna¢ime x & y, je definovano
jako mnozina ({0} x x) U ({{0}} x y).
Relace je jakdkoli mnozina usporddanych dvojic (i prazdna). Misto
(x,y) € R piseme nékdy R(x,y) & x Ry. Defini¢ni obor relace R
je mnozina dom(R) = {x;pro néjaké y je (x,y) € R}, obor hodnot
relace R je mnozina rng(R) = {y;pro néjaké x je (x,y) € R}.
Extenze prvku x v relaci R je mnozina R[x| = {y; (x,y) € R}.
Relace R je na mnoziné X

o reflexivni, pokud R(x,x) pro x € X,

@ symetrickd, pokud R(x,y) implikuje R(y,x) pro x,y € X,

@ tranzitivni, pokud R(x,y) a R(y, z) implikuje R(x,z) pro

x,y,z € X.
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Predbéznosti

PredbézZnosti

Relace R, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni na X a
dom(R) = rng(R) = X, se nazyva ekvivalence na X.

Je-li R ekvivalence na X, nazyvdme mnozinu R[x] faktor ¢i trida
ekvivalence prvku x dle R a X/R = {R[x]; x € X} faktorizace X
dle R. Pro rtizné faktory a,b € X/R je an b= () a déle

U X/R = X, fikdme, Zze X/R tvofi rozklad X dle R.

Existuje-li pro kazdé x € dom(R) jediné y s R(x,y), fikime, ze R
je funkce. Piseme pak R(x) misto y (pak R(x) =y znadi R(x,y))
a y nazyvame hodnotou funkce R v x. Zapis f : X — Y Cteme f
je funkce z X do Y a znadi, ze f je funkce s dom(f) = X a
rng(f) C Y. Funkce f je prostd, kdyz pro x # y z dom(f) je
f(x)# f(y),ajena Y, kdyzrng(f)=Y.Dalef: X = Y je
bijekce X a Y, je-li prostd a na Y.
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Predbéznosti

PredbézZnosti

Pro prostou funkci f : X — Y je f 1 = {(y,x); (x,y) € f}
inverzni funkce k f. Pro funkce f : X — Y ag:Y — Z je jejich
slozeni f o g znadené téz gf definovano jako (f o g)(x) = g(f(x)).
Obraz mnoziny A pres funkci f je mnozina f[A] = {b; f(a) = b pro
néjaké a € A}.

MnoZinu véech funkci z X do Y zna&ime XY.

Nékdy pro funkci f s dom(f) = I piSeme f; misto (i) a (f;);c;
misto f; fikdme pak, ze f; je i-ty ¢len souboru (f;);es s indexovou
mnozinou /. Misto |Jrng(f) pak piseme | J;., fi ¢i U{fi;i € I}.

Prirozena cisla jsou definovana indukci vztahem n = {0,...,n—1},
tedy specidlng€ 0 =0, 1 = {0} = {0}, 2={0,1} = {0, {0} }.

Mnozinu vSech prirozenych Cisel znacime N ¢i téz w.
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Predbéznosti

PredbézZnosti

Konecna posloupnost neboli sekvence je kazda funkce x s
dom(x) = n pro néjaké n € N. Sekvenci x zapisujeme nej¢astéji
jako soubor s indexovou mnozinou n, tj. (xj);en ¢i ekvivalentné

(x0,-...xp—1) nebo jen x. Je-li dom(x) = n, fikdme, Ze n je délka
x a znaime ji /(x). Déle konkatenace x_y sekvenci x,y délek m, n
je sekvence (xp, ..., Xm—1,Y0,-- -, Yn—1). Je-li z sekvence sekvenci,

I(z) = n, je konkatenaci z sekvence Lz = zp_ ... _zp_1.

x je sekvence v mnoziné X, je-li rng(x) C X. Mnozinu vsech
sekvenci v X definujeme jako X* = J,cn "X.

Sekvenci (xg, ..., Xxp—1) € "X déle ztotoziujeme s tici
(x0,---,xn—1) € X" a podobné "X ztotoziiujeme s X".
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Predbéznosti

PredbézZnosti

Rikdme, Ze mnoZina x ma mensi nebo rovnou velikost ne? y a
znadime to x < y, kdyZ existuje prosta funkce f : x — y. MnoZina
x ma stejnou velikost jako y, znalime x ~ y, kdyz existuje bijekce
f 1 x — y. MnoZina x ma mensi velikost nez y, znadime x < y,
kdyZ x < y aneni x &~ y.

Dle Cantor-Bernsteinovy véty x < y a y < x implikuje x =~ y.

Ke kazdé mnoziné x existuje tzv. kardinalni Cislo k, pro néjz x ~ k,
piSeme pak |x| = K a |x| nazyvame velikost &i kardinalita x. Je-li x
konecna, je |x| pfirozené Cislo.

Déle zna¢ime |N| = w a fikdme, Ze x je spocetna, je-li |x| = w (tj.
x =~ N). Neni-li x spoletnd, je nespocetna. Mnozina R je
nespocetnd, jeji velikost znacime ¢ a nazyvame ji velikost kontinua
¢i jen kontinuum.
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Predbéznosti

PredbézZnosti

Na tfidé Cn vSech kardinalnich Cisel Ize zavést linedrni usporadani
<, pro k,A € Cn pak plati Kk < A& k€ A& k < A\ a kazda
neprazdna podmnozina Cn ma nejmensi prvek. Nejmensi kardinalni
&islo v&tsi nez x znadime kT, je to kardindlni naslednik k.

Soucet, soucin a mocnina kardinalnich Cisel se definuji jako
K+ A=|kWAl 5\ =]k x A ar’=]|k|. Pak plati:

O x+ X=k-\X=max(k,\), pokud (*),

Q M =k Rt (KM = M |P(x)] = 2K > x|

Q r'=rjelin>wan>0, Uy x| <|-sup{|xil;iel},
Q NI =[Z] =[Q =w <c=2Y=[R[ = [P(w)] = [*2|.

(*) vySe znaci podminku: jedno z k, A je nekone¢né a k, A > 0.
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Predbéznosti

PredbézZnosti

Pro n € N je n-arni relace neboli relace arity (¢etnosti) n na X
jakakoli mnozina R C X". Specialné tedy 1-arni relace na A je
podmnozina A a 0-arni relace na A je podmnozina A° = {(}, tj.
() = 0 nebo {0} = 1. 0-4rni a 1-arni relace neni tedy relace v dfive
uvedeném smyslu, tj. neni to mnozina usporadanych dvojic.

Totélni funkce arity (¢etnosti) n neboli totalni n-arni funkce z X do
Y je funkce F : X" — Y. Je-li v pfedchozim X = Y/, nazyvame F
n-arni operace nad X. Specidlné 0-arni funkce F je tvaru {(0,y)}
pro néjaké y € Y, takovou funkci ztotoZznujeme s y a rikdme, ze F
je konstanta y v Y.

Aritu relace R resp. funkce F znadime ar(R) resp. ar(F). Relaci ¢i
funkci Cetnosti 0 resp. 1 resp. 2 nazyvame téz nuldrni resp. undrni
resp. bindrni.
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Jazyk L predikdtové logiky je tvoren logickymi a mimologickymi
symboly, pfipadné jesté symbolem rovnosti =.
Logické symboly jsou

@ proménné vy, vi, ... tvorici nekone¢nou spocetnou mnozinu
Var (znaime je asto x,y, z,...)

o logické spojky — (negace) a — (implikace)
@ obecné kvantifikace Vy pro vSechny proménné x

Ostatni logické spojky V, &, <> a existenéni kvantifikace dy
zavadime jako zkratky.
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Mimologické symboly mohou byt dvou typu:
@ relacni, tvofici mnozinu R,
@ funkdni, tvofici mnozinu Fj .

Pfitom R, a F| jsou disjunktni (mohou byt i prazdné) a
neobsahuji Zadny logicky symbol ani symbol =. Je-li jazyk L
ziejmy z kontextu nebo nepodstatny, vynechavame index L.

Kazdému mimologickému symbolu S € S, kde S je R &i F je
navic jednoznaéné pfifazena jeho Cetnost (arita) ars(S) € N,
mame tedy ars : S — N. Funkcni symboly arity 0 nazyvame téz
konstantni symboly.
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Symbol = neni logicky ani mimologicky. Pokladdme ho za relacni
symbol arity 2.

Je-li = symbolem jazyka L, fikdme, Ze jde o jazyk s rovnosti, jinak
je bez rovnosti. Neni-li dale vyslovné uvedeno jinak, je kazdy jazyk

s rovnosti. Postulujeme dale také, ze kazdy jazyk obsahuje alespon
jeden relaéni symbol (mimologicky nebo =).
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Signatura jazyka L je dvojice (R, F;), kde R; = (R,argr,) a
£L = (‘FLvar}-L)-

Jazyk je urlen svoji signaturou a informaci, zda je s rovnosti ¢i bez
rovnosti. Proto obvykle ztotozinujeme jazyk s jeho signaturou.

Casto pouzivame volnéjsi zapis signatury jazyka ve formé
posloupnosti (v libovolném pofadi) jeho mimologickych symboli, k
niz slovné dodavame typy a arity uvedenych symbold.

MUzeme tak napriklad definovat jazyk L nasledovné:

Priklad: Necht L = (0,1,+,-,<), kde symboly 0,1 jsou nuldrni
funkéni, +,- bindrni funkéni a < bindrni rela¢ni. Pak R, = {<},
Fir=A{0,1,+,-}, arg,(<) =2, arg,(0) = arg, (1) =0, arg, (+) =
aI'}‘L(~) = 2.
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PredbéZnosti

Koncept logiky

Vyrokova logika

Predikatova logika

Nedplnost a nerozhodnutelnost

Zaklady syntaxe

Pojem jazyka je pojmem ¢isté syntaktickym (patficim na stranu
syntaxe). Vyznamy (realizace) jednotlivych symbold zde nejsou
nijak stanoveny. Napf. binarni funkéni symbol 4+ nemusi mit nutné
vyznam s¢itani.

Priklad: Aditivni jazyk teorie grup je definovany jako L8 =
(0,—,+), kde 0 je konstantni symbol, — undrni funkéni a + bi-
narni funkéni symbol. Tento jazyk je jazykem grupy Z celych Cisel,
kde vyznamy (neboli realizace) symboll 0, —, + jazyka L& jsou po
radé ,nula”,,opacny prvek”,,soucet”.

Je v3ak také jazykem multiplikativni grupy R™ kladnych redlnych
Cisel, kde vyzamy symbolli 0, —, + jsou postupné 1, , prevracend
hodnota® (tj. funkce ()~1), ,soucin".
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Termy jsou (spravné utvorené) funkéni vyrazy daného jazyka.

Definice: Mnozinu vSech termi jazyka L = (R, F), téz L-termq,
(znadime Term, ) definujeme jako nejmensi mnozinu spliujici:
i. Var C Term; (kazdd proménnd je term)
ii. F(to,...,th—1) € Termy pro tj € Term; a F € F, ar(F) =n
(aplikaci funkéich symbolt na termy vznikaji termy)

Priklad: V jazyce L = (0,1, +,-, <), kde symboly 0,1 jsou nuldrni
funkcni, +,- binarni funkéni a < binarni relacni, jsou nasledujici
vyrazy priklady termd: x, 0, x+1, (0+1) - x+y - z.

Priklad: Termy 1, 1+ 0, 0+ 1, 1 -1 jsou Ctyfi rGizné termy, jelikoz
jsou to riizné posloupnosti symbol(.
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Poznamky k definici:

@ Uvedena definice je pfikladem tzv. induktivni definice — termy
jsou vytvareny z proménnych aplikaci kone¢né mnoha
funkénich symboli.

@ Dle ii. specidlné pro konstantni (tj. funkéni arity 0) symbol ¢
jazyka L plyne ¢ € Term;.

o Pouzity zapis F(ty,...,t,—1) je zkratkou za prefixni zapis v
polské notaci (F)_to_ ..._tp,—1, ktery nepouziva zavorky,
carky ani zadné dalSi nepovolené symboly.

@ Mnohdy pouzivdme volnéjsi zapisy termd v infixni i jiné
notaci (napf. x + y misto +(x, y), formélné (+,x,y)).
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PredbéZnosti

Koncept logiky

Vyrokova logika

Predikatova logika

Nedplnost a nerozhodnutelnost

Zaklady syntaxe

Atomické formule jsou nejjednodussi tvrzeni daného jazyka.

Definice: Atomickd formule jazyka L = (R, .F), také atomicka L-
formule, je tvaru R(to, ..., th—1), kde t; € Term; a R je relaéni (tj.
R € R & R je =), ar(R) = n. Mnozinu vSech atomickych formuli
jazyka L znadime AFm;.

Priklad: V jazyce L = (0,1, +,-, <) (s rovnosti), kde symboly 0,1
jsou nularni funkéni, +, - binarni funkéni a < binarni relac¢ni, jsou
nasledujici vyrazy priklady atomickych formuli: x <y, x =0, 1 <0,
x+y<y-1,x+1=(04+1)-x+y-z

Priklad: V jazyce L = (p, U) (s rovnosti), kde p je nularni rela¢ni a
U unarni rela¢ni symbol, jsou nasledujici vyrazy priklady atomickych
formuli: x =y, p, U(x).
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Poznamky k definici:

@ Dle definice je v kazdém jazyce L alespon jeden relacni symbol
R. Pak R(xo, ..., Xar(R)—1) je atomickd formule L, tedy
AFmL 7'é (b

@ Specidlné pro nuldrni (tj. arity 0) relaéni symbol R jazyka L
plyne R € AFm,.

@ Pouzity zapis R(to, ..., th—1) je zkratkou za prefixni zépis v
polské notaci (R)_ty_ ... _tp_1.

@ Mnohdy pouzivame volnéjsi zapisy atomickych formuli v
infixni &i jiné notaci (napf. x +z < y misto < (+(x, z),y),
formalné (<, +,x,z,y).
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Definice: Mnozinu v8ech formuli jazyka L = (R, F), téz L-formuli,
(znacime Fmy) definujeme jako nejmensi mnozinu spliiujici

i. AFm; C Fmy (kazdd atomicka formule je formule)

i. =(p), (@) = (¥),Vx(p) € Fmp jakmile p,9 € Fm; a x € Var
(negace a univerzalni kvantifikace formule je formule, implikace
dvou formuli je formule)

Pfiklad: V jazyce L = (0,1,+,-,<) (s rovnosti), kde symboly 0,1
jsou nularni funkéni, -+, - bindrni funkéni a < binarni relacni, jsou
nasledujici vyrazy priklady formuli: x < y, =(x = 0), (1 < 0) —
(Vy(x+y <y-1)).
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Poznamky k definici:

@ Uvedena definice je opét induktivni — formule jsou vytvareny
z atomickych aplikaci konecné logickych spojek a
kvantifikatord.

o Pouzité zapisy —(p), (¢) — (¢), Vx(p) jsou zkratkou za
prefixni zapis v polské notaci (—)_¢, (—=)_p_ 1, (Vi) g, ktery
nepouziva zavorky, ¢arky ani Zadné dalsi nepovolené symboly.
PF¥i této formalizaci ztotozrujeme atomickou formuli ¢ se
sekvenci ().

@ Mnohdy vynechavame nékteré zavorky, symbol V, zapisujeme
rovnéz jako (Vx).

Pfiklad: PiSeme potom napriklad (Vx)(—R(x) — P(y)) misto
Yx((=(R(x))) = (P(y))), formané (v, =, =, (R, x), (P, y)).
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Je-li L jazyk, kardinalita (neboli velikost) jazyka L je

IL|| = max(|R U Fr|,w). Tedy, ma-li L jen kone¢né mnoho
mimologickych symboli, je ||L|| = w, jinak je ||L| velikost mnoziny
Jjeho mimologickych symbold.

Snadno se ukaze, ze plati
o w < |Termy| < ||L],

o |AFmy| < |Fmy| <||L]||, pfitom plati = namisto <, je-liv L
alespon jeden relacni symbol nenulové arity.
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Vyskytem sekvence (symbol() 7 v sekvenci 1/’ je kazda podsekvence
7', kterd je rovna 7. Je-li n = (s), jde o vyskyt symbolu s v 7’
Podterm termu t je kazda jeho podsekvence, ktera je termem,
podformuli formule ¢ kazda jeji podsekvence, ktera je formuli.

Vyskyt proménné x ve formuli ¢ je vazany, je-li vyskytem v néjaké
podformuli ¢ tvaru (Vy). Neni-li vyskyt vazany, je volny.
Proménna je volna [vdzanad] ve ¢, ma-li ve ¢ volny [vazany] vyskyt.

Priklad: Ve formuli (Vx)(x =y — =x = z) — (x = y) je proménna
x volnd i vazana, vyskyty x jsou vazané, vyskyt x volny. x neni
vyskytem x, nebot (Vx) je pouhd zkratka za jediny symbol V.
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Formule ¢ je oteviena (bezkvantifikdtorova), nema-li v ni vyskyt
zadny symbol V,, je uzaviena (sentence), je-li v ni kazdy vyskyt
proménné vyskytem vazanym.

Priklad: x < y + z je otevfend, neni uzavrena
(Vx)(Vy)(Vz)(x < y + z) je uzavFend, neni oteviend
(Vy)(Vz)(x < y + z) neni ani otevfend, ani uzavrena
0 < 141 je uzavrend i oteviena

Term t je substituovatelny za proménnou x do formule ¢, pokud x
nemad volny vyskyt v zadné podformuli ¢ tvaru (V)i takové, ze y
ma vyskyt v t (tj. tehdy, kdyZz nahrazenim vSech volnych vyskytd x
ve  termem t nevznikne novy vdzany vyskyt néjaké proménné).

Pfiklad: Term y + z neni substituovatelny za x do (Vy)(x = x).
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Koncept logiky

Vyrokova logika

Predikatova logika

Nedplnost a nerozhodnutelnost

Zaklady syntaxe

Substituce termu t do formule ¢ za proménnou x se provede
simultdnnim nahrazenim kazdého volného vyskytu x ve ¢ termem
t, je-li term t substituovatelny za x do ¢. Vysledna formule se
znadi p(x/t).

Pfiklad: Term y + z je substituovatelny za x do formule x = y —
(Vx)(x = x). p(x/y + z) je formule y + z = y — (Vx)(x = x).
Teorii pro jazyk L (téz L-teorii) nazyvame jakoukoli podmnozinu T
mnoziny Fmy. Prvky T nazyvdme (mimologické) axiomy teorie T.
Ptiklad: Teorie grup je teorie G v jazyce L& = (0, —, +) s mimo-
logickymi axiomy x4+ (y +z) = (x+y)+ 2z, x+0=x, 0+ x = x,
x+(=x) =0, (—x)+x = 0. Jetedy G = {x+ (y +2) =
(x+y)+z,x+0=x,0+x=x,x+(—x) =0,(—x) + x = 0}.
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Hilbertovsky kalkulus predikatové logiky je formalni systém
precizujici pojem dlikazu. Je dan soustavou logickych axioml —
coby zadkladnich dokazatelnych tvrzeni — a odvozovacich pravidel
umoznujicich odvodit z dfive dokazanych formuli dalsi formule.

Definice: Odvozovaci pravidla jsou

@ (modus ponens) (MP) Z ¢ a ¢ — 1 odvod 7).

@ (generalizace) (gen) Z ¢ odvod (Vx)¢ pro x € Var.

Pozor: Odvozovaci pravidlo ma jiny charakter nez axiom ve tvaru
implikace. Napf. ¢ — (¥x)¢ dokonce obecné neni logicky pravdiva
formule.
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Definice: Logické axiomy hilbertovského kalkulu predikatové logiky
pro jazyk L jsou
Axiomy o logickych spojkach
(HK1) ¢ = (¢ = ¢)
(HK2) (¢ = (¢ = x)) = ((p = ¥) = (¢ = X))
(HK3) (=p = ) = (¢ = ¢)
kde ¢, 1, x € Fm,.
Axiomy o kvantifikatorech
o (substituce) (Vx)p — ¢(x/t) , je-li term t substituovatelny za
x do ¢
o (V-zavedeni) (Vx)(¢ — ¢) = (¢ — (Vx)¥), pokud x neni
volnd ve @
kde o, € Fmy.
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Koncept logiky

Zaklady syntaxe

MnoZinu vSech logickych axiom( jazyka L znadime LAx;. Je-li L's
rovnosti, zahrnujeme mezi logické axiomy téz axiomy rovnosti:

Definice: Axiomy rovnosti pro jazyk L s rovnosti jsou

(E1) x = x pro x € Var

(E2) X=Yo— ... % Xn-1=Yn-1— (R(Xo, e >Xn—1) —
R(Y0,---,¥n—1)) pro R rela¢ni (tj. R€ R & =), ar(R) =n
(E3) X=Yo—~> ... > Xpn-1=Yn-1— (F(X(),...,Xn_l) =

F(y0,---,¥n-1)) pro F € F,ar(F)=n

Axiomy rovnosti Fikaji, Zze (realizace) = ma vlastnosti relace
ekvivalence, ktera je kongruenci vic¢i véem relacim a funkcim R, F.

Petr Glivicky Predikatova (a vyrokova) logika



Koncept logiky

Zaklady syntaxe

Definice: Dikaz v L-teorii T je kazda posloupnost (po, ..., ¢¥n-1)
formuli jazyka L takova, Ze pro kazdé y; plati jedno z nasledujicich
@ p; € TULAx (p; je logickym axiomem nebo vlastnim
axiomem teorie T) nebo
@ (; je odvozeno z né&jakych ¢;, ¢ s j, k < i pomoci jednoho
z odvozovacich pravidel.

Rikame, e diikaz d je dilkazem formule ¢, je-li ¢ poslednim ¢lenem
dikazu d.

Ma-li formule ¢ néjaky ditkaz v teorii T, fikdme, Ze je dokazatelnd
v T &, Ze to je teorém T, piseme pak T t . Je-li T = (), fikdme,
ze @ je dokazatelna v logice a piSeme F .
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Zaklady syntaxe

Priklad: Formule ¢ — ¢ je dokazatelnad v logice, prislusny dlikaz
nasleduje:
L = ((p—=¢) =)
(o= (¢ =) = ¢) =
= (e = (p—=9) = (=)

(HK1) proyp = ¢ — ¢
(HK2)
(
(

3. (p=(p—=9)—= (=) MP) na 1. a 2.
4. v = (p— @) HK1)
5. o= (MP) na 3. a 4.

Tvrzeni, ke kterému sestavime formalni ditkaz, nazyvame téz
syntakticky dokazané.
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Zaklady syntaxe

Je-li T+ =, rikdme, Ze ¢ je vyvratitelnd v T. Neni-li ¢
dokazatelna ani vyvratitelna, nazyva se nezavisla, neni-li
vyvratitelnd, pak je konzistentni.

Mnozinu vSech teorémi teorie T znalime Thmy. Lze ji definovat
téz induktivné.

Thmt je nejmensi mnozina spliujici
i. TULAx, C Thmt (kazdy axiom je teorémem)

i. (Vx)p,v € Thmt jakmile ¢, — 1» € Thmy (aplikaci
odvozovaciho pravidla na teorém(y) ziskame teorém)

Teorie T se nazyva sporna, je-li v ni dokazatelna kazda formule,
jinak je bezesporna. T je kompletni (aplnd), je-li bezesporna a
kazda sentence je v ni dokazatelna ¢i vyvratitelna.
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Zaklady syntaxe

Dalsi logické spojky & ,V, >, existenéni kvantifikaci 35 a symboly
pro spor/pravdu L, T zavadime jako nasledujici zkratky (tj.
symboly & ,V, <>, 3,, L, T nepfiddvdme do jazyka):

YV x  jezkratkaza Y — x

Y& x  jezkratkaza (¢ — —x)

V<> x jezkratkaza (¥ — x)&(x = )

Ix(v)  je zkratka za (Vi (7))

L je zkratka za @& —p (¢ libovolnd formule)
T je zkratka za ¢ V = (¢ libovolnd formule)
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Koncept logiky

Z3aklady sémantiky

Vyznamovy obsah (sémantika) mize byt formalnimu pojmu jazyka

pritazen pomoci konceptu struktury.

Definice: Struktura pro signaturu L = (R, F), neboli L-struktura,
je trojice A = (A, RA, FA), kde

o A£(),

o RA={RA Rc R}, RA je ar(R)-4mi relace na A,

o FA={FA F € F}, FA je ar(F)-arni funkce na A.
Rikame, 7e R4, F# jsou realizace (téz interpretace) symbold R, F
ve struktufe A. Je-li navic L s rovnosti, pak definujeme = jako

identitu na A.
Priklad: Pro jazyk L = (0, +, <) je L-strukturou napriklad struktura

A = (2,02, +% <), kde 07 je celé &islo 0, +7 je funkce b&zného
s¢itani celych &isel a <% je bé&zné usporadani celych &isel.

Predikatova (a vyrokova) logika

Petr Glivicky



PredbéZnosti

Koncept logiky

Vyrokova logika

Predikatova logika

Nedplnost a nerozhodnutelnost

Zaklady sémantiky

Priklad: Pro jazyk L = (0,+, <) je L-strukturou rovnéZ struktura
F = (F,sin,0,<p), kde F je mnoZina vech spojitych redlnych
funkci jedné proménné, sin je funkce sinus, o je skladani funkci a
<pw je relace porovnani dvou funkci po slozkach.

B = (B,RB, FB) je podstruktura A (znatime B C A), je-li BC A
aSB=S5ABproSecRUF. Nosi¢ B podstruktury B je
uzavieny na viechny funkce z F# (specialné obsahuje véechny
konstanty z ]-'A). B mizeme zapisovat také jako A | B a fikdme,
ze B je redukt struktury A na univerzum B.

Priklad: Necht A = (7,07 +% <) je struktura pro jazyk
L = (0,+,<). Mnozina N je v A uzaviend na obé funkce 0%
a +7 struktury A, tedy je univerzem podstruktury A | N =
(N, 0N +N <Ny " Realizace 0N, +N, <N jsou restrikcemi odpovida-
jicich funkci 0%, 4%, <% na N.
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Z3aklady sémantiky

Ohodnoceni proménnych v mnoziné A je kazdé e : Var — A.

Definice: Hodnotu t“[e] termu t € Term; v L-strukture A =
(A, RA, FA) pti ohodnoceni proménnych e definujeme indukci podle
slozitosti t:

i. xAle] = e(x)

i. (F(to,...,to1))*[e] = FA(t{[e], ..., t2 4[e])

Specidlné pro konstantni symbol c je dle ii. c”[e] = c*.

Pfiklad: Hodnotou termu (x + x) + 0 ve strukture A =
(7.,0%, +% <”) pii ohodnoceni e s e(x) = 3 je ((x+x)-+0)*[e] = 6.
Priklad: Hodnotou téhoz termu ve struktufe F = (F,sin, o, <p,)
z jednoho z predchazejicich prikladd pfi ohodnoceni €’ s €'(x) = cos
je funkce t — sin(cos(cos(t))).
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Koncept logiky

Z3aklady sémantiky

Definice: Hodnotu H, (¢, e) atomické formule ¢ = R(to, ..., t, 1)
ve struktute A = (A, RA, FA) pii ohodnoceni e definujeme nasle-
dovné:
1 pro(tge],...,t* {[e]) € RA
A _ 0 ’ » *n—1
° Hat(goae) - { 0 jinak

Specialné pro R nularni je HA(R,e) = 1 < () € RA, tj. pravé kdyz
RA = {0} =1.

Priklad: Pro atomickou formuli ¢ = (x + y) + 0 < x jazyka
(0,+,<) a ohodnoceni e s e(x) = 3, e(y) = 4 ve strukture
A= (7,07 +% <”) je HA(p, e) = 0, nebot v celych &islech neplati
7 <3.
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Koncept logiky

Z3aklady sémantiky

Pro ohodnoceni proménnych e: Var - A, x € Varaa€ A
ozna¢me e(x/a) ohodnoceni proménnych shodujici se s e mimo x
a v x majici hodnotu a.

Operace —1, —1 na mnoziné {0,1} jsou dany ndsledovné:
@ —1x=1—x

ox—)ly_{ 0 pokud x=1ay=0,

1 jinak.

Definice: Hodnotu HA(p,e) formule ¢ ve strukture A

(A, RA, FA) pii ohodnoceni e definujeme indukci dle sloZitosti ¢
i. HA(p, e) = H5 (¢, €), je-li ¢ atomicka

ii. a) HA(—y,e) = —1HA(¢, e)

b) HA(Y — x,e) = HA(4, e) =1 HA(x, €)

) HAVA (), €) = min,ea HA(, e(x/a))
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Z3aklady sémantiky

Koncept logiky

Plati (*):
HA(—,e) =1 & HA(W,e) =0
HA(Y — x,e) =1 < HA(¢,e) =0 nebo HA(x, e) = 1.
HA( & x,e) =1 < HA(W,e)=1aHA(x,e) = 1.
HA(W V x, €) = < HA(¢,e) =1 nebo HA(y, e) = 1.
HA( + y,e) =1 < HA(w,e) = HA(x, e).
HA(V.(1)),e) =1 < pro kazdé a € A je HA(3, e(x/a)) = 1.
HA(F«(v),e) =1 < existuje a € A, ze HA(, e(x/a)) = 1.
HA(L,e) =0 vzdy
HA(T,e) =1 vzdy
HA(x =y,e)=1 < e(x)=e(y) (je-li L s rovnosti)
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Koncept logiky

Z3aklady sémantiky

Rikdme, Ze ¢ plati (je pravdivd) ve struktufe A pfi ohodnoceni e
(pideme A = ¢[e]), pokud HA(p, e) = 1.

Déle ¢ plati (je pravdivd) ve struktufe A (piseme A = ), plati-li
v A pfi kazdém ohodnoceni e.

Plati-li ¢ v kazdé strukture (pro dany jazyk), nazyva se tautologie.

Ne vSechny vztahy (*) zlstanou pravdivé, nahradime-li v nich
platnost pri ohodnoceni platnosti ve strutktute. V nasledujici
tabulce <, # znadi, Ze uvedend implikace obecné neplati.

‘A’:_'¢ =, = A%Tﬁ

AEv&x & AEvaAlEx
AEY VY <, AREvnebo Ay
AE @ & AE(Wx)p
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Z3aklady sémantiky

Definice: Struktura A se nazyvd model teorie T (piSeme A = T),
pokud A = 1) pro kazdy axiom ¢ € T.

Rikdme, ze formule ¢ plati (je pravdivd) v teorii T (pideme T |= ¢),
pokud A = ¢ pro kazdy model A teorie T.

Tridu vSech modell teorie T zna¢ime M(T).

Je-li T = () teorie bez mimologickych axiomd, piseme = ¢ misto
0 = . Jelikoz kazda L-struktura je modelem prazdné L-teorie, je
= ¢ < ¢ je tautologie.

Struktury A, B se nazyvaji elementdrné ekvivalentni (znadime
A = B), plati-li v nich tytéz formule.
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Zaklady sémantiky

Priklad: Teorie hustého linearniho usporadani DeLLO* je teorie v ja-
zyce L9 = (<), kde < je binarni relaéni symbol, s axiomy:

(01) x <x (reflexivita)
(02) (x<y&y<x)—x=y (slaba antisymetrie)
(03) (x<y&y<z)—x<z (tranzitivita)
(LO) x<yVy<x (linearita)
(De) x<y—(3z)(x<z<y) (hustota)
(nT) (3x,y)(x £ y) (netrivialita)

Zde x < y je zkratka za x < y & x # y.
Teorie hustého linedrniho uspofadani bez koncii DeLO je LO-teorie
rozsifujici DeLLO* o axiomy:

(n+) (vx)(Fy)(x <y) (neexistence nejvétsiho prvku)

(n—) (¥x)(3y)(y < x) (neexistence nejmensiho prvku)
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Ptiklad: Struktura Q = (Q, <), kde < je bézné usporadani raci-
ondlnich Cisel, je modelem teorie DeLLO. Jiné modely DeLLO jsou
napt. R = (R, <) ¢&i ((0,1), <).

Pfiklad: Struktura A = ([0, 1), <), kde [0, 1) je polouzavieny inter-
val redlnych Cisel, je modelem DeLO*, neni véak modelem DeLO,

nebot A [~ (n—).

Priklad: Struktury R a A z predchozich prikladli nejsou elementarné
ekvivalentni, plati totiz A j= (n—) a R = (n—).
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Z3aklady sémantiky

Zasadni vyznam pro vztah mezi syntaxi a sémantikou predikdtové
logiky ma nasledujici véta o kompletnosti.

Véta (o kompletnosti predikatové logiky — Godel, 1929)

Necht T je L-teorie, ¢ € Fm;. Pak

TFeoeTEY

Dukaz: Bude pozdé;i. g

Snadnd implikace = se nazyva véta o korektnosti predikatové
logiky.
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Z3aklady sémantiky

Dle véty o kompletnosti formalizmus predikatové logiky vyhovuje
Hilbertovu pozadavku kompletnosti — tvrzeni pravdivé v kazdém
modelu T je dokazatelné v T.

Pokud je specidlné T kompletni teorie, tj. takovd, kterd ma jediny
model A aZ na elementarni ekvivalenci, plati A |= ¢ < T F . Pak
(je-li navic T dostate¢né ,bohatd") mize byt model A povazovan
za kompletni ,,svét matematiky".
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Vyrokova logika

Vyrokova logika

Vyrokova logika mize byt chapana jako ,redukt” logiky
predikatové, konkrétné pro jazyk L¥ = (p),cp bez rovnosti
obsahujici pouze nularni relaéni symboly, které tvofi mnozinu P.

Prvky p € P jsou ve vSech strukturach realizovany jako
p? C A® = {0}, tj. jako ) = 0 & {0} = 1; nazyvame je prvovyroky
(vyrokové proménné).

LP-formule neobsahuji Z4dné termy (ani proménné) a kazda

¢ € Fmy je ekvivalentni né&jaké v oteviené (tj. = ¢ <> ).
Mnozinu véech otevienych Lp-formuli zna&ime VFY a jeji prvky
nazyvame vyroky (& vyrokové formule).

Vzhledem k vySe uvedenému nasledujicim zplisobem zuzujeme
pojem jazyka predikatové logiky. Vyrokovy jazyk nad IP sestava z
logickych symboli —, — a mimologickych p € PP.
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Vyrokova logika

V souladu s vySe popsanym z(zenim pojmu jazyka redukujeme pro
vyrokovou logiku také pocet logickych axiomi hilbertovského
kalkulu. Logické axiomy hilbertovského kalkulu vyrokové logiky
jsou jen axiomy (HK1)-(HK3) o logickych spojkach, odvozovaci
pravidlo je jen (MP).

Pro LP-struktury A, B je A = B pravé kdy? p? = p® pro kazdé
p € P, pticemz (jak Feceno vyde) je p?, pB € {0,1} = 2.

Tedy modely jazyka L” jsou (aZ na elementarni ekvivalenci)

v jednoznacné korespondenci s funkcemi v : P — 2. Takova v
proto nazyvame modely vyrokového jazyka nad PP a jejich mnozinu
znac&ime 2.
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Vyrokova logika

Pravé definované zakladni syntaktické a sémantické pojmy
vyrokové logiky popiSeme nyni pro prehlednost explicitné.

Vyrokovy jazyk nad mnozinou prvovyroki P sestava z logickych
symbol( —, — a mimologickych p € P.

VE" je nejmensi mnozina spliiujici:
i. P C VF? (kazdy prvovyrok je vyrok)
i. =(¢),(¢) — (¥) € VE? jakmile p,1 € VF¥ (negace vyroku i
implikace dvou vyrokl jsou vyroky)

Petr Glivicky Predikatova (a vyrokova) logika



Vyrokova logika

Vyrokova logika

Logické axiomy hilbertovského kalkulu vyrokové logiky jsou
(HK1) ¢ = (¥ — )
(HK2) (¢ = (v = x)) = (¢ = ¥) = (¢ = X))
(HK3) (mp = ) = (¥ = ¢)
Odvozovaci pravidlo je
o (MP) Z ¢ a ¢ — 9 odvod

V/yrokova teorie nad P je kazdd T C VET, prvky T jsou jeji
(mimologické) axiomy.

Pojmy dilkaz, dokazatelnost, vyvratitelnost, nezavislost,
konzistence, spornost, bezespornost, kompletnost z(stavaji stejné
jako v predikdtové logice.
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Vyrokova logika

Jako zkratky (stejnymi definicemi jako v predikdtové logice)
zavadime logické spojky V., &, <> a symboly sporu/pravdy L, T.

Definice: Model (vyrokového jazyka) nad P (také ohodnoceni vy-
rokovych proménnych) je kazda funkce v : P — 2. Mnozinu vSech
model(i nad P zna&ime 2.

Definice: Hodnotu v(¢) vyroku ¢ v modelu v definujeme indukci
dle sloZitosti :

i. V(p) =v(p) jelipeP

i a) V(=) = —1v(¥)
b) V(¢ = x) = V(¥) =1 v(x)

Casto piseme v() misto V().
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Vyrokova logika

Vyrok ¢ je pravdivy (plati) v modelu v (znadime v |= ¢), je-li
v(p) = 1. Plati-li ¢ ve vSech modelech, nazyvame jej (vyrokova)
tautologie.

Model teorie T je takové v € F2, 7e v |= o pro kazdé p € T
(znatime v = T).

Vyrok ¢ je pravdivy (plati) v teorii T (znalime T = ), jestlize
v = ¢ pro kazdy model v teorie T. Je-li T = () piseme = .

Jsou-li o, ¢’ vyroky nad P a T né&jakd P-teorie, nazyvame  a ¢’
(sémanticky) ekvivalentni v T a piseme ¢ ~1 ¢/, plati-li
TEee ¢ Jeli T =10, fikdme, Ze , ¢ jsou ekvivalentni
logicky a piseme ¢ ~ .
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Tvrzeni: (o sémantické ekvivalenci)

Necht T je teorie, ¢ € VF' a 1 podformule . Necht dile ¢’
vznikne z ¢ nahrazenim né&jakych vyskytl v vyrokem 1)’. Potom
Y1 =T

Dukaz: Indukci dle slozitosti ¢. U

Ztejmé& pro vyroky ¢, ¢’ a teorii T plati p ~7 ¢/ &
& M(T,p) = M(T,¢'). Zde T, p je zkratka za teorii T U {p}.

Vyrok | se nazyva literal, je-li to prvovyrok nebo negace
prvovyroku.

Vyrok ¢ je v konjunktivné/disjunktivné normalnim tvaru
(CNF/DNF), je-li konjunkci disjunkci literal/disjunkci konjunkci
literdld, tj. je-li tvaru A\;\/; lij resp. \/; \; lij s I; literdly.
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Tvrzeni: Kazdy vyrok je logicky ekvivalentni vyroku v CNF i vyroku
v DNF.

Dikaz: Necht ¢ € VFY, oznaéme P (koneénou) mnozinu
vSech prvovyroki, které maji vyskyt ve . Volme ¢p =
Vvemr (o) Npep p“(P), kde p° je zkratka za —p a p' za p. Evi-
dentné ¢p je v DNF. Zfejmé w = ¢¥p < w = v na P pro
néjaké v € MP(p) & w = ¢, tedy ¢ ~ 9p. Podobné ¢ =
/\ngP(W) Vpep p~1(P) je v CNF a ekvivalentni ¢. O

Priklad: Vyrok p& (g — r) ma nad mnozinou svych prvovyroku
P = {p,q,r} tfi modely: (1,0,0),(1,0,1), (1,1,1). Dle dikazu
predchoziho tvrzeni je tedy ekvivalentni vyroku (p& —q& —r) Vv
(p&—q&r)V (p&q&r) v DNF.
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Vyrokova logika

Vyroky mizeme prevadét na DNF/CNF taktéz pomoci tzv.
ekvivalentnich Gprav:

Priklad: Necht ¢ je vyrok (pV q) — =((p&r) — q) (nad néjakou
mnozinou prvovyrokl P obsahujici p, g, r).

Pak plati: ¢ ~ =(pV q)V(p& r&—q) ~ (=p& —=q) V (p& r & —q),
posledni formule je v DNF.

Déle je ¢ ~ (=pV p)&(=pV r)&(-pV =q)&(~qV p)&(-qV
r)&(—=qV —=q) ~ (—pV r)&~—q, coz je v CNF.
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Ndsledujici véta o dedukci je jednou ze zdkladnich metod
syntaktického dokazovani.

Tvrzeni: (véta o dedukci)
Pro teorii T a vyroky @, ¢ plati THv — o< T, F .

Dukaz: ,=" plyne z (MP).

.<" se dokaze indukci na teorémech T U {#} (tj. indukci dle slozi-
tosti diikazu ¢ v T U {¢}). Je-li ¢ axiom (logicky & mimologicky)
teorie T, plyne T ¢ — ¢ z (HK1) a (MP), je-li ¢ rovno ¢, je T I
1 — 1 dle dfive uvedeného syntaktického dilkazu. Nakonec, je-li ¢
odvozeno v TU{t} pomoci (MP) z tamtéz dokazatelnych x, x — ¢,
méame z indukéniho predpokladu TH ¢ — x, TH ¥ — (x = ¢).
Dle (HK2) TH (¢ = (x = ¢)) = (¥ = x) = (¥ — ¢)) a tedy
T v — ¢ dvojim uzitim (MP). O
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Dale jiz sméfujeme k dikazu véty o kompletnosti vyrokové logiky.

Véta (o kompletnosti vyrokové logiky — Post)

Necht T je vyrokovd teorie nad P, ¢ € VF*. Pak

TFeeTEY

Jeji leh&i implikaci ,=" formulujeme dale jako samostatné tvrzeni
o korektnosti.

Uvedend véta je disledkem (zatim nedokdzané) véty o
kompletnosti predikidtové logiky, presto ji zde z ilustrativnich
divodi dokazeme pFimo.
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Tvrzeni: (o korektnosti vyrokové logiky)
Necht T je vyrokova teorie nad P, p € VE¥. Pak TH o = T = ¢

Dukaz: Indukci na teorémech T: Je-li o € T, z definice T = ¢. Je-
li ¢ logicky axiom, plati dokonce = ¢, jak se snadno ovéfi rozborem
pripadd. Je-li ¢ odvozena v T z ¢ a ¢ — ¢ pomoci (MP), je z
indukéniho predpokladu T |= 4,19 — ¢ a odtud snadno T = ¢. O

Tvrzeni: (o spornosti)
1) Teorie T je spornd < T+ L.
2) (o dikazu sporem) T,—pF L& ThEo

Dukaz: Je technicky avSak snadny. O
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Ndésledujici tvrzeni je jdAdrem dlkazu véty o kompletnosti.

Tvrzeni: (o existenci modelu) Teorie T je bezespornd, pravé kdyz
ma model.

Dukaz: ,<": Pokud je T sporna, pak T F L atedy v = L, kdykoli
v |= T. Pro pfipadny model v |= T tedy v(L) = 1, coz neni mozné.
,=": Dle Zornova lemmatu (viz teorie mnozin) lze bezespornou T
rozsifit do maximalni bezesporné T’ O T (t]. takové, Ze pro ¢ & T’
je T"U{p} spornd).

Pak plati pro kazdé ¢, 9: (p e T'" &€ T)a(p—> e T &
1 € T' nebo =p € T'). Proto v : P — 2 definované jako v(p) =1
prope T av(p)=0prop¢ T je model T atedy i T, nebot
vIE @< pe T, cozse dokaze indukei dle slozitosti . O
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Nyni jiz mGzeme dokazat vétu o kompletnosti.

Véta (o kompletnosti vyrokové logiky — Post)

Necht T je vyrokovd teorie nad P, p € VF'. Pak

THepeTE

Dukaz: Zbyva uz dokazat jen ,<=". Necht T = p a T If . Dle
tvrzeni o spornosti je pak T U {—¢} bezesporna. Podle tvrzeni o
existenci modelu m3 tedy model v = T,—p. Ovéem z v = T a

T |= ¢ zfejmé plyne v |= ¢, coz je spor s v = —p. O
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Snadnym disledkem véty o kompletnosti (resp. tvrzeni o existenci
modelu) je véta o kompaktnosti.

Véta (o kompaktnosti vyrokové logiky)

Teorie T md model & kazdd konecna S C T ma model.

Duakaz: ,=" je zfejma. ,,<=": Necht T nemd model. Pak je dle tvr-
zeni o existenci modelu sporna, tedy dle tvrzeni o spornosti T F L.
Necht d je néjaky diikaz 1 v T.V d se vyskytuje jen konecné mnoho
axiomid T, oznaéme jejich mnozinu S. Pak d je rovnéz diikazem L
v S, tedy S je spornd a nemd proto model. O
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Vyrokova logika

Véta o kompaktnosti vyrokové logiky ma fadu aplikaci v riznych
oblastech matematiky — umoziuje totiZ pfenaset vlastnosti
konecnych systém( na nekonecné.

Priklad: Slavnd véta o Ctyfech barvach fika, ze kazdy konecny ro-
vinny graf Ize obarvit ¢tyfmi barvami tak, aby zadné dva sousedni
(tj. hranou spojené) vrcholy nemély stejnou barvu. Pomoci véty o
kompaktnosti dokazeme, Ze stejné tvrzeni plati i pro nekonecné ro-
vinné grafy.

Necht G = (V, E) je (nekone¢ny) rovinny graf s mnozinou vrchold
(univerzem) V' a bindrni relaci E obsahujici pravé dvojice vrcholl
spojené hranou.

Definujme vyrokovy jazyk P = {c, i;w € V,i < 4}; vyrok cy i
interpretujeme jako ,vrchol w je obarven i-tou barvou“.
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Nasledujici vyrokova teorie T popisuje, ze kazdy vrchol grafu G je
obarven jednou ze ¢tyf barev i < 4 a pritom sousedni vrcholy maji
riznou barvu. Jeji axiomy jsou:

\/,-<4 Cw,i pro kazdé w € V|
—(cw,i&cwj) prokazdé w € V ai#j,
—(cw,i& cyr i) provrcholy w,w' € Vs (w,w') € Eai<Aé

Model v = T pak uréuje hledané obarveni grafu G nésledovné:
w € V ma barvu i & v(cy,i) = 1. (#)

Potrebujeme ukazat, Ze T ma model — uZijeme k tomu vétu o kom-
paktnosti.
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Vyrokova logika

Necht S je néjaka kone¢na podmnozina T — chceme ukazat, ze ma
model.

Ozna¢me Vs mnozinu vrcholl w, pro néz néjaky axiom S obsahuje
vyskyt néjakého prvovyroku ¢, i, a Gs = G [ Vs bud podstruktura
G vznikld zGzenim G na univerzum Vs.

Gs je konelny graf, dle véty o ¢tyfech barvach tedy existuje obarveni
Gs &tyfmi barvami i < 4. Vztah (#) pak uréuje model v = S.

Petr Glivicky Predikatova (a vyrokova) logika



PredbéZnosti

Koncept logiky

Vyrokova logika

Predikatova logika
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Kapitola 5: Véta o kompletnosti predikatové logiky
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V této kapitole dokazeme vétu o kompletnosti predikatové logiky.

Véta (o kompletnosti predikatové logiky — Godel, 1929)

Necht T je L-teorie, ¢ € Fm;. Pak

TR TE

Podobné jako u vyrokové logiky, nejprve dokazeme nékolik
pomocnych tvrzeni:

Tvrzeni: (véta o dedukci)
Pro teorii T formuli ¢ a sentenci ¢ plati THv — ¢ < T, F ¢.

Dukaz: ,=" plyne z (MP) (dokonce bez predpokladu, ze 1 je sen-
tence). O
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Dukaz: <" se dokdze indukci na teorémech T U {¢}.

Je-li ¢ axiom (logicky & mimologicky) teorie T, plyne T F ¢ — ¢
z (HK1) a (MP).

Je-li ¢ rovno 9, je T F b — 1 dle jednoho z predchazejicich
prikladd.

Je-li ¢ odvozeno v T U {4} pomoci (MP) z tamtéz dokazatelnych
X, X — ¢, mame z indukéniho predpokladu T Y — x, T ¢ —
(X = ¢). Dle (HK2) TE (¢ = (x = ¢)) = (¥ = x) = (¢ —
©)) atedy T 1Y — ¢ dvojim uzitim (MP).

Nakonec, je-li ¢ odvozeno pravidlem (gen) z x (tj. ¢ = (¥x)x) a
pro x tvrzeni plati, pak z predpokladu T, I ¢ mame diky axiomu
substituce a (MP) T,4 F x, tedy dle indukéniho pfedpokladu T
1 — x a dle axiomu V-zavedeni (¢ je sentence) také T F ¢ — o.
]
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Priklad: Predpoklad, Ze ¢ je sentence je ve vété o dedukci pod-
statny. Napf. proyy =x=yap=x=zjevpFpalet/ ¥ — ¢.

Tvrzeni: (o spornosti)
1) Teorie T jespornd < T F L.
2) (o dikazu sporem)Je-li ¢ sentence, pak T,—pF L < TF o

Dukaz: Je technicky avsak snadny. O
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Podobné jako ve vyrokové logice je véta o kompletnosti snadnym
disledkem tvrzeni o existenci modelu.

Pfipomenme, Ze kardinalitou ||L|| jazyka L rozumime pocet
mimologickych symboli jazyka L, je-li L nekone¢ny, a w, je-li
konecny.

Tvrzeni: (o existenci modelu) Je-li T bezespornd L-teorie, ma mo-
del. Navic ma model n&jaké velikosti A < ||L]|.

Hlavni kroky dikazu tvrzeni mizeme rozdélit do dvou skupin —
dokazujeme jednak, ze pro T urcitych dodate¢nych vlastnosti lze
model sestrojit a déle, Ze pro kazdou T existuje jeji extenze

T' O T, kterd ma tyto dodateéné vlastnosti.
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Déle je T bezesporna teorie v jazyce L = (R, F). Predkpoklddame,
ze L obsahuje néjaky konstantni symbol.

Konstantni struktura pro T je struktura A = (A, RA, FA), kde A
je mnozina vSech konstantnich termi (tj. termd neobsahujicich
proménné) jazyka L, FA(ty,..., ta1) = (F)_toe ... th_1 a
RA(I'Q, ceey tn—l) < TH R(to, ey tn—l)-

Tvrzeni: Je-li L bez rovnosti a A konstantni struktura pro T, pak
pro atomickou L-sentenci p je A= p & T I .

Dukaz: ¢ je tvaru R(tp,...,ts—1), kde t; € A. Tvrzeni proto plyne
primo z definice RA. O
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Predikatova logika

Pfiklad: Konstantni struktura A pro Peanovu aritmetiku (P) (ta je
v jazyce L = (0, S, +, -, <) s rovnosti) obsahuje napfiklad dva riizné
konstantni termy S(S5(0)) a S(0) + S(0). Pro formuli ¢: S(5(0)) =
5(0) 4+ 5(0) tedy A = ¢, ovsem jisté PAF .

Chceme-li obdrzZet analogii predchoziho tvrzeni i pro jazyk s
rovnosti, musime misto konstantni struktury pouZzit strukturu
kanonickou.

Je-li L bez rovnosti, je kanonickd struktura pro T definovana jako
konstantni struktura pro T.
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Kanonickou strukturu pro teorii T v jazyce L s rovnosti definujeme
nasledovné:

Necht A je konstantni struktura pro T a A jeji univerzum.
Definujeme ekvivalenci ~ na Ataktot~s< THt=sa
oznadime [t]. = [t] = {s; t ~ s}.

Déle definujeme K = A/ ~= {[t]~;t € A} a

RX([to]~s - - - [ta-1]~) & RA(to,- -, ta-1),

FK([to]N, e [tn—l]N) = [FA(t(), ce t,,_l)]N pro ReR, F e F.
Definice je zfejmé korektni.

Kanonickd struktura pro T je struktura K = (K, RK, FK).

Tvrzeni: Je-li I kanonicka struktura pro T, pak pro atomickou L-
sentenci p je CE o< TE .
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Indukci dle slozitosti ¢ plyne, Ze je-li K kanonicka struktura pro T,
plati = ¢ < T I ¢ pro kazdou otevfenou sentenci .

Chceme totéz tvrzeni pro libovolnou sentenci . Ukazuje se, ze
v tom pfipadé musi byt T navic maximalni bezespornd a
henkinovska.

Definice: Teorie T je henkinovska, jestlize pro kazdou formuli ¢
teorie T s nejvySe jednou volnou proménnou x existuje konstantni
symbol h = h, jazyka T tak, ze T F (Ix)p(x) — ¢(x/hy). Kon-
stantni symbol h, se pak nazyva henkinovska konstanta pro ¢ v
T.

Tvrzeni: Je-li T maximalni bezesporna henkinovska teorie a K
kanonicka struktura pro T, pak pro libovolnou L-sentenci ¢ je
KE ¢ TE . Tedy specidlné € = T.

Dukaz: Neuvadime. U
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Tvrzeni: Kazdou L-teorii T lIze rozsifit do maximalni bezesporné
henkinovské teorie T’ v jazyce ||L’|| kardinality ||L]|.

Dukaz: Indukci sestrojime L;-teorie T; pro i € w tak, ze To = T
a pro kazdou ¢ € Fmy, existuje h, € Li 1 spliujici T;11
(Fx)e(x) = @(x/hy).

V indukénim kroku z i na i + 1 pfiddme nejprve k jazyku L; pro kaz-
dou ¢ € Fmy, jeden konstantni symbol h, a vysledny jazyk oznalime
Li+1. Nakonec polozime Ti11 = T; U {(Ix)p(x) = w(x/hy); ¢ €
Fm[_L,'}.

Pak ziejmé T" = [J;cn Ti je henkinovskd a je-li bezesporna, libo-
volné jeji maximalni bezesporné rozsifeni T’ (to existuje dle Zornova
lemmatu) m3 pozadované vlastnosti.

Kli¢ovy krok ditkazu: bezespornost T”, je technicky, proto ho neu-
vadime. ]
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Tvrzeni: (o existenci modelu) Je-li T bezesporna L-teorie, ma mo-
del. Navic ma model néjaké velikosti A < ||L]|.

Duakaz: Necht T je dana, L jeji jazyk. Volme T’ O T néjakou jeji
maximalni bezespornou henkinovskou extenzi.

Pak kanonicka struktura K’ pro T’ spliiuje K' = ¢ < T’ ¢ pro
kazdou L/ -formuli ¢. Proto specidlné K’ = ¢, kdykoli T I ¢, a
tedy redukt KC struktury K’ do jazyka L je model T. Navic |[K'| <
L7l = [IL]. u
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Véta (o kompletnosti predikatové logiky — Godel, 1929)

Necht T je L-teorie, p € Fmi. Pak THp & T E .

Dukaz: Je snadnym dlsledkem tvrzeni o existenci modelu - dilikaz
je totozny s pripadem vyrokové logiky. O

Véta (Véta o kompaktnosti)

Teorie T ma model, pravé kdyz ma kazdd konecnd S C T model.
Navic zminény model T Ize volit velikosti < ||Lt||.

Dukaz: Plyne z véty o kompletnosti zcela stejné jako ve vyrokové
logice. g
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Priklad: Ma-li teorie T libovolné velky kone¢ny model, ma i model
nekonecny. Specidlné neexistuje teorie, jejimiz modely by byly pravé
vSechny konecné struktury daného jazyka, tj. teorie vyjadfujici vlast-
nost ,,byt kone¢nou strukturou®.

Uvedené tvrzeni je disledkem véty o kompaktnosti. Ma-li totiz T li-
bovolné velky kone¢ny model, ukdZzeme, Ze také teorie T U{, existuje
alespori n prvki“; n € N} ma model A. Pak zfejmé A je nekone¢ny
aAET.

Predpokladejme bez (jmy na obecnosti, ze T je v jazyce s rovnosti
a oznalme «, formuli vyjadfujici ,existuje alespon n prvki*. Necht
S C TU{anp n € N} je konetnd, chceme ukdzat, ze mad model.
S obsahuje jen kone¢né mnoho axiomi «a,; necht ng je takové, ze
an € S = n < ng. Dle predpokladu existuje libovolné velky a tedy i
alespon ny prvkovy model B |= T, zfejmé pak B |= S.
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Priklad: Peanova aritmetika (P) je teorie v aritmetickém jazyce

= (0,S,+,-, <), kde 0 je konstantni symbol, S undrni funkéni
a +,- binarni funkéni symboly, < je binarni relac¢ni symbol. Symbol
S se nazyva naslednik a jeho zamyslend interpretace je ,pricitani
jednicky". Axiomy PA jsou:

(Q1) S(x) #0 (Q5) y#0— (Ix)S(x) =
(Q2) S(x)=S(y)»x=y (Q6) x<y<(Jz)z+x=y
(Q3) x+0=x (Q7) x-0=0

(Q4) x+S(y)=S(x+y) (Q8) x-S(y)=x-y+x

(ind,) (£(0) & (Vx)(p(x) = ¢(5(x)))) = (Vx)(x) pro ¢ € Fmy
Teorie v jazyce L? s axiomy (Q1)—(Q8) se nazyva Robinsonova arit-
metika (Q), teorie v jazyce L?t = (0, S, +, <) s axiomy (Q1)—(Q6)
a schématem indukce (ind,) pro ¢ € Fma+ je Presburgerova arit-
metika (Pr).

—
~—
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Predikatova logika

Priklad: Struktura pfirozenych &isel N = (N, 0N SN 4N N <) e
modelem P i Q, nazyva se standardni model. Kazdé n € N je v N
realizaci termu tvaru S(S(...S5(0)...)) s n vyskyty S; takovy term
zna¢ime n a nazyvdme ho n-ty numeral.

Z véty o kompaktnosti predikatové logiky plyne existence i jinych
model(l P, tzv. nestandardnich modeld. Rozsirme aritmeticky jazyk
L? o novy konstantni symbol ¢ a pfidejme k P nové axiomy n # ¢
pro n € N. Vyslednou teorii oznacme T.

Kazdd konecna podteorie S C T obsahuje jen konecné mnoho no-
vych axiomd, a tedy ma model vznikly realizaci ¢ v N r(izné od vsech
n vyskytujicich se v novych axiomech S. Dle véty o kompaktnosti ma
tedy T néjaky model M. V M. je c realizovano jako prvek rizny
od vSech n € N. Redukt M na jazyk L? je model P neizomorfni s
modelem N, nazyvame ho nestandardni model P.
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Predikatova logika

Predikatova logika

Dal$im disledkem véty o kompaktnosti je nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni: Necht T je bezespornd L-teorie, kterd ma néjaky neko-
ne¢ny model. Pak T m3 model kazdé velikosti x > ||L|.

Dukaz: Necht x > ||L|| je ddno. Bud T’ teorie T rozsifend o axi-
omy ¢ # ¢j pro i < j < K, v jazyce L' rozdifujicim L o k novych
konstantnich symboll ¢;, i € k. T’ je bezesporna dle véty o kom-
paktnosti.

Dle tvrzeni o existenci modelu ma T’ model velikosti < ||| = &.
Ztejmé viak kazdy model T’/ ma velikost alespofi . O
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Kapitola 6: Zaklady teorie modelu



Predikatova logika

Predikatova logika

Pfipomenme, Ze 3 znadi n-sekvenci (ag, ..., a,—1) s néjakym n.
Daéle f(a) znadi (f(ag),...,f(an-1)) pro a; € dom(f).

Definice: Necht A, jsou dvé struktury pro jazyk L = (R, F).
Zobrazeni f : A — B se nazyva homomorfismus, jestlize ,zachovava
vsechny relace i funkce", tj.

a) RA(3a) = RB(f(3)) pro kazdé Rc R

b) f(FA(3)) = FB(f(3)) pro kazdé F € F

Je-li f prosty homomorfismus takovy, Ze navic v a) plati < misto
=, je to izomorfni vnoreni, je-li navic surjektivni (tj. bijekce), pak
je to izomorfismus.

Existuje-li mezi A a B néjaky izomorfismus, nazyvame A a B izo-
morfni, piseme A = 5.
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Koncept logiky
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Predikatova logika

Priklad: Bud L9 = (<) jazyk teorie usporadani a A, B,C nasledu-
jici LO-struktury: A = (Q, <), B= (R,<) a C = {(—1,1), <), kde
(—1,1) je otevreny interval redlnych &isel a < znadi vzdy obvyklé
usporadani.

Je B = C, izomorfismem je napriklad funkce x — (2/7) - arctg(x).

Dale B 22 A % C, nebot univerzum A je spocetné, narozdil od
univerz struktur B,C. Mezi spoCetnou a nespodetnou mnoZinou ne-
existuje bijekce, tedy ani izomorfismus.

Identita idg : Q — R (tj. zobrazeni q — q pro g € Q) je izomorfni
vnoreni A do B, které vSak neni surjektivni. Slozenim idg s néjakym
izomorfismem 3 a C ziskdme izomorfni vnoreni A do C.
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Priklad: Teorie vektorovych prostorii nad télesem F =
(F,0F 1F 4F —F .Fy je teorie VS(F) v jazyce L™F =
(0,+,—,r)rer, kde 0 je konstantni symbol, — unarni funkéni
a + bindrni funkéni symbol, r je unarni funkéni symbol pro kazdé
r € F. Axiomy VS(F) jsou:

1) x+(y+2)=(x+y)+z (Mo)
Xx+0=x=0+x (Mo2)
(Mo3)

(Mo4)

(G
(G2)

(G3) x+(—x)=0=(—x)+x
(AG) x+y=y+x

kde r,s € F.
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Ptiklad: Budte R a R? euklidovské vektorové prostory nad télesem
R dimenzi 1 resp. 2. Pak zobrazeni f : R? — R definované jako
f: (x,y) > x je (surjektivni) homomorfismus mezi R? a R.

Naopak kazdé zobrazeni f, : R — R?, kde v je nenulovy vektor
z R2, dané jako f,(r) = r(v), je izomorfni vnoreni R do R2.

Priklad: Necht A, B = VS(F) jsou vektorové prostory nad F téze
dimenze K a (a,; o € K) resp. (by; o € k) jsou baze A resp. .

Kazdy vektor v € A lze jednoznacné zapsat ve tvaru v = ., ri(a;),
kde I je kone¢nad podmnozina k a rj € F pro kazdé i € . Zobrazeni
f:> e ri(ai) = > e ri(bi) je pak izomorfismus A a B.

Naopak, je-li f izomorfismus néjakych vektorovych prostorii C, D, je
f-obraz baze prostoru C bazi D. Tedy dva vektorové prostory jsou

izomorfni, pravé kdyz maji stejnou dimenzi.
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Ptiklad: Budte A, B spoéetné modely teorie DeLO. Ukdzeme, Ze
A=B.

Necht (a;;0 < i € w) resp. (b;;0 < i € w) je prostd posloupnost
vSech prvki A resp. B. Takova ,ocislovani“ A, B lze najit diky
predpokladu spocetnosti.

Sestrojime izomorfismus f : A — B takzvanou metodou ,cik-cak",
tj. indukci tak, Ze v n-tém kroku definujeme hodnoty f(a,) a f ~1(b,)
takovym zplsobem, aby f bylo izomorfismem A | dom(f) a B |

rng(f).
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V kroku 0 bud f prazdné zobrazeni.

Krok n > 0: Predpokladejme, Ze f(a,), f~1(b,) jesté nejsou defi-
novana (v opa¢ném pripadé neprovadime nic). Necht a_ resp. a; je
nejvétsi prvek dom(f) pod a, resp. nejmensi prvek dom(f) nad ap;
a_ resp. ay je —oo resp. oo, pokud takovy prvek neexistuje. Pro-
toze B je husté a bez konci, lezi v intervalu (f(a-), f(a+)) néjaky
prvek b € B. Definujme f(a,) = b. Hodnotu f~1(b,) definujeme
analogicky. Pak f je zfejmé izomorfizmus A | dom(f) a B | rng(f).

Z konstrukce f zfejmé plyne, ze f je izomorfizmus A a B.

Tedy kazdé dva spocetné modely teorie DeLLO jsou izomorfni a spe-
cialné izomorfni modelu (Q, <).
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Z véty o kompletnosti zfejmé plyne, Ze bezesporna teorie T je
kompletni, pravé kdyz kazdé dva jeji modely jsou elementarné
ekvivalentni.

Rikdme, Ze teorie T je r-kategorickd, pokud T ma model velikosti
k a kazdé dva jeji modely velikosti k jsou izomorfni.

Tvrzeni: (kategorické kritérium kompletnosti) Necht L-teorie T
nema kone¢né modely a je k-kategorickd pro néjaké x > ||L||. Pak
T je kompletni.

Dukaz: Necht ¢ je nezavisla sentence v T. Pak teorie T, pa T, ¢
jsou bezesporné a maji tedy po fadé néjaké modely A, B velikosti .
Z predpokladu x-kategori¢nosti je A = 3, tedy specidlné A =B —
spor. [l
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Pfiklad: Teorie VS(F,00) nekoneénych vektorovych prostord
nad télesem F je extenze teorie VS(F) o axiomy ¢p
(3x0, - xn-1) Nigj(Xi # xj) s n € w vyjadiujici , existuje neko-
ne¢né mnoho prvkd“.

VS(F, o0) nema kone¢né modely a kdykoli jsou A, B dva jeji modely
velikosti k& > |F| = ||[L™F|, je dim(A) = k = dim(B), tedy A = B.
Teorie VS(F, o0) je tedy kompletni.

Pfiklad: Teorie DeLO nem3d konecné modely a kazdé dva jeji spo-
cetné modely jsou izomorfni. Je tedy DeLLO kompletni.
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Definice: L-struktura A je elementarni podstruktura L-struktury B
resp. B je elementdrni extenze A (znaime A < B.), je-li A C B a
A E ¢(3) & B = ¢(3) plati pro kazdd a € A a kazdou L-formuli

o(x).
Je-li A < B, je specidlné A = B.

Tvrzeni: (Tarski-Vaughtiv test) A < B plati, pravé kdyz pro kazdou
formuli p(y,x) aa € A je: B = (Jy)p(y,a) = existuje a € A
takové, ze B = ¢(a, a).

Diikaz: Indukci dle slozitosti (. U
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Véta (Lowenheim-Skolemovy véty)

Necht' A je nekonecnd L-struktura. Pak

Q (nahoru) je-li k > max(|A|, ||L||), existuje B mohutnosti k tak,
Ze A< B,
Q (doli) je-li ||IL]| <k < |A
C< A
Duakaz: ,Dol(": Dokaze se uzitim Tarski-Vaughtova testu. Volme
C=A]C, kde C =, Ci pro C; C A sestrojend rekurzi:
Necht Cy C A je libovolna velikosti k. Je-li C; sestrojeno, definujeme
Cit1 jako G U {ag e ¢(y,X) je L-formule, € € G}, kde a,z € A je
takové, Ze plati A = (Jy)e(y,C) = A = ¢(age, ©).
Pak zfejmé C < A dle Tarski-Vaughtova testu a |C| = k. O

, existuje C mohutnosti k tak, Ze

iEw
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Dukaz: ,,Nahoru": Pridejme do jazyka konstantni symboly ¢, pro
a € A a polozme jejich realizace v A takto: c;‘ = a. Vzniklou
LU (ca;a € A)-strukturu oznalme As. Volme T = Th(A); pak

kdykoli B |= T, je (az na izomorfismus) A < 5.

Oznaéme L' jazyk LU (ca;a € A) U (dy; @ < K) s k novymi kon-
stantnimi symboly d, a polozme T’ = T U {d, # dg; o < 8 < K}.
Dle véty o kompaktnosti ma T’ model B velikosti < ||| =
max(||L||, |A|, k) = k avak ziejmé neni |B| < x (d5, a < k je
K riznych prvkia B). O
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Priklad: Bud C = (C,0,1,—,+,-) téleso komplexnich ¢&isel. Je
|C| =2“.

Podle Lowenheim-Skolemovy véty smérem dolil existuje spocetné té-
leso C takové, ze C < C.

Tedy napriklad kazda soustava polynomidlnich rovnic s koeficienty
z C ma feSeni v C pravé kdyz ho ma v C. Specidlné ma kazdy po-
lynom jedné proménné nenulového stupné s koeficienty z C koren
v C, tj. C je algebraicky uzavrené.
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Kapitola 7: Godelovy véty o nelplnosti
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Neuplnost

Formulujeme zde bez ditkazu dvé zdsadni Gddelovy véty o
nedplnosti a néktera jejich zobecnéni.

L-teorie T je rekurzivné axiomatizovana, existuje-li ,,algoritmus”,
ktery o kazdé L-formuli rozhodne, zda je ¢i neni mimologickym
axiomem T. Pojem algoritmu je mozné definovat precizné, zde to z
casovych dlvodi nedélame.

Véta (1. Godelova véta o neliplnosti)

Je-li T bezesporna rekurzivné axiomatizovand teorie rozsirujici
Robinsonovu aritmetiku Q, pak existuje sentence v pravdivd v N
ale nedokazatelna v T.

Je-li navic T tzv. korektni, tj. plati-li N |= T, je v nezévisla
sentence v T, tedy T neni kompletni.

Petr Glivicky Predikatova (a vyrokova) logika



Nedplnost a nerozhodnutelnost

Neuplnost

Prvni Godelovu vétu lze zesilit nasledovné:

Véta (Rosserova véta o neliplnosti)

Je-li T bezesporna rekurzivné axiomatizovand teorie rozsirujici
Robinsonovu aritmetiku Q, pak existuje sentence p nezavisla v T.
Tedy specidlné neni T kompletni.

Lze ukazat, ze pro rekurzivné axiomatizovanou T existuje sentence
ConT jazyka L? aritmetiky takova, ze N = Cont < T je
bezesporna teorie. Cont tedy ¢teme jako ,, T je bezespornd”.

Véta (2. Godelova véta o neliplnosti)

Je-li T bezesporna rekurzivné axiomatizovand teorie rozsirujici
Peanovu aritmetiku P, pak T t/ Cont.

Takova T tedy ,,neumi dokazat vlastni bezespornost”.
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Neuplnost

Z druhé Godelovy véty plyne dilezity disledek, totiz ze axiomaticka
teorie mnozin neni schopna dokazat vlastni bezespornost. Tim
spise pak neni mozné dokazat bezespornost teorie mnozin
finitarnimi metodami, jak poZadoval Hilbert(v program.

Specidlné je axiomatickd teorie mnozin nekompletni teorie.

Podle Rosserovy véty jsou Robinsonova i Peanova aritmetika
nekompletni teorie. Navic je nelze zkompletizovat pfidanim Zadné
»algoritmicky" popsatelné mnoziny axiomi. Specialné teorie
Th(N), jejimiz axiomy jsou vSechny sentence pravdivé ve strukture
N, neni ekvivalentni rekurzivné axiomatizované teorii.
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Neuplnost

Dikazy vét o nelplnosti vyuzivaji existenci tzv. aritmetického
kédingu logické syntaxe. Kazdému syntaktickému pojmu o, ktery
je koneénou sekvenci symboli (symbol jazyka, term, formule,
diikaz) Ize pfifadit pfirozené Cislo o — jeho kdd. Rikdme dale, ze
formule ¢ jazyka aritmetiky popisuje mnozinu syntaktickych pojmu
S, je-li N = o(n) & n =7 pro néjaké o € S. Tedy ¢(x) vyjadfuje
»X je v mnoziné S*.

Popisuje-li L?-formule A(x) mnozinu mimologickych symbold
néjakého jazyka L, existuji L?-formule Term;(x), Fmy(x) popisujici
po fadé mnoziny Term;, Fm; (tj. vyjadfujici ,x je L-term" resp.
X je L-formule"). Popisuje-li navic 7(x) mnozinu mimologickych
axiomu L-teorie T, existuji formule Prfr(x,y), Prr(x), Cont
vyjadfujici po fadé ,y je diikaz x v T", ,x je dokazatelnd v T,

» T je bezesporna“.
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Neuplnost

Pro L-formuli ¢ znadi ¢ ,,¢-ty numerdl” (presnéji numeral

Y =555...5(0), kde S je P-krat). Podobné definujeme o pro o
symbol jazyka, term, dikaz.

Kromé kédingu je klicovym prvkem ditkazu prvni Godelovy véty
tzv. Godelovo autoreferenéni (téz diagonalni) lemma:

Tvrzeni: (Godelovo autoreferenéni lemma) Necht T O Q (Robin-
sonova aritmetika). Pak pro kazdou formuli ¢(x) s jednou volnou
proménnou x existuje sentence 1 takova, ze T F ¢ <> p(v).

Ekvivalenci ¥ <+ (¢) je mozné Cist tak, Ze 1) fika ,,ja mam
vlastnost ¢* (odtud autoreference).
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Neuplnost

Aplikaci lemmatu na rGizné formule ¢ je mozné ziskat radu
zajimavych dusledka.

Dusledek: (neexistence definice pravdy) Je-li T O Q bezesporna,
pak v T neexistuje definice pravdy, tj. formule 7 takova, ze pro
kazdou sentenci ¥ je T ¢ <> 7(v).

Dukaz: Sporem — aplikaci autoreferenéniho lemmatu na formuli ¢ =
—7 ziskdme sentenci ¢ takovou, ze T + ¢ <> =7(¢) <> —), tedy T

je sporna. O
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Neuplnost

Véta (1. Godelova véta o nediplnosti)

Je-li T bezesporna rekurzivné axiomatizovand teorie rozsirujici
Robinsonovu aritmetiku Q, pak existuje sentence v pravdiva v N
ale nedokazatelna v T.

Dukaz: (ndznak) Dokazeme vétu za nadbyteéného, ovem zjed-
nodusujiciho predpokladu, ze N = T. Aplikujeme autoreferenéni
lemma na formuli ¢(x) = —Pry(x) (takova formule existuje diky
rekruzivni axiomatizovatelnosti T') a ziskdme sentenci v takovou, ze
T+ v+ =Prr(v).

Pak T t/ v. Dokazme to sporem. Necht T v, pak T F =Pry(v),
tedy N = —(30)(Prfr(d,v)). Zéroveri viak dle T I v existuje ditkaz
d sentence v v T, tedy N |= Prfr(d, v) — spor. O
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Nedplnost a nerozhodnutelnost

Nerozhodnutelnost

L-teorie T je rozhodnutelna, existuje-li ,algoritmus”, ktery o kazdé
L-formuli rozhodne, zda je ¢i neni dokazatelnd v T. V opacném
pripadé je T nerozhodnutelna.

Plati nésledujici kritéria (ne)rozhodnutelnosti:

Tvrzeni: Rekurzivné axiomatizovana kompletni teorie T je rozhod-

nutelna.

Tvrzeni: Bezesporna teorie T rozsitfujici Robinsonovu aritmetiku Q
je nerozhodnutelna.

Pfiklad: Teorie DeLO ¢&i VS(Q) jsou kompletni a rekurzivné axio-
matizované, tedy jsou rozhodnutelné.

Priklad: Peanova aritmetika P a Robinsonova aritmetika Q jsou
nerozhodnutelné teorie.
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