Datum: Jméno:

Pisemna ¢ast zkousky z VPL.
Pocet dloh: 3.

Pokyny pro vypracovani.

Odpovéd A(no)/N(e) nebo relevantni hodnotu ¢ vyraz v nejjednodussim tvaru uvedte do rdmecku pro Odpovéd. Zdivod-
néni kazdé polozky odpovédi uvedte do ramecku Zduvodnéni.

Zduvodnéni se provadi odkazem na relevantni poucky a vseobecnd fakta a spravnou logickou argumentaci. Musi byt dale
dostate¢né podrobné; napt. argument ,,plyne to z véty o kompaktnosti“ bez dalsiho muze byt principidlné spravny, avsak nikoli
dostatecné podrobny. Vypracovani je tfeba psat Citelné a prehledné.

Hodnoceni.

Uloha je rozieSena spravng, se ziskem 2 body, jsou-li véechny jeji ¢asti zodpovézeny spravné véetné pozadovanych zdtivod-
néni; jinak je rozfeSena nespravné. Pisemnd zkouska je absolvovéna ispésné resp. dostatedné, jsou-li rozfeseny spravné 3 (6 b.)
resp. 2 tlohy (4b.); jinak je absolvovdna nedostate¢né. Céstecné feseni (plné) spravné neroziesené tilohy miize znamenat zisk
zlomkd bodt a pozitivné ovlivnit iispésnost absolvovani pisemné zkousky.

Konvence a znadéeni.
Oznadeni symbolt riiznymi pismeny ¢i znaky znamend, ze jde o rizné symboly, neni-li vyslovné uvedeno jinak. (Napf.,z,y
jsou proménné“ znaéi, Ze x,y jsou rizné proménné.)
Jednoduchd extenze teorie T je extenze teorie T' ve stejném jazyce, jaky ma 7.
Ohodnoceni v prvovyroku {po,...,pi—1} se znadi také jako I-tice (v(0),...,v(l —1)).
V tlohéch z predikatové logiky jsou vSechny jazyky a teorie v logice s rovnosti, neni-li vyslovné uvedeno jinak.



ULOHA 1| [VL]

A) Bud P = {p,q,r} téiprvkovd mnozina vSech prvovyroki. Necht T = {p,q — r} je P-teorie.
a) NapiSte formuli v DNF, axiomatizujici T'.
b) Napiste axiomatiku kazdé jednoduché kompletni extenze teorie T'.

Odpovéd.

a) (p&-q)Vvp&r).
b) p&—q&r, p&—q&-r, p&kq&r.

Zduvodnéni.

a) Axiomatika p & (¢ — ) se ,,booleovskymi tipravami“ snadno prevede na ekvivalentni formuli (p & —q) V (p & 7).

b) e FR&) V&) o p&a&n) VPl g& )V (p &gk gy
Kazda JKE teorie T je ekvivalentni elementarni konjunkci tvaru p*®) & ¢*(@ & *("), kde v = T. Kazdy disjunkt
¥; s i < 3 vpravo od <« v (1) mé jediny model a tyto jsou pravé vSemi (tfemi) modely T’; tudiz hledanymi
axiomatikami jsou praveé ¢; s i < 3.

B) Necht mnozina P v8ech prvovyrok je nekone¢na.
a) Bud T ={-pV —q¢; p,q jsou rtzné prvovyroky}. Urdete M(T).
b) Je T konecné axiomatizovatelna?
c) Je mnozina K = {v € 2; v(p) = 1 pro alespoii dva rtizné prvovyroky p} axiomatizovatelna?

Odpovéd.

a) M(T) = {v € ; v(p) =1 pro nejvyse jedno p € P}.

b) N.

c) N.
Zduvodnéni.

a) Jasné.

b) Kdyby byla, tak by méla kontinuum model; mé vsak spocetné.
¢) Je K = —M(T); protoze T neni kone¢né axiomatizovatelnd, neni K axiomatizovatelna.




ULOHA 2| [PL] Bud L = (F) jazyk s rovnosti a binarnim funkénim symbolem F, T bud L-teorie s jedinym axiomem
tvaru (Jy)(Vz)(F(z,y) # x). Necht A = (4, +) je L-struktura, kde + je s¢itdni modulo 4. (4 = {0,1,2,3}.)

A) a) JeAET?
b) Je mnozina {2} definovatelna bez parametrii v A7
¢) Kolik a jaké automorfizmy mé struktura A.
d) Kolik prvki ma algebra Df*((),.A)?
e) Bud S = Th(A). Kolik je, az na ekvivalenci v .S, formuli ¢(vg), splitujicich zéroven St/ ¢ a St/ —¢?

Odpovéd.

a) A.
b) A.
¢) 2. Identitu a {(0,0),(2,2),(1,3),(3,1)}.
d) 8.
e) 6.
Zdtvodnéni.
a) AE (Vz)(F(z,y) # z)[a] proa € 1,2,3.
b) Definujici formule: (32)(F(z,z) = z & (Vy)(F(y,z) = v)).
c) {0}, {2} jsou definovatelné bez parametrt, tedy {(0,0), (2,2),(1,3), (3,1)} je jediny neidenticky automorfizmus.
d) M4 pravé 3 atomy {0}, {2}, {1,3}, tedy m4 23 = 8 prvkd.
e) Je to pocet prvkii algebry B'S bez 0,1. S je kompletni, tedy B'S = Df'(§, A) a Df* (0, A) ma 8 prvki.

B) a) JeT oteviené axiomatizovatelna?
b) Je LU {c}-teorie T* s jedinym axiomem F(z,c) # x oteviend konzervativni extenze T'? (c je konstantni symbol.)
¢) Kolik mé A expanzi do modelu T*, ztotoznime-li elementdrné ekvivalentni?

Odpovéd.

a) N.
b) A.
c) 2.

Zdtvodnéni.

a) Al{0} C A, ale A[ {0} = T.

b) Axiom F(x,c) # x je oteviené jadro Skolemovy varianty axiomu x (ktery je v prenexnim tvaru).

c) Jsou to struktury (A4,2), (A,1); druhd je izomorfni s (A4,3) diky automorfizmu A, identickému na {0,2} a
prevadéjicimu 1 na 3 a naopak.




ULOHA 3| [PL] Bud L extenze jazyka uspoiddani o konstantni symboly co, c;.

e T bud L-teorie rozsitujici teorii linedrniho uspofadani o nasledujici axiomy:
co#c1, co<z<c,
co # * — x mé bezprostiedniho pfedchtiidce, c¢; # x — = méa bezprostfedniho néaslednika.
e Oznacme T, extenzi T o formuli ,existuje pravé n prvka“ a T, extenzi T o schema ,existuje nekonecné prvka“.

A) a) Uréete I(n,T) pro2<neN.

i) M& T algebraicky prvomodel? ii) M& T prvomodel?

Ma T, algebraicky prvomodel?

Je T kompletni?

Bud Ag = {+(1—5%); n € N}, Ay = {£(1+5); n € N}, A = (A)UA;, <, -2,2) = T (< je obvyklé usporddani);
viz obr. Je mnoZina {0} definovatelnd v A bez parametrti? (Navod: lze napf. uzit vhodny automorfizmus.)
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Odpovéd. Ao
a) I(n,T)=1pro2<neN.
b) i) A. ii) N.
c) A
d) A.
e) N.
Zduvodnéni.
a) Dvé n-prvkova linearni usporadani s 0 < n € N jsou izomorfni.
b) i) Je to jasné (2,<,0,1) (s 0 < 1). ii) T neni kompletni, nem4 tedy prvomodel.
c) Jetojasné B=({x£27™; ne N}, <, —1,1).
d) Bud T2 extenze T o definice z <, y < ,mezi x,y je ostfe pravé n prvki“ s n € N stejné jako pro DiLO.

Zcela stejné jako pro DILO plyne 1-koexistence pro T . Specidlné je TS modelové kompletni. M4 algebraicky
prvomodel B°, jenz je jednoznacnou expanzi B do modelu T, tedy je T kompletni Protoze to je konzervativni
extenze T, je To kompletni.

e) Zobrazeni h: A — A identické na A; a takové, ze h(a) je bezprostiedni néslednik prvku a € Ay, je automorfizmus
A s h(0) =1/2 # 0 a obrazem {0} neni {0}. Dokazované plati diky tvrzeni o automorfnim obrazu definovatelné
mnoziny.

B) a) Je T rozhodnutelna?
b) Kolik ma T neekvivalentnich rozhodnutelnych jednoduchych extenzi?

Odpovéd.

a) A.
b) Spocetné (tj. w).

Zdtvodnéni.

a) M4 rekurzivni kompletaci R, kde R[n] = {"T7} U {"existuje pravé n prvkia} pro 2 <n € N,
{"T7} U {"existuje alespoit m prvkia™; 1 < m € N} pro n = 0.
R[n] kéduje teorii T), s 2 < n € N, R[0] teorii Tw.
b) Jsou to napf. teorie T,, s 2 <n € N.




