Datum: Jméno:

Pisemna ¢ast zkousky z VPL.
Pocet tloh: 3.

Pokyny pro vypracovani.

Odpovéd A(no)/N(e) nebo relevantni hodnotu ¢ vyraz v nejjednodussim tvaru uvedte do rdmecku pro Odpovéd’. Zdivod-
néni kazdé polozky odpovédi uvedte do ramecku Zduvodnéni.

Zduvodnéni se provadi odkazem na relevantni poucky a vSeobecné fakta a spravnou logickou argumentaci. Musi byt déale
dostatecné podrobné; napf. argument ,plyne to z véty o kompaktnosti“ bez dalsiho mtize byt principidlné spravny, avSak nikoli
dostateéné podrobny. Vypracovani je tfeba psat Citelné a prehledné.

Hodnoceni.

Uloha je rozieSena spravng, se ziskem 2 body, jsou-li vSechny jeji ¢asti zodpovézeny spravné véetné pozadovanych zdivod-
néni; jinak je rozfeSena nespravné. Pisemnd zkouska je absolvovdna ispésné resp. dostatecné, jsou-li rozfeseny spravné 3 (6 b.)
resp. 2 tilohy (4b.); jinak je absolvovéana nedostate¢né. Casteéné feseni (plné) spravné nerozfesené tlohy miize znamenat zisk
zlomkid bodt a pozitivné ovlivnit ispésnost absolvovani pisemné zkousky.

Konvence a znaéeni.
Oznadeni symbolil riiznymi pismeny ¢i znaky znamend, Ze jde o rtizné symboly, neni-li vyslovné uvedeno jinak. (Napf.,x,y
jsou proménné“ znadi, Ze x,y jsou rizné proménné.)
Ohodnoceni v prvovyroki {po,...,pi—1} se znadi také jako I-tice (v(0),...,v(l —1)).
V tlohach z predikatové logiky jsou vSechny jazyky a teorie v logice s rovnosti, neni-li vyslovné uvedeno jinak.



ULOHA 1| [VL] Necht mnozina PP vSech prvovyrokt je nekoneéné, K = {vg, vy, v2} C 2 je t¥iprvkova mnozina ohodnoceni
prvovyrokt z P a T teorie, axiomatizujici K (tj. M(T') = K).

A)
a) Uvedte konkrétni axiomatiku ekvivalentni s 7.
b) Je mnozina 2 — K axiomatizovatelna?
Odpovéd.

a)  {Veg 2" (po,p1,po) € PP
b) N

Zduvodnéni.

a) Plati w(p*®) =1 < w(p) = v(p). Odtud plyne: kdyz v € K, tak v(\/l<3pl‘(pl)) =1,atedy v ET. Kdyz v ¢ K,
tak v [~ T, nebof existuji p; tak, ze v(p;) # vi(pi) pro i < 3 a tedy v(\V/, 4 pfl(p’)) =0.

b) Kdyby 2 — K byla axiomatizovatelnd, byla by K koneéné axiomatizovatelnd; to plyne z véty o kompaktnosti.
Pro splnitelny vyrok ¢ je diky nekoneénosti P mnozina M(p) nekoneénd; tudiz zadné ¢ neaxiomatizuje kone¢nou

mnozinu K.

B) Bud S = {p € P; T I p}. Ktera z nésledujicich tvrzeni plati? (A/N)
2) S = ey v 1
b) S = Uyeg e [0].
¢c) Tkp—q < v(p) <wvi(q) pro nékteré i < 3.
d) TkpV-q & v(q) <wvi(p) pro kazdé i < 3.
Odpovéd.
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Zduvodnéni.

a) TFp@T’zp@v(p):lprokaidéveM(T)(:K)¢>p€ﬂi<3v;1[1].
) Plati S = ﬂz<3 ; [1]
) Tkp—=g&eTEp—qs v(p) <u(g) pro kazdé v € M(T) (= K).

) TkpvqeThrgq—opeTEq—pe v <vip) pro kazdé v e M(T) (= K).
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ULOHA 2| [PL] Bud L jazyk (<), kde < je binarni rela¢ni, a necht T je L-teorie s axiomy {xo, X1}, kde
Xo je oteviend formule vyjadiujici ,,< je ostré linedrni usporadani, x1 je (V) (Fy)(z < y).
Bud F unérni funkéni symbol a T* bud (<, F')-teorie s axiomy {xo,z < F(x)}.

A)

a) Uvedte Skolemovu variantu formule x;.
)

=3

Je T* konzervativni oteviena extenze 17

) Bud A= (R,<4 FA), kde < je obvyklé ostré usporadéni R a F*4(a) = a+ 1 pro a € R. Plati A |= T*?
d) Bud B = (R,<B GB), kde <Z je obvyklé ostré uspoiddani R a GZ(a) = a + 1/2 pro a € R. Plati A = B?

Odpovéd.

o

a) (Vz)(x < G(x)), kde G je unérni funkéni symbol.
b) A
c) A
d) A
Zdtvodnéni.

a) Plyne to pfimo z definice Skolemovy varianty.

b) T* je evidentné oteviend teorie. Extenze T” teorie T o axiom x < F(z) je konzervativni extenze T dle véty o
extenzi o funkéni symbol. Je - (Vz)(x < F(z)) — x1 diky tvaru x;. ((Vz)(z < F(z)) je Skolemova varianta x1.)
TudiZ je T* ekvivalentni s T".

¢) Jasné plati oba axiomy T* v A.

d) Zobrazeni h(a) = a/2 je izomorfizmus A a B. (h(F*(a)) = h(a+1) = a/2+1/2 = h(a) +1/2 = GB(h(a)).) Tedy
A=B.

B) Bud C = (R, < FY), kde < je obvyklé ostré usporadani R a F¢ je absolutni hodnota.
Ktera z nésledujicich tvrzeni plati? (A/N)

a) CET*
b) TH*Fz<y— F(zx) < F(y).
Odpovéd.

a) N
b) N

Zduvodnéni.

a) CWFz< F(x)0].
b) Bud D = (R, <P, FP) kde <P je obvyklé ostré uspotaddni R a FP(a) =|a| +1. Pak D | T*, avsak F'P neni
rostouci.




ULOHA 3| [PL] Bud L = (U, P) jazyk s rovnosti, pfi¢emz U je unarni a P binarni predikatovy symbol. Necht T je L-teorie
s axiomy vyjadiujicimi ,P je prosté zobrazeni U na —U*, tj. pro (A, U4, PA) = T je f = {(a,b); P*(a,b)} bijekce U4 na
f

A — U4 — viz obr.
£y /

-
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A) Ktera z nasledujicich tvrzeni plati? (A/N)
a) I(n,T)=1prokazdé 0 <neNal(w,T)=1.
b) T je kompletni.
¢) T je rozhodnutelna.

d) Jednoduchd extenze T teorie T' o schema axiomil ,existuje nekoneéné prvkia* je modelové kompletni.

Odpovéd.

a) N

b) N

c) A

d) A
Zduvodnéni.

a) I(n,T) je 0 resp. 1 pro n liché resp. jinak. Pro dva stejné velké (nejvyse spocetné) modely A, B teorie T se sestroji
jejich automorfizmus jako jednozna¢na extenze jakékoli bijekce mnoziny U4 na UPZ.

b) T neni kompletni, protoze méa konecné i nekoneéné modely.

¢) T ma4 rekurzivni kompletaci. Je totiz pravé spocetné neekvivalentnich jednoduchych kompletnich extenzi teorie
T. Jsou to pravé extenze o axiom ,existuje pravé 2n prvka“ s 0 < n € N, a jesté extenze o schema ,existuje
nekonecné prvku“; jasné je lze prezentovat jako rekurzivni kompletaci.

d) Ztejmé lze kazdé neprazdné koneéné parcidlni vnofeni mezi dvéma modely teorie T* bezprosttedné prodlouzit.
Tedy T™* je f-homogenni, tudiz ma T™ eliminaci kvantifikdtori a tedy je modelové kompletni.

B) Bud A= (A, U4, P4) =T s A nekoneénym a X C U4 bud kone¢nad mnozina. Popiste mnozinu W pravé viech b € A — U4
takovych, ze {b} je definovatelné v A z parametra X7

Odpovéd.

W = {b; (a,b) € P4, a € X}.

Zduvodnéni.

Prvek b € W je definovany v A formuli P(y,z) s parametrickou proménnou y a z parametru a. Kdyz b € (A — U4) — W,
existuje jasné automorfizmus h struktury A identicky na X a takovy, ze b # h(b) € (A—U*)—W. Tudiz {b} neni definovatelné
vAz X.

Jiné feseni. A je model jednoduché extenze T™ teorie T' o schema ,existuje nekonecné prvki®, kterd mé eliminaci kvan-
tifikdtort. TudiZz uvazované jednoprvkové mnozZiny jsou definované jen atomickymi formulemi tvaru z =y, P(z,y), P(y,x)
s parametrickou proménnou y a tedy jsou jasné pravé tvaru {b} pro néjaké b € W.




