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1 Permutace

Def. (permutace) Permutece je bijekce z {1,...,n} — {1,...,n}.
Def. S, je mnozina vSech permutaci na {1,...,n}, [S,| = n!.

Def. Identita id(i) = i.

Def. Inverze p~'(i) =j < p(j) =1i.

Def. Transpozice je permutace prohazujici i-ty prvek s j-tym (i # 7).

Def. (znaménko permutace) Znaménko permutace sqn(p) = (—1)™ kde m je pocet trans-
pozic. Dale plati sgn(p o q) = sgn(p) - sgn(q) a sgn(p) = sgn(p™).
2 Determinanty

Def. (determinant) A € R"*". Pak determinant

n

det(A) = |A| = Z sgn(p) - arp(1) - - - - Gppn) = Z sgn(p) Hai,p(i).
pESH pESH =1

Véta (determinant transpozice) det(A) = det(AT).

Véta (fadkova linearita det.) Bud A € R™" b € R™. Pak det(A + e;b7) = det(A) +
det(A + Gi(bT — Az,*))

Véta (determinant a elem. upravy) A’ vznikne z A elementarni tpravou:
(i) vynasobenim i-tého fadku ¢islem a € R: det(A’) = «v - det(A)
(ii) prohozenim i-tého a j-tého radku (i # j): det(A’) = — det(A)
(iii) pfictenim a-nasobku i-tého fadku k j-tému: det(A’) = det(A)
Disl. det(a- A) = o™ - det(A)
Disl. Determinant lze pocitat Gaussovou eliminaci.
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3 POLYNOMY

Lemma (determinant a el. fadkové tpravy) Bud F matice reprezentujici né&jakou el.
radkovou upravu. Pak det(E - B) = det(F) - det(B).

Véta (soucin determinanti) A, B € R"*". Pak det(A) - det(B) = det(A - B).
Véta (determinant a regularita) Bud A € R"*". Pak A je regularni <= det(A) # 0.

Véta (Laplaceav rozvoj dle i-tého fadku) Bud A € R™*".
Pak det(A) = > 77 (=1)""a, ;- det(A™) (A" je matice, ktera vznikne z matice A po vySkrtnuti
i-tého fadku a j-tého sloupce).

Véta (Cramerovo pravidlo) Bud A € R™ " regularni, b € R". Pak Az = b ma TeSeni se
det(A+(b—A, ;)eT)

slozkami x; = et ()

Def. (adjungovana matice) Adjungovana matice k A je adj(A);; = (—1)"" - det(A7").
Véta (adjungovana matice a determinant) VA € R™™ A-adj(A) = det(A) - I,

Véta (geometricky vyznam determinantu) Pro vektory zy, ..., z, € R" sestavime matici
A= (x1,...,x,). Poté plati, Ze objem rovnobézniku uréeného z1, ..., xz, je det(A).

Diisl. Je-li lin. zobrazeni f : R® — R" a A = y[f]y je matice tohoto zobrazeni vii¢i bazi
Y, potom se objem téles méni vol(f(v)) = | det(A)| - vol(v).

3 Polynomy

Def. (polynom) Polynom (neboli téz mnoho¢len) stupné n v proménné x nad télesem K
rozumime vyraz:
P(x) = apz™ + ap_12" ' + ...+ a1z + ao,

kde a,,...,ay € K, a, # 0. Zna¢ime p € K(z).

Pozorovani (identicka nula) ProP € R(z) plati: Vx e R: P(x) =0 < aq,...,a, =
0. Neboli kdyz vyhodnotim polygon stupné n v n + 1 bodech a vzdy vyjde 0, jde o identickou
nulu.
Véta (Mala Fermatova) Pro kazdé a € Z,, a # 0 plati, ze a?~ = 1.

Dusl. Vq € Z,(z) 3r € Z,(x) stupné r < p — 1 takovy, ze Vo € Z,: r(x) = q(x) a r je
zbytek po déleni z g po déleni (2 — x)). Neboli libovolny polynom nad Z, lze zredukovat az na
polynom stupné p.

Def. (koien polynomu) Kofen polynomu P € K(z) je takové z € K, ze P(x) = 0.

Véta (zakladni véta algebry) [BD]| Kazdy mnoho¢len stupné alespoii 1 nad C mé alespon
1 kofen.



4 VLASTNI CISLA

Disl. Kazdy takovy mnohoclen lze rozlozit na sou¢in monont.

Prokladani bodd polynomem (Vandermondova matice)

73(1‘) — an_lxn—l =+ an_gl'n_Q 4+ ...+ a|xr + Qo

vede na:
N = an—lx?_l + ...+ a1x1 + ag Q;?_l ceeoomp 1
Yo = an—1$3_1 + ...+ a1 + ag . Vo xg_l ceeoxg 1
Yn = anflwz_l +...+ta1x, +ag ;EZ_I A N |
det(V) = H(xﬂ — )
1<j

Neboli determinant je nulovy pokud jsou néjaké 2 body stejné.

H#k(l’—l’i)

Véta (Lagrange) P(z) = ;_, ysPr(x), kde Py(x) = IR

4 Vlastni ¢isla

Def. (vl. ¢isla) Bud A € R™"*(C"*"). Pak A € C je vlastni ¢islo A a x € C" je vlastni vektor
A pokud Az = Az, x # 0.

Véta (charakteristika vl. ¢isel) A je vl. ¢islo matice A <= det(A — \I,,) = 0.
Def. (char. polynom) Charakteristicky polynom matice A je Pa(A) = det(A — \I) =
> pes, (D) T (A=AD)ipey = (=1)" N Fan A" Araidtag = (1) (A=)~ - (A=A,)

a tedy Ar,..., A\, € C jsou vlastni ¢isla (kofeny char. polynomu).

Def. (spektrum) Spektrum je mnozina vlastnich ¢isel.

Pozorovani p(A) € Rap(A) >0

Véta (vl. €isla trojihelnikové matice) A je trojuhelnikova matice. Potom jeji vl. ¢isla
jsou hodnoty na diagonéle: ay 1, a2, ...,y p.

Véta (soucin a soucet vl. &isel) A € R™ ™ \q,... A\, vl. ¢isla A. Pak:

(i) TLizy Ai = det(A)
(i) Diy A = a1q +aga + ... 4 Gnp (stopa matice).

Véta (vl. ¢&isla redlné matice) Bud A € R™", )\ € C vl. &islo. Potom ) je také vl. &islo.



4 VLASTNI CISLA

Véta (regularita a vl. ¢isla matice) A € R™*" regularni <= 0 neni vl. ¢islem A.

Def. (podobnost matic) Matice A, B € R™™ jsou podobné, pokud 3 reg. matice S tak, ze
A=S-B-S7L

Def. (diagonalizovatelnost) Matice A je diagonalizovatelna, pokud je podobna néjaké
diagonalni matici.

Véta (podobnost a vl. €isla) Podobné matice maji stejna vl. ¢isla.

Véta (aplna charakterizace diagonalizovatelnosti) A € C™" je diagonalizovatelna
<= ma n lin. nezavislych vl. vektori.

Véta (vl. vektory pro rizna vl. ¢isla) Necht A ma vl. ¢isla A\y,..., A\, navzdjem razna.
Pak odpovidajici vl. vektory zy, ..., x, jsou lin. nezavislé.

Def. (hermitovska transpozice) Aj; =a;;
Def. (hermitovska matice) A= A*
Def. (unitarni matice) (@) je unitarni (pro realné matice ortogonalni) <—= @ -Q* = I.

Véta (vl. ¢isla a sym. matice) Bud A reilna symetricka (komplexni hermitovska) matice.
Pak A maé realna vl. ¢isla.

Véta (spektralni rozklad sym. matice) Bud A reilna symetrickd matice. Pak 3 orto-
gonalni @, diagonalni A: A=Q-A-QT.

Disl. Asym.svl &isly Ay > ... > \,. Pak \| = max gerr 27-A-2 a A\, = min gepr» 27-A-x.
[lz]|=1 [|z]|=1

Def. (Jordanova buiika) Ji()\) € CF** )\ € C:

A1 ... 0
A1 :
: A1
0o ... A
Def. (Jordanova normalni forma) Ay,....\, €C, ky,... k, € N:

T, (A1) 0 . 0

0 Jey(X2) 0 :

: 0

0 o0 Je ()



4 VLASTNI CISLA

Véta (o Jordanové normalni formé) [BD] Kazda matice A € C"*" je podobna matici
majici Jordanovu normélni formu. Navic Jordanova forma je az na potadi bunék jednoznacna.

Véta (Oldenburger) [BD] Matice A € R™". p(A) <1 <= limy_,o A¥ = 0.

Dasl. p(A) <1 = (I-A)t'=T+A+A%+... (analogies117q21+q+q2+...pro
q<1)

Véta (Cayley-Hamilton) A € R™" Py(A) = (—=1)"\" + a, 1 A" '+ ...+ a1\ + ao. Pak
(—1)"A" + a,, 1 A" ' + ... 4+ a1 A + agl = 0. Neboli matice je kofenem svého charakteristického
polynomu.

Disl. A~!je lin. kombinace I, A, A%, ... A""L,
Disl.  A* je lin. kombinace I, A, A%,..., A" k> n.

Véta (nezaporné matice a dominant. vl. ¢.) [BD] A € R™*"

(i) A;; > 0, pak nejvétsi vl. ¢islo v abs. hodnoté (dominantni) je redlné, nezaporné a odpovida
mu nezaporny vl. vektor.

(ii) A;; > 0, pak nejvétsi vl. ¢islo v abs. hodnoté je realné, kladné a je jediné. Jemu odpovidajici

vl. vektor je kladny a je to jediny vl. vektor s touto vlastnosti.

Véta (Rayleigh quotient) A € R™*" z vl. vektor. Pak A = 42 je vl. &islo odpovidajici .

xTg

Mocninna metoda zjistovani vl. ¢isel

algoritmus
xg € R
while pozadujeme vyssi pfesnost do
Tit1 = Ax " T
Titd 7= o]
=i+ 1
end while

tvrzeni A € R™" Aj ... A, VL @isla a |\ > [N > [A3] > ... > |\, vI. vektory

U1, ..., U, lin. nezavislé (matice je diagonalizovatelna) a xy méa nenulovou slozku soutadnice
o . . T Az, .

vuci vy. Pak z; konverguje k v; a =7— konverguje k ;.

i

i

Véta (matice spole¢nice) P(z)= 2"+ a, 12" ' + ...+ a1z + ao,

0 0 0 - —a

1 0 0 - —-a
C(p) =10 1 0 —ag

0 0 1 —Qp—1



5 POZITIVNE DEFINITNI MATICE

VL. ¢isla Cpy jsou kofeny P(x).
Véta (vynulovani vl. ¢isla) A symetricka, Ay,..., A, vl ¢isla a vy, ..., v, odpovidajici vl.
vektory, Vi # j: v; Lvj, [|vi]] = 1. B = A — Avv] mé vl ¢isla: 0, Ay, ..., A, a jim odpovidajici

vl. vektory vy, ..., v,.

Tvrzeni (vl. ¢isla a zakladni operace s matici) Matice A, vl. ¢. A, vl. vektor v.

operace vl. ¢islo vl. vektor
a-A a v
A? 2 v
At AL v
AT A neumime uréit

Véta (Gerschgorinovy disky) A € C**™, Avl. & Pak A lezi v kruhu o stfedu a;; a poloméru
> j=1|a; ;| pro n&jaké i € {1,...,n}.
J#i

,,,,,

5 Pozitivné definitni matice

Def. (pozitivni (semi)definitnost) A sym. matice je
(i) pozitivné definitni pokud Vx # 0 € R" : 2T Az > 0,

(ii) pozitivné semidefinitni pokud Vz € R™ : 27 Az > 0.

Véta (operace s poz. def. maticemi)
(i) A, B poz. def — A+ B takeé
(ii) a >0, A poz. def. = a - A je poz. def

(iii) A je poz. def = A~! je take

Véta (charakterizace poz. def.) Nasledujici tvrzeni jsou pro A € R™*"™ sym. matici ekvi-
valentni:

(i) A je poz. def
(ii) A ma kladna vl. ¢isla

(iii) U € R™" s lin. nezavislymi sloupce, tak A = UTU

a a’

Véta (rekurentni vzorec na poz. def.) A sym. fadun a A = (a 5). A je poz. def.

= a>0& -1 a-a” je poz def.

«



6 KVADRATICKE FORMY

Véta (Choleského rozklad) Sym. matice A fadu n je poz. def. pravé tehdy kdyz se da
rozlozit na A = LLT kde L je ¢tvercova dolni trojihelnikova matice s kladnou diagonalou.
Navic L je ur¢ena jednoznacné.

Véta (poz. def. a skalarni sou€in) (z,y) je skalarni sou¢in na R” <= (x,y) = 27 Ay pro
uré. poz. def matici A.

Véta (odmocnina z matice) Pro kazdou poz. semidef. matici A3 poz. semidef B: B? = A.

Véta (Sylvestrova podminka) A sym. fadu n je poz. def. <= det(A4;) > 0 Vi €
{0,...,n — 1} kde A; vznikne z A vyskrtanim poslednich ¢ fadku a sloupcu.

6 Kvadratické formy
Def. (bilinearni forma) V vektorovy prostor nad télesem 7. Bilinearni forma je zobrazeni

b:V?2 =T, blau+ Pv,z) = ab(u,z) + Bb(v, z) a b(z,au + fv) = ab(z,u)Bb(z,v) Va, B €
T, Yu,v,z € V.

Def. (kvadraticka forma) f(u) = b(u,u)

Véta (maticova reprezentace forem) b: V2 — T bilin. forma, wy, ..., w, baze B prostoru
V. Def. A€ T : A;; = b(w;, w;). Pak b(u,v) = 2T Ay kde = = [ulp, y = [v]p a f(u) = 2T Az.

Véta (zména baze a vliv na matici formy) A matice kvadr. formy F vzhledem k bazi B.
Bud S matice pfechodu od B’ k B (tzn. S = p/[id]g). Pak matice f vzhledem k B’ méa tvar
STAS.

Véta (Sylvestriiv zakon setrvac¢nosti) ¢ je kvadr. forma V? — R. Pak 3 baze vici niZ je
matice formy diagonalni. Diagonalni matice mé jednoznaény pocet kladnych /zapornych prvki.

T

Def. (Householderova matice) Bud z # 0. Householderova matice je H(z) = I — 2%F

Tz

Tvrzeni (vlastnosti Householderovy matice) Householderova matice je symetricka a
ortogonalni.

Véta (pouziti Householderovy matice) Mgéjme z,y € R, ||z|| = ||y||. Pak y = H(y —2)x.

Dasl. Bud z € R" a definujme

H— { H(z —||z]ley)  pokud z — [lz][ey # 0
I jinak '

Pak H -z = ||z||e;.



8 SVD ROZKLAD

7 QR rozklad

Véta (QR rozklad) A € R™*". Pak 3 ortogonalni ) € R™*™ a horni trojihelnikova matice
R € R™™ a navic ma na diagonale nezaporna ¢isla tak, ze A = QR (R;; = 0 pro i > j).

Véta (jednoznacnost QR rozkladu) A je regularni = QR rozklad je jednozna¢ny a R
mé na diagonale kladné hodnoty.

QR a ortogonalizace A s lin. nezavislymi sloupci. Chceme je ortogonalizovat.

8 SVD rozklad
Véta (SVD rozklad) [BD] A € R™ " pak 3 ortogonalni X € R™*™ Y € R"™*" a

o e 0

Or

Y e R™" =

0 --- 0
tak, Ze 0y > 09 > ... >0,. PaAk A=X -2 . YT,
Poznamka Singularni ¢isla oy, ..., o, jsou ur¢eny jednozna¢né, X a Y jednoznac¢né nejsou.

SVD a numericky rank

o o0
A=X. o YT
0
0 .- 0
rank(A) =r.Proe > 00y,...,0s > caos+1,...,0, < ¢ je numericky rank rove s (e vyjadiuje
presnost pouzité aritmetiky).
SVD a pseudo-inverze (More-Penrose)
o1 e 0
AERan:X_ Oy 0 'YT
0 0

10



8 SVD ROZKLAD

Pseudo-inverze

At =X. r YT,

Vlastnosti:
(i) Areg. = AT =A"1,
(i) (A*)* = 4,

(iii) AATA=A,

(iv) (ATA)T = AT A,

(v) (AAT)T = AAT.

Ale

(i) ATA#£ AAT,
(ii) (AB)" #£ ATB™.
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